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ПЕРЕДМОВА ДО ЧЕТВЕРТОГО ВИДАННЯ

Це видання фактично є стереотипним до третього, яке вийшло
2007 року, за винятком того, що додано декiлька нових авторських
прикладiв та виносок, усунено виявленi друкарськi помилки, зро-
блено незначнi змiни тексту уточнювального та мовного характе-
ру.

Iван Вакарчук

Львiв, серпень, 2011.

ПЕРЕДМОВА ДО ТРЕТЬОГО ВИДАННЯ

Основним доповненням у новому виданнi цього пiдручника є
видiлення в окремi глави проблем i досягнень квантової iнформа-
цiї та квантової механiки у просторах iз деформованими дужками
Пуассона, якi в попереднiх подано лише частково й “розпорошено”
в прикладах i вiдступах по всiй книжцi.

Докладнiше розглянуто в окремих параграфах теорiю кванто-
вих комп’ютерiв, квантову телепортацiю та квантову криптогра-
фiю. Хоча цi питання є лише додатковими до головних роздiлiв
курсу квантової механiки, однак вони вражаюче яскраво iлюстру-
ють фундаментальнi принципи теорiї, i сьогоднi їх iнтенсивно та
успiшно дослiджують експериментатори зi сподiванням запрова-
дити незабаром цi новi явища в наше повсякденне життя.

Крiм того, подано новi задачi квантової механiки частинки з
масою, залежною вiд координат, яка рухається в багатовимiрному
просторi з деформованою алґеброю Гайзенберґа для операторiв,
що представляють узагальненi координати та iмпульси. Цей на-
прямок, який тепер активно розвивають, своїми витоками йде вiд
iдеї квантування простору, що належить одному з творцiв кван-
тової теорiї В. Гайзенберґовi.



Доповнено це видання й новими прикладами, значна части-
на з яких є авторськими. Поданi в пiдручнику приклади можуть
скласти окремий збiрник задач для активного вивчення загаль-
них iдей i принципiв квантової механiки, а деякi з них можуть
мати для допитливого Читача продовження як самостiйне науко-
ве дослiдження.

Частина доданого матерiалу виходить (як це було й у попе-
реднiх виданнях) за межi традицiйної програми курсу квантової
механiки й бiльше розрахована на аспiрантiв та молодих дослi-
дникiв, якi не обмежують свою природну цiкавiсть або ж наукова
творчiсть яких торкається цих питань.

У цьому виданнi також зроблено кiлька нових вiдступiв та ви-
носок, якi супроводжують i забарвлюють основний текст i мають,
як i попереднi, дещо атракцiйний характер. Готуючи до друку
перше видання книжки, я вагався, чи доречно давати цi виноски
та вiдступи в такому академiчному творi як унiверситетський пiд-
ручник iз квантової механiки. Виявилось, однак, що це виправда-
ло себе, оскiльки вони не лише iлюструють студентам можливiсть
опису рiзноманiтних явищ природи однаковими фiзичними моде-
лями та математичними засобами дослiдження, розсовуючи межi
їхнього свiтогляду й виховуючи в них вiдчуття свободи наукової
творчостi, але й завдяки своїй доступностi цi вiдступи викликали
несподiвано жваву зацiкавленiсть i тих Читачiв, якi є далекими
вiд цiєї прекрасної науки з її запаморочливою математикою, i, що
головне, спричинили серед широкого кола людей рiзних професiй,
якi прагнуть насолоджуватись процесом пiзнання й чути музику
сфер, популяризацiю засадничих квантовомеханiчних принципiв i
понять, що є достатньо простими, хоча, може, i незбагненними. . .

Висловлюю глибоку подяку своїм колегам з кафедри те-
оретичної фiзики Львiвського унiверситету В.М.Ткачуковi,
В.М.Мигалевi, А.А.Ровенчаковi, Ю.С.Криницькому, Б.В.Буд-
ному, М.М.Стецковi, М.В.Шльонзак, Н.А.Сiдлецькiй, Р.О.При-
тулi за тi години дискусiй, якi вони подарували менi, неодноразово
перечитуючи рiзнi роздiли рукопису книжки, а також рецензен-
там М. В. Ткачевi, Ю. О. Ситенковi, О. Б. Заславському за їхнi
зауваження та винятково доброзичливi й щирi поради, О. Кiктєвiй
за комп’ютерний набiр книжки й постiйну та активну допомогу.

Iван Вакарчук
Львiв, сiчень, 2007.



ПЕРЕДМОВА ДО ДРУГОГО ВИДАННЯ

Друге видання цьoго пiдручника порiвняно з першим, яке ви-
йшло у свiт п’ять рокiв тому, доповнено з урахуванням розвитку
квантовомеханiчної теорiї, експериментальних досягнень, зробле-
них останнiм часом завдяки фiлiґранному використанню нових
iнструментальних можливостей; змiст доповнень вiдбиває й деякi
побажання читачiв, а також особистi зацiкавлення автора як кон-
кретними задачами, так i концептуальними засадами квантової
механiки.

Розширено iсторичний нарис створення квантової теорiї з осо-
бливою увагою до тих перших крокiв М. Планка, що привели його
до гiпотези квантiв i вiдкриття фундаментальної сталої ~, яку на-
звано його iменем. Ширше обговорено питання iнтерпретацiї кван-
тової механiки, її так званi парадокси, теорiю схованих параме-
трiв. Докладно подано явище квантової телепортацiї, заторкнуто
також питання квантових комп’ютерiв та квантової криптографiї
— це може розглядатись i як вступ до теорiї квантової iнформацiї,
що тепер бурхливо розвивається.

Я вважав за доцiльне ознайомити Читача з методом факто-
ризацiї для розв’язування рiвнянь на власнi функцiї та власнi
значення операторiв з подальшим його застосуванням упродовж
викладу матерiалу. Цей метод, який винайшов Е. Шрединґер,
дiстав останнiм часом новий iмпульс до свого розвитку. Уведе-
но також кiлька “метрологiчних” задач, таких, як ангармонiчний
|x|-осцилятор та заряджена частинка в магнiтному полi; послiдов-
но подано теорiю збурень з малим параметром, що є величиною,
оберненою до вимiрностi простору (1/N -розклад), з iлюстрацiєю
ефективностi такого пiдходу на конкретних моделях; наведено
розв’язки низки нових задач та прикладiв, зокрема i непертур-
бацiйний пiдхiд до обчислення власних значень енерґiї ангармонi-
чного осцилятора; точнiше сформульовано деякi твердження, що
пiдсилює в них думки автора.
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Головна мета пiдручника залишилась незмiнною — дати систе-
матичний виклад фiзичних основ i математичного апарату кван-
тової механiки так, щоб початкiвець, який узявся за її вивчення,
iдучи крок за кроком, змiг би досягти глибокого розумiння по-
ведiнки квантових об’єктiв у рiзних умовах, а також усвiдомити
той незбагненний i парадоксальний факт, що у квантовiй фiзи-
цi сила людського розуму, чи не вперше у своїй iсторiї, зiткнув-
шись зi справжньою неможливiстю вiзуалiзувати подiї мiкросвiту
та з тим, що ми називаємо “поза здоровим глуздом”, виявилась
здатною створити принципово новi засоби пiзнання навколишно-
стi, причому не просто вивчати подiї на атомних та субатомних
просторово-часових масштабах, але й точно передбачати новi яви-
ща i “змушувати” їх через створення рiзноманiтних пристроїв слу-
гувати людинi.

Щодо самого характеру викладу, то вiн зберiг стиль попере-
днього видання, зокрема наведено кiлька нових вiдступiв та вино-
сок, роль яких — запросити до дискусiй, на якi нас штовхає глибо-
ко закорiнений iнстинкт пошуку нового зi сподiваннями виявити
тi фiзичнi та математичнi механiзми, що творять багатовимiрну
партитуру зв’язкiв мiж рiзними явищами.

Висловлюю подяку своїм колегам iз кафедри теоретичної фi-
зики Львiвського унiверситету В. М. Ткачуковi, Т. В. Фiтьовi,
А. А. Ровенчаковi, Ю. С. Криницькому, Б. В. Будному за обгово-
рення як принципових, так i “незначних”, але дуже потрiбних пи-
тань, викладених тут, рецензентам першого видання цього пiдру-
чника проф. В. I. Лендьеловi i проф. М. В. Ткачевi за побажання,
якi враховано в новому виданнi, завiдувачевi кафедри теоретичної
ядерної фiзики Харкiвського унiверситету проф. Ю. А. Бережно-
му за поради й зауваження, якi вiн люб’язно висловив до першого
видання, а також О. Кiктєвiй за комп’ютерний набiр книжки та
незмiнну допомогу при її пiдготовцi до друку.

Iван Вакарчук
Львiв, червень, 2003.



ПЕРЕДМОВА ДО ПЕРШОГО ВИДАННЯ

Пропонований увазi Читача пiдручник з квантової механiки
написаний на основi курсу лекцiй, якi автор читає упродовж ба-
гатьох рокiв студентам фiзичного факультету Львiвського дер-
жавного унiверситету iменi Iвана Франка. Вiн вiдповiдає унiвер-
ситетськiй програмi курсу квантової механiки.

Вступна частина присвячена короткому iсторичному нарисовi
створення квантової механiки. На мiй погляд, цi знання є важли-
вою частиною загальної культури фiзика. Решта глав присвячена
головнiй метi — систематичному викладу фiзичних основ i ма-
тематичного апарату квантової механiки та її застосуванню до
багатьох задач. У пiдручнику є подекуди надто детальнi виклад-
ки — як показує досвiд, студенти часом потребують для глибшого
розумiння матерiалу саме цих, розписаних до дрiбниць, деталей.
Прошу не дратуватись тих читачiв, для яких цi мiсця є очевидни-
ми. А взагалi, я намагався викласти матерiал достатньо прозоро,
адже мова йде про лекцiї для студентiв III–IV курсiв, а не про
монографiю, читачам якої, можливо, i справдi легше зробити де-
якi перетворення самим, нiж простежити за викладками автора.
Власне тому, що це лекцiї, формули не нумерувалися, а деколи
повторювалися з тим, щоб не втомлювати читача безперервними
вiдсиланнями до попереднiх виразiв — це також не сприяє засво-
єнню матерiалу. Крiм того, з тих же мiркувань у текстi немає
покликiв, за поодинокими винятками, на iншi пiдручники: їх пе-
релiк подано наприкiнцi книжки. Усi цi пiдручники й монографiї
мають свої переваги й недолiки, але вони добре написанi, й з них
училось не одне поколiння фiзикiв. Особливо рекомендую звер-
татись до пiдручникiв, якi написали вченi, що творили квантову
механiку та зробили свiй внесок у її розвиток. Така iнформацiя “з
перших рук” дає змогу простежити за тим, як саме здiйснювалось
таїнство творення квантової фiзики.

У книжцi є багато прикладiв, якi iлюструють основний мате-
рiал i допомагають краще розкрити його змiст. Часом цi простi,
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але нетривiальнi вправи дають змогу глибше висвiтлити пробле-
ми, нiж сухий послiдовний виклад теорiї. Частина прикладiв —
це невеличкi задачi, на розв’язки яких є посилання в подальшому
викладi.

Невiд’ємною частиною тексту є вiдступи, в яких обговорено цi-
кавi, на мiй погляд, задачi та iсторичнi екскурси. Вони мають на
метi не стiльки розважити Читача, скiльки звернути його увагу на
зв’язки мiж рiзними явищами в природi, що охоплюють i людську
дiяльнiсть, та проiлюструвати силу й унiверсальнiсть математики
в їх аналiзi. Змiст цих вiдступiв якоюсь мiрою вiдображає свiто-
гляд та внутрiшнiй свiт автора, а Читач може обмiрковувати їх у
вiльний час за кавою.

Що стосується виносок, якi час вiд часу наводимо, то вони
вiдсилають Читача до iнших, може, несподiваних для нього в та-
кiй книжцi, сторiн iнтелектуальної дiяльностi. Це також додає до
розумiння квантової механiки з iншого пункту бачення i розши-
рює нашi знання про Свiт, у якому ми живемо.

Висловлюю сподiвання, що в пiдручнику, який розрахований
на студентiв, знайдуть чимало корисного i цiкавого аспiранти та
молодi вченi.

Авторовi приємно висловити подяку колегам, колишнiм своїм
студентам, аспiрантам, спiвробiтникам кафедри теоретичної
фiзики за цiкавi дискусiї, допомогу i кориснi зауваження при
оформленнi цiєї книжки, а особливо В.Мигалевi, М.Колiньковi,
Л.Блажиєвському, В.Ткачуковi, Ю.Головачевi, Т.Кулiєвi,
О.Кнiгiнiцькому, А.Швайцi, Ю.Криницькому, С.Вакарчуковi,
В.Бабiну, О.Возняковi, В.Ковальчуковi, Т.Яворському, а також
О.Кiктєвiй, яка якiсно й швидко зробила її комп’ютерний набiр.

Iван Вакарчук
Львiв, квiтень, 1998.



ВСТУП

Iсторичний нарис створення квантової теорiї

Квантова механiка є теорiєю атомних явищ, що вивчає законо-
мiрностi мiкросвiту i встановлює закони руху елементарних час-
тинок, атомних ядер, атомiв, молекул та їх сукупностей. Закони
квантової механiки також дали змогу з’ясувати будову атомiв i
атомних ядер, природу хiмiчного зв’язку, пояснити перiодичну си-
стему елементiв; вони є основою для вивчення i макроскопiчних
тiл як системи взаємодiючих частинок (метали, дiелектрики, на-
пiвпровiдники, квантовi рiдини, плазма). Лише квантова механiка
дала пояснення таким явищам, як феромагнетизм, надплиннiсть,
надпровiднiсть. Вона теж є основою i при вивченнi на молеку-
лярному рiвнi явищ у бiологiї. Астрофiзика, яка вивчає будову й
еволюцiю зiр i Всесвiту, сьогоднi не може обходитись без квантово-
механiчного опису фiзичних процесiв, якi там вiдбуваються. Що-
бiльше, астрофiзичнi об’єкти є своєрiдною експериментальною ла-
бораторiєю, у якiй “перевiряються” сучаснi гiпотези й теоретичнi
розробки квантової теорiї. Останнiм часом з’явились “новi тери-
торiї”. На перетинi квантової фiзики i математики виникли такi
мiждисциплiнарнi науки, як теорiя квантових комп’ютерiв i кван-
това криптографiя, експериментально реалiзовано явище кванто-
вої телепортацiї. На сучасному рiвнi розвитку людського пiзнання
квантова механiка значною мiрою визначає наш науковий свiто-
гляд i наше розумiння Природи.

Виникла квантова механiка на початку XX столiття. 14 грудня
1900 року на засiданнi Нiмецького фiзичного товариства профе-
сор теоретичної фiзики Берлiнського унiверситету Макс Планк
(1858–1947) представив результати своєї роботи з доведення на
основi мiкроскопiчного пiдходу формули для спектральної густи-
ни енерґiї випромiнювання абсолютно чорного тiла, яку вiн два
мiсяцi тому “вгадав”, виходячи з деяких теоретичних мiркувань
та iнтерполюючи експериментальнi данi, що були на той час.

13



Зважаючи на виняткову важливiсть цього евристичного мо-
менту, наведемо тут мiркування М.Планка. Але перш нiж це зро-
бити, пригадаймо кiлька важливих крокiв у розв’язаннi проблеми
рiвноважного електромагнiтного випромiнювання тiла, нагрiтого
до температури T , зроблених до Планка.

Моделлю такої рiвноважної системи є замкнена порожнина,
стiнки якої мають сталу температуру T , цю ж температуру має
i випромiнювання, що є всерединi. Для того, щоб спостерiгати
це випромiнювання, потрiбно зробити невеличкий отвiр у стiнцi,
що охоплює порожнину, через який воно буде виходити. Зовнiшнє
випромiнювання, що падає на отвiр, не вiдбивається, а проходить
всередину i залишається там, тобто стовiдсотково поглинається.
А оскiльки абсолютно поглинаючу поверхню називаємо чорною,
то й випромiнювання, що виходить через цей отвiр, називають
“чорним” або випромiнюванням абсолютно чорного тiла.

Ґустав Кiрхгоф (1824–1887) вивiв закони, названi його iменем,
i показав, що енерґiя E рiвноважного випромiнювання абсолютно
чорного тiла є унiверсальною функцiєю температури T . Йозеф
Стефан (1835–1893) емпiрично, а Людвiґ Больцман теоретично
довели, що енерґiя на одиницю об’єму пропорцiйна четвертому
степеню температури. Зiбрану з усiх частот повну густину енерґiї
можна записати так:

E

V
=

∫ ∞

0
uν(T ) dν,

де V — об’єм системи, а величину uν(T ) називають спектральною
густиною енерґiї. Саме її i потрiбно було знайти.

Вiльгельм Вiн (1864–1928) за допомогою ориґiнального уявно-
го експерименту з дослiдження змiни, завдяки ефекту Допплера,
спектра випромiнювання, яке вiдбивається вiд рухомого дзеркала,
показав (1893), що спектральна густина енерґiї, подiлена на ν3, є
функцiєю вiдношення ν/T . Цей так званий закон змiщення Вiна є
точним1. Назва пiшла вiд того, що функцiя uν(T ) має максимум у
деякiй точцi ν/T = const; iз збiльшенням температури вiн змiщу-
ється на частотнiй шкалi до бiльших значень ν. Пiзнiше, 1896 р.,
на основi молекулярнокiнетичної теорiї В. Вiн з “напiвсерйозних”

1Читачам, яких цiкавлять деталi виведення цього закону та закону
Стефана–Больцмана, пропонуємо заглянути, наприклад, на сторiнку 458
книжки М. Борна “Атомная физика”, М.: Мир, 1965.
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мiркувань запропонував явний вигляд спектральної густини енер-
ґiї теплового випромiнювання2:

uν(T ) = const ν3e−aν/T ,

a — унiверсальна стала. За словами лорда Джона Релея (1842—
1919), “це було не доведення, а не бiльше нiж здогадка”.

М. Планк почав свої дослiдження цiєї проблеми з моделювання
випромiнювання абсолютно чорного тiла сукупнiстю гармонiчних
осциляторiв i показав, що

uν(T ) =
8πν2

c3
U,

де U — середня енерґiя окремо взятого осцилятора, c — швидкiсть
свiтла. Звiдси та з формули Вiна випливає, що

U = hν e−aν/T ,

h — друга унiверсальна стала.
Макс Планк увiв гiпотезу про електромагнiтну ентропiю, а са-

ме: у зв’язку з тим, що поле випромiнювання є накладанням коли-
вань з рiзними нереґулярно змiнними (випадковими) фазами, то
можна говорити про певний безлад, а отже, про ентропiю й тем-
пературу. Застосуймо перший принцип термодинамiки до системи
лiнiйних гармонiчних осциляторiв, якi моделюють електромагнi-
тне поле:

dU = T dS − P dV,

тут V — об’єм, у якому локалiзоване поле, P — тиск; середню
енерґiю U та ентропiю S беремо з розрахунку на один осцилятор,
температуру T вимiрюємо в енерґетичних одиницях (перехiд до
шкали Кельвiна здiйснюється замiною T на kBT , де kB — стала
Больцмана).

Нехай V = const, тодi

dS

dU
=

1

T
.

21911 року за вiдкриття законiв теплового випромiнювання В. Вiна наго-
роджено Нобелiвською премiєю.
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З формули для середньої енерґiї осцилятора знаходимо

ln
U

hν
= −aν

T
,

i отже, перша похiдна вiд ентропiї

dS

dU
= − 1

aν
ln
U

hν
.

Друга похiдна вiд ентропiї за енерґiєю має дуже простий вигляд:

d2S

dU2
= − 1

aνU
.

М. Планк звернув на це увагу ще й тому, що обернена величи-
на, узята зi знаком “мiнус”, має прозорий фiзичний змiст: вона
дорiвнює теплоємностi, помноженiй на квадрат температури. Са-
ме тому М. Планк працював iз другою похiдною вiд ентропiї3.
Спочатку Планк вважав, що формула В. Вiна для спектральної
густини енерґiї є точною. Точним вiн уважав i вираз для ентро-
пiї, яку знайшов, iнтеґруючи рiвняння для першої похiдної вiд
ентропiї за енерґiєю:

S = − U

aν
ln

U

ehν
,

де e — основа натуральних логарифмiв.
Однак у 1899 р. Отто Люммер (1860–1925) i Ернст Прiнґс-

гайм (1859–1917) представили результати вимiрювань у дiлянцi
великих довжин хвиль (ν → 0), якi суперечили формулi В. Вiна
для густини енерґiї теплового випромiнювання. Отже, виявилось,
що формула Вiна працює лише в дiлянцi великих частот, i деталь-
на експериментальна перевiрка цього факту набула принципового
значення для розумiння природи теплового випромiнювання.

3М. Планк узагалi любив, так би мовити, “ентропiйну мову”. Iз цим по-
няттям пов’язанi його першi кроки в науцi. Вiн дослiджував ентропiю як
термодинамiчну функцiю i у своїй докторськiй дисертацiї, ефект вiд якої, за
його ж словами, дорiвнював нулевi. Це пов’язано з тим, що поняття ентропiї
було новим i не дуже зрозумiлим. Однак виявилось, що саме завдяки поня-
ттю ентропiї дорога до вiдкриття точної формули для спектральної густини
енерґiї абсолютно чорного тiла була найпростiшою.
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У п’ятницю 19 жовтня 1900 р. на засiданнi Нiмецького фiзи-
чного товариства Ф. Курльбаум повiдомив про результати вимi-
рювання енерґiї випромiнювання на дiлянцi дуже великих довжин
хвиль, якi вiн виконав разом з Г. Рубенсом. Цi експериментальнi
результати заперечили справедливiсть формули Вiна, виявилось,
що uν(T ) ∼ T при ν → 0.

Пiсля повiдомлення Ф. Курльбаума на цьому ж засiданнi ви-
ступив М. Планк, який, використавши цi експериментальнi ре-
зультати, запропонував свою формулу для спектральної густини
енерґiї теплового випромiнювання абсолютно чорного тiла4.

Отже, як випливає з формули Планка, яка зв’язує uν(T ) та
середню енерґiю одного осцилятора при низьких частотах, маємо

U = CT,

uν(T ) =
8πν2

c3
CT,

де C — стала величина5. Тепер з першого закону термодинамiки
маємо

dS

dU
=
C

U
,

а друга похiдна

d2S

dU2
= − C

U2
.

Знайденi два вирази для другої похiдної вiд ентропiї за
енерґiєю, якi справедливi в границi високих та низьких частот,

4Генрiх Рубенс (1865–1922) був близьким товаришем Макса Планка, який
дуже високо цiнував свою спiвпрацю з ним. Зi спогадiв Планка: “Тому що менi
цей результат став вiдомим завдяки усному повiдомленню авторiв уже за
декiлька днiв до засiдання, то я мав час ще перед засiданням використати
їхнi висновки в моєму методi та обчислити ентропiю.”

5Це спiввдношення вiдоме як закон Релея–Джинса. Вiн є наслiдком те-
ореми класичної статистичної механiки про рiвномiрний розподiл енерґiї за
ступенями вiльностi: для системи осциляторiв на кожне коливання припадає
середня енерґiя величиною T . Цей точний у межах класичної фiзики вираз
для uν(T ) при великих частотах зростає як ν2 (усупереч здоровому глузду),
i як наслiдок, повна енерґiя E розбiгається (“ультрафiолетова катастрофа”),
що iлюструє принципову неспроможнiсть класичної теорiї пояснити закони
рiвноважного випромiнювання.
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М. Планк вирiшив об’єднати однiєю простою iнтерполяцiйною
формулою:

(
d2S

dU2

)−1

= −aνU − U2

C
.

Справдi, для ν → 0 домiнуючим є другий доданок у правiй ча-
стинi цього рiвняння, i ми отримуємо попередню формулу, а для
великих частот другий доданок стає несуттєвим, i ми повертає-
мось до формули, яку дає закон В. Вiна. Iнтерполяцiйна форму-
ла, яку запропонував Планк, як кажуть, перше, що приходить до
голови. Це i був той евристичний момент у мiркуваннях Планка,
який привiв до глибоких перетворень у науцi, що принесла з со-
бою квантова фiзика. Воiстину все генiальне — просте. Дивує те,
що Планк працював саме з другою похiдною, для якої граничнi
випадки мають дуже простий вигляд. Це й дало змогу об’єднати
їх.

Перепишiмо вираз для другої похiдної так:

(
d2S

dU2

)
= − 1

aν

(
1

U
− 1

U + aνC

)
.

Iнтеґруючи цей вираз, отримуємо

1

T
=

1

aν
ln

(
U + aCν

U

)
+ const.

Беручи до уваги, що U → ∞ при T → ∞, знаходимо const=0.
Звiдси остаточно

U =
hν

eaν/T − 1
.

Тут ураховано, що при великих частотах цей вираз повинен пере-
ходити у формулу, яку отримуємо iз закону Вiна, i тому C = h/a.
Тепер для спектральної густини енерґiї одержуємо знамениту
формулу Планка:

uν(T ) =
8πhν3

c3
1

eaν/T − 1
.
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Наведемо слова М. Планка з доповiдi 19 жовтня 1900 року: “Ця
формула, наскiльки я знаю, вiдповiдає експериментальним да-
ним, якi опублiкованi дотепер... Тому я вважаю за можливе
звернути Вашу увагу на наведену нову формулу, яка, як на мене,
є найпростiшою (окрiм формули Вiна), з погляду електромагнi-
тної теорiї випромiнювання.”

Як бачимо, фактично ця формула справдi вгадана. Це була
iнтерполяцiйна формула, одна з багатьох iснуючих на той час i
одна з найпростiших, що добре описувала експериментальну за-
лежнiсть спектральної густини енерґiї випромiнювання абсолю-
тно чорного тiла вiд частоти, яку М. Планк навiв у своїй доповiдi
Нiмецькому фiзичному товариству.

Макс Планк настiльки повiрив у свою формулу, що вирiшив
довести її з мiкроскопiчних мiркувань. Працюючи протягом май-
же двох мiсяцiв, вiн, скориставшись iдеєю Л. Больцмана про про-
порцiйнiсть ентропiї S до логарифма вiд кiлькостi станiв, одно-
значно показав, що для її теоретичного обґрунтування необхiдно
припустити, що свiтло поглинається й випромiнюється дискретни-
ми порцiями — квантами, енерґiя яких пропорцiйна до частоти
випромiнювання. Вiн знову пiшов “ентропiйною дорогою” i вирi-
шив винайти з мiкроскопiчних мiркувань вираз для ентропiї, що
отримується з його iнтерполяцiйної формули, простим iнтеґрува-
нням за енерґiєю U :

S =
h

a

[(
1 +

U

hν

)
ln

(
1 +

U

hν

)
− U

hν
ln
U

hν

]
.

З iншого боку, за Больцманом, повна ентропiя дорiвнює lnW , де
W — кiлькiсть рiзних можливих мiкроскопiчних станiв термоди-
намiчної системи. Мабуть, ця iдея Л. Больцмана та наближена
формула для ентропiї, що випливає iз закону Вiна, яку можна
записати ще й так:

S = −h
a
ln

(
U

ehν

)U/hν

i яка є сильно подiбною до формули Стiрлiнґа для логарифма вiд
факторiала деякого великого числа N ,

lnN ! = ln (N/e)N , N ≫ 1,
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i навели М. Планка на думку “сконструювати з факторiалiв” вели-
чину W так, щоб отримати точний вираз для ентропiї, що врештi-
решт уже вимушено привело його до iдеї дискретностi енерґiї еле-
ктромагнiтного випромiнювання. Це й було темою доповiдi, яку
виголосив М. Планк у п’ятницю 14 грудня 1900 року на засiданнi
Нiмецького фiзичного товариства.

Отже, нехай повна енерґiя N осциляторiв, що моделюють по-
ле, дорiвнює NU , а повна ентропiя

NS = lnW.

Ми опускаємо з цього означення сталу Больцмана kB перед лога-
рифмом (згiдно з нашою домовленiстю вимiрювати температуру
в енерґетичних одиницях), яку фактично вперше й увiв М. Планк
цим спiввiдношенням. Далi, за М. Планком: “повну енерґiю NU
потрiбно уявляти собi не у виглядi неперервної величини, а у ви-
глядi дискретної, що складається з цiлого числа рiвних частин,

NU = pε,

p — цiле, взагалi кажучи, велике число; ε потрiбно визначити.”
Тепер величина W — це кiлькiсть рiзних способiв розподiлу

p елементiв за N осциляторами. Як модель можна розглянути
p кульок в N скриньках i пiдрахувати кiлькiсть рiзних способiв
їхнього розподiлу, тобто кiлькiсть рiзних перестановок мiж собою
p кульок i (N−1)-єї стiнок, що роздiляють цi скриньки. Усiх пере-
становок є [(N−1)+p]!, однак p! перестановок p кульок у скриньцi,
як i (N − 1)! перестановок стiнок мiж скриньками, нiчого нового
не дають, тому кiлькiсть рiзних перестановок

W =
[(N − 1) + p ]!

(N − 1)! p !
.

Використовуючи формулу Стiрлiнґа для факторiалiв у цьому ви-
разi, коли N ≫ 1, p≫ 1, легко знаходимо

lnW = (N + p) ln(N + p)−N lnN − p ln p,

а з урахуванням того, що p/N = U/ε, ентропiя на один осцилятор

S =

(
1 +

U

ε

)
ln

(
1 +

U

ε

)
− U

ε
ln
U

ε
.

20



Зiставлення цiєї формули з iнтерполяцiйним виразом для ентропiї
дає a = h, а елемент (квант) енерґiї електромагнiтного випромi-
нювання

ε = hν

— знаменита формула Планка, яку так само, як i айнштайнiвську
E = mc2, знає “будь-хто”, h — стала Планка.

Надалi, як правило, ми будемо користуватись циклiчною ча-
стотою ω = 2πν i сталою Планка ~ = h/2π = 1.054571726(±47)
· 10−27 г ·см2/сек — однiєю з унiверсальних фундаментальних фi-
зичних констант (таких, як швидкiсть свiтла c, ґравiтацiйна стала
G, заряд електрона e), що має розмiрнiсть дiї i є елементарним
квантом дiї6, так що квант енерґiї

ε = ~ω.

Тепер остаточно для спектральної густини енерґiї випромiню-
вання абсолютно чорного тiла отримуємо вираз:

uω(T ) =
(ω
c

)3 ~

π2
1

e~ω/T − 1
.

Повну енерґiю поля на одиницю об’єму одержуємо звiдси iнтеґру-
ванням за всiма частотами, що приводить до закону Стефана–
Больцмана.

Як видно, шлях М. Планка до його вiдкриття складається i
з генiальних здогадок, i з вимушених крокiв. Щасливий вибiр
ентропiйного пiдходу до вирiшення проблеми абсолютно чорно-
го тiла, далi використання саме другої похiдної вiд ентропiї, яка
виявилась дуже простою на вигляд, щаслива здогадка її iнтерпо-
ляцiї з використанням формули Вiна та експериментальних ви-
мiрiв при низьких частотах, смiливiсть у використаннi формули
Больцмана для ентропiї з генiальною здогадкою “факторiально-
го” моделювання кiлькостi станiв i вже справдi вимушенi кроки
до дискретностi енерґiї електромагнiтного випромiнювання — та-
кий шлях Макса Планка до свого фундаментального вiдкриття
елементарного кванта дiї.

6М. Планк за вiдкриття кванта дiї став у 1918 роцi лауреатом Нобелiвської
премiї.
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Нова теорiя вимагала пiдтверджень. Виходячи зi своєї форму-
ли i використовуючи експериментальнi данi про теплове випромi-
нювання, М. Планк знайшов з високою на той час точнiстю ∼ 4%
величину елементарного заряду (визначивши з експерименталь-
них вимiрювань сталу Больцмана kB, з газової сталої R = kBNA

— число Авоґадро NA та з числа Фарадея F = eNA — величи-
ну елементарного заряду e). Гiпотеза квантiв уже давала першi
результати.

Отже, день 14 грудня 1900 року можна вважати днем наро-
дження квантової теорiї.

У 1905 роцi А.Айнштайн (1879–1955), який працював тодi екс-
пертом у патентному бюро в Бернi, використав гiпотезу Планка
для пояснення фотоефекту. Явище фотоефекту вiдкрив (випадко-
во) нiмецький фiзик Г. Герц у 1887 роцi. Першi дослiдження цього
явища виконав росiйський фiзик О. Г.Столєтов у 1888 роцi, а зго-
дом — нiмецький фiзик Ф.Ленард (1899 р.). А.Айнштайн чiтко
вказав на те, що квантування енерґiї свiтла вiдбувається не тiль-
ки в актах поглинання та випромiнювання свiтла чорним тiлом,
а й що квантовi властивостi притаманнi свiтлу як такому. Отже,
фактично було введено поняття фотона як кванта електромагнi-
тного поля, хоча сама назва “фотон” виникла значно пiзнiше, її
ввiв у 1926 роцi американський фiзико-хiмiк Г.Н.Льюїс.

Формулу Айнштайна

~ω = A+mv2/2,

ω — частота падаючого свiтла, A — робота виходу електрона з
металу, m — маса електрона, v — його швидкiсть, ретельно пере-
вiрив експериментально американський фiзик Р. Мiллiкен у 1912
роцi7.

У 1907 роцi А.Айнштайн застосував гiпотезу квантiв до опису
коливань атомiв твердого тiла i пояснення низькотемпературної
поведiнки теплоємностi. Уважаючи, що всi N атомiв коливаються
з частотою ω0, для повної енерґiї тiла з урахуванням (3N − 6)

7У 1921 роцi А.Айнштайн був нагороджений Нобелiвською премiєю за
важливi фiзико-математичнi дослiдження, особливо за вiдкриття законiв фо-
тоелектричного ефекту. За дослiдження в галузi фiзики елементарних заря-
дiв та фотоелектричного ефекту Р.Мiллiкеновi була присуджена Нобелiвська
премiя в 1923 роцi.
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коливних ступенiв вiльностi маємо

E = (3N − 6)
~ω0

e~ω0/T − 1
,

а теплоємнiсть

CV =

(
∂E

∂T

)

V

= (3N − 6)

(
~ω0

T

)2 e~ω0/T

(e~ω0/T − 1)2
.

При низьких температурах, T → 0, CV → 0, вiдповiдно до спо-
стережень. Однак прямування теплоємностi до нуля, згiдно з до-
слiдами, є степеневим. Недолiк цiєї теорiї виправили пiзнiше, у
1912 роцi, П.Дебай (1884–1966), а також М.Борн (1882–1970) i
Т.Карман (1881–1963), розглядаючи, на вiдмiну вiд Айнштайна,
коливання атомiв як систему зв’язаних осциляторiв iз частотами
ωj, розподiленими вiд нульового значення до деякого максималь-
ного:

E =

3N−6∑

j=1

~ωj

e~ωj/T − 1

або

E =

∫ ∞

0
ρ(ω)

~ω

e~ω/T − 1
dω,

де густина станiв ρ(ω) = 9(N − 2)ω2/ω3
D вiдмiнна вiд нуля для

частот 0 ≤ ω ≤ ωD, а гранична частота Дебая ωD є фiзичним
параметром речовини. Теплоємнiсть при низьких температурах
прямує до нуля за “законом кубiв”, CV ∼ T 3, що чудово узгоджу-
ється з дослiдом.

У 1913 роцi НiльсБор (1885–1962), який тодi працював у Ман-
честерському унiверситетi в Е.Резерфорда (1871–1937), застосу-
вав квантову гiпотезу до моделi атома E.Резерфорда й побудував
квантову теорiю атома, сформулювавши свої постулати:

1◦. Електрони в атомi рухаються по стацiонарних орбiтах.

2◦. Випромiнювання або поглинання свiтла атомом вiдбувається
при переходi електрона з однiєї стацiонарної орбiти на iншу,
згiдно з законом збереження енерґiї

~ωn′n = En′ − En.
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Рiвнi енерґiї атома En визначаються з класичних рiвнянь для пов-
ної енерґiї

E = −Ze
2

2a
,

третього закону Кеплера

ω2a3 =
Ze2

m

та умов квантування, згiдно з гiпотезою Планка,

|E| = ~ω

2
n, n = 1, 2, . . . ,

Z|e| — заряд ядра, ω — частота обертання електрона навколо
ядра, a — велика пiввiсь елiптичної орбiти, m — маса електрона.
Слiд зауважити, що Н. Бор для узгодження своєї теорiї з дослi-
дними вимiрюваннями змушений був в умовах квантування для
повної енерґiї поставити половинну частоту ω/2, а не ω. У резуль-
татi

En = − Z2e2

2aBn2
,

де

aB =
~2

me2
≃ 0.529 Å

— радiус Бора, i з другого постулату дiстаємо правило частот

ωn′n = R

(
1

n2
− 1

n′2

)
,

де R = Z2me4/2~3 — стала Рiдберґа–Рiтца. Це правило емпiрично
встановив ще в 1885 роцi Й.Бальмер для n = 2. Пiзнiше, у 1907 ро-
цi, В. Рiтц сформулював цей комбiнацiйний принцип частот, який
названо його iменем.

Як наслiдок iз теорiї Бора випливає, що момент кiлькостi руху
L квантується:

L = n~, n = 1, 2 . . . .

Пiзнiше саме цей факт, а не квантування енерґiї з половинною
частотою, Н. Бор узяв за основу — так звана умова квантування
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Бора8. Протягом 1913–1916 рокiв умови квантування, сформульо-
ванi Бором для моменту iмпульсу, були узагальненi ним, а також
П.Дебаєм (1913 р.), В.Вiльсоном (1915 р.), А. Зоммерфельдом
(1916 р.) для системи з декiлькома ступенями вiльностi: об’єм,
обмежений траєкторiєю у фазовому просторi, мiстить цiле число
елементарних квантiв дiї h = 2π~:

1

2π

∮
pi dqi = ni~, ni = 1, 2, . . . ,

i = 1, . . . , s, де s — число ступенiв вiльностi; qi, pi — канонiчно
спряженi координати та iмпульси. Цю умову, вiдому як прави-
ло квантування Бора–Зоммерфельда, застосовували до багатоеле-
ктронних атомiв, до атомiв в електричному та магнiтному полях,
для врахування релятивiстських ефектiв (формула Зоммерфель-
да для тонкої структури спектра атома водню).

Однак ця, як її називають, “стара” квантова механiка не могла
пояснити спектральних закономiрностей багатоелектронних ато-
мiв i навiть найпростiшого з них — атома гелiю; залишались без
пояснень iнтенсивностi спектральних лiнiй атомiв. Вiдчувалось,
що потрiбна нова квантова теорiя, i вже з цих позицiй Н.Бор
сформулював принцип вiдповiдностi, згiдно з яким у границi ве-
ликих, макроскопiчних траєкторiй частинок квантова механiка
повинна переходити у класичну механiку. Цей принцип був клю-
чем до “вгадування” квантових формул.

Поштовхом до створення нової квантової механiки стала
iдея молодого французького фiзика Луї де Бройля (1892–1987).
У 1923–1924 роках вiн висунув припущення, що формула Планка,
доповнена формулою для iмпульсу

p = 2π~/λ,

λ — довжина хвилi випромiнювання, яка властива для квантiв
свiтла, повинна виконуватись для всiх частинок, зокрема i для
електронiв. Якщо свiтло виявляє корпускулярнi властивостi в та-
кому явищi як фотоефект, то мусить iснувати симетрiя, i частинки
типу електрона мають виявляти хвильовi властивостi, тобто з ча-
стинкою пов’язується хвиля (хвиля де Бройля); в одновимiрному

8Н.Бор — лауреат Нобелiвської премiї 1922 року за заслуги у вивченнi
будови атома.
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випадку це хвиля
ψ(x, t) ∼ ei(kx−ωt),

де частота ω = E/~, E — енерґiя частинки, а хвильовий вектор
k = p/~. Змiст цiєї функцiї ψ(x, t) був з’ясований пiзнiше, нара-
зi йшлося лише про зiставлення з частинкою деякого хвильового
процесу.

У цiй iнтерпретацiї умова квантування Бора зводиться до того,
що на орбiтi електрона в атомi вкладається цiле число хвиль де
Бройля. Для колової орбiти радiуса a (коли λ не залежить вiд
координат):

L = ap = a
2π~

λ
= n~,

тобто
2πa

λ
= n.

Тодi припущення де Бройля багато фiзикiв сприймало як аб-
сурд. У 1925 роцi А.Айнштайн порадив М.Борновi прочитати ди-
сертацiю де Бройля, зауваживши при цьому: “Прочитайте її. Хоч
i видається, що її писав несповна розуму, написана вона солiдно!”9

Улiтку 1925 року професор Е.Шрединґер (1887–1961) з Цю-
рихського унiверситету ознайомився з гiпотезою де Бройля. Пе-
ревiвши цi iдеї на “зручну” математичну мову, вiн винайшов фун-
даментальне рiвняння сучасної фiзики — хвильове рiвняння Шре-
динґера (1926 р.). Є спогади П.Дебая, що це вiн запропонував
Е.Шрединґеровi, який працював у нього на кафедрi, доповiсти
на семiнарi роботу де Бройля. Шрединґер, який, як i бiльшiсть
фiзикiв, негативно ставився до iдеї де Бройля, доповiв цю роботу
лише пiсля того, як Дебай наполiг на своєму. Готуючись до цього
семiнару, Шрединґер i винайшов своє рiвняння.

Хвиля де Бройля ψ = ψ(x, t) повинна задовольняти хвильове
рiвняння (одновимiрний випадок)

∂2ψ

∂x2
− 1

v2
∂2ψ

∂t2
= 0,

(ω = kv, v — фазова швидкiсть), одночасно задовольняючи спiв-
вiдношення для енерґiї E = ~ω та iмпульсу p = ~k частинки.

9У 1929 роцi Луї де Бройль отримав Нобелiвську премiю за вiдкриття
хвильової природи електрона.
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З урахуванням виразу для повної енерґiї частинки

E =
p2

2m
+ U(x),

де U(x) — потенцiальна енерґiя частинки, Шрединґер i записав
своє славнозвiсне рiвняння10

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ U(x)ψ

— основне рiвняння квантової теорiї, яке, за висловом американ-
ського фiзика Р.Фейнмана, “описує i жаб, i композиторiв”.

Iнтерпретацiю фундаментальної величини цiєї теорiї, хвильо-
вої функцiї ψ(x, t) як амплiтуди ймовiрностi, дав у 1926 роцi
МаксБорн11. Експериментально хвильовi властивостi мiкрочасти-
нок уперше виявили в дослiдах з дифракцiї електронiв на крис-
талах у 1927 роцi К.Девiссон i Л.Джермер у Нью-Йорку та
Г.П.Томсон в Абердiнi (Шотландiя)12, хоча вказiвки на хвильо-
вi властивостi частинок давали вимiрювання перерiзу розсiяння
електронiв на газах, якi виконав К.Рамзауер ще в 1921 роцi.

Так була створена хвильова квантова механiка. Цiкаво, що спо-
чатку в груднi 1925 року Е.Шрединґер знайшов релятивiстське
рiвняння, яке, однак, не давало правильної формули тонкої стру-
ктури водневих лiнiй. Лише в сiчнi 1926 року вiн розробив не-
релятивiстське наближення. Вiдзначимо, мiж iншим, що в 1918
роцi в Е.Шрединґера виникла можливiсть зайняти посаду про-
фесора кафедри теоретичної фiзики в унiверситетi в Чернiвцях;
перешкодив цим планам розпад Австро-Угорської iмперiї.

Народження нової квантової механiки почалося з iншого її ва-
рiанта i дещо ранiше — з роботи нiмецького фiзика-теоретика
ВернераГайзенберґа (1901–1976), яку вiн написав у червнi 1925
року. Гайзенберґ уважав, що розумно вiдмовитись вiд неспосте-
режувальних величин (типу координат та перiоду обертання еле-
ктрона) i побудувати механiку, в якiй були б спiввiдношення ли-
ше мiж спостережувальними величинами (типу частот переходу

10Нобелiвська премiя 1933 року за вiдкриття нових форм атомної теорiї
була присуджена Е.Шрединґеровi та П.А.М.Дiраковi.

11Нобелiвська премiя 1954 року за роботи з квантової механiки.
12K. Девiссон i Г. П. Томсон подiлили Нобелiвську премiю 1937 року за

вiдкриття дифракцiї електронiв.
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мiж квантовими станами, iнтенсивностi випромiнювання при цьо-
му переходi i т. п.). Вiн побудував таку формальну схему квантової
механiки, у якiй, замiсть координати q та iмпульсу p електрона,
фiгурували деякi абстрактнi алґебраїчнi об’єкти qmn та pmn, для
яких не виконуються правила комутативностi при множеннi. Про-
фесор М.Борн, якому В. Гайзенберґ надiслав свiй рукопис, розпi-
знав у цих правилах множення правила для вiдомих у математицi
матриць, i разом з П.Йорданом вони показали, що матрицi q̂ та p̂
задовольняють переставне спiввiдношення

q̂p̂− p̂q̂ = i~,

яке є новим правилом квантування, i створили те, що має тепер
назву матричної квантової механiки13.

Еквiвалентнiсть двох квантових механiк, матричної i хвильо-
вої, довiв Е.Шрединґер (1926 р.). Ще до створення хвильової ме-
ханiки пiсля вiдкриття матричної квантової механiки М.Борн,
В. Гайзенберґ i П.Йордан, натрапляючи на труднощi з матри-
чним численням, звернулись до видатного нiмецького матема-
тика Д. Гiльберта (1862–1943). Великий математик, який жва-
во цiкавився новими iдеями фiзикiв (зокрема, вiн дещо ранiше
за А.Айнштайна винайшов рiвняння руху ґравiтацiйного поля
в загальнiй теорiї вiдносностi, вiдомi як рiвняння Айнштайна–
Гiльберта), вiдповiв їм, що завжди, коли йому доводилося мати
справу з матрицями, вони виникали при знаходженнi власних зна-
чень у крайових задачах для диференцiальних рiвнянь. Гiльберт i
порадив їм пошукати диференцiальне рiвняння, пов’язане з цими
матрицями, i можливо, знайдеться щось нове. Однак цю iдею фi-
зики не сприйняли, вважаючи її несерйозною, i Гiльберт пiзнiше
кепкував з них — саме це рiвняння знайшов Шрединґер.

У 1926 роцi М.Борн, Н.Вiнер, П.А.М.Дiрак, Г.Вейль сфор-
мулювали принцип, згiдно з яким кожнiй фiзичнiй величинi ста-
виться у вiдповiднiсть оператор. Як з’ясувалось пiзнiше, таке
зiставлення не є простою процедурою, i питання однозначностi
“приписування” фiзичним величинам операторiв дискутується до-
сi.

У 1927 роцi В. Гайзенберґ вiдкрив спiввiдношення невизначе-
ностей для середньоквадратичних вiдхилень канонiчно спряже-

13За створення квантової механiки в матричнiй формi В. Гайзенберґ наго-
роджений у 1932 роцi Нобелiвською премiєю.
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них координати q та iмпульсу p:

〈(∆q)2〉 〈(∆p)2〉 ≥ ~2/4.

Iнтерпретацiя гайзенберґiвського принципу невизначеностi та фi-
зичний змiст хвильової функцiї як амплiтуди ймовiрностей були
предметом дискусiй на багатьох фiзичних конґресах. Наша логiка,
що ґрунтується на повсякденному досвiдi макроскопiчного свiту,
є класичною з її твердженнями “так” або “нi”, вона не допускає
того, що ми називаємо дифракцiєю електронiв, i це привело до
формулювання багатьох парадоксiв: парадокс де Бройля, пара-
докс iз живомертвим котом Шрединґера, парадокс Айнштайна–
Подольського–Розена (1935), якi були предметом вiдомих диску-
сiй — “двобою” Н. Бора й А. Айнштайна. Одним iз результатiв цих
дискусiй є принцип доповнювальностi Бора (1927 р.): вимiрюван-
ня iмпульсно-енерґетичних та просторово-часових характеристик
є взаємодоповнювальними в описi квантового об’єкта.

Завершився етап створення квантової теорiї вiдкриттям реля-
тивiстського хвильового рiвняння для електрона, яке зробив ан-
глiйський фiзик-теоретик П.А.М.Дiрак (1902–1984) в 1928 роцi.
На ту пору було вiдоме релятивiстське квантове рiвняння, яке те-
пер називають рiвнянням Кляйна–Ґордона–Фока, хоча вперше,
як уже вказувалось, його запропонував Шрединґер. Воно не вла-
штовувало Дiрака з двох причин. По-перше, хвильова функцiя в
цiй теорiї дає густину ймовiрностi, що може набувати вiд’ємних
значень. По-друге, у це рiвняння входять другi похiднi за часом,
i тому стан системи задається не лише хвильовою функцiєю, а i її
першою похiдною за часом, що суперечить загальним принципам
квантової механiки. У зв’язку з цим Дiрака дивував той факт,
що багатьох фiзикiв, у тому числi й Бора, до якого вiн звертався,
влаштовувало це рiвняння.

Несуперечливе об’єднання основних принципiв квантової тео-
рiї й релятивiстської механiки Дiрак здiйснив несподiваним спосо-
бом добування кореня квадратного й отримав своє знамените рiв-
няння для електрона. З цього рiвняння П.Дiрак винайшов “на
паперi” позитрон, який вiдкрив експериментально американський
фiзик К.Андерсон у 1932 роцi.

Пiзнiший перiод розвитку квантової теорiї можна назвати
“калькуляцiйним”. Тисячi наукових праць були присвяченi дослi-
дженню рiзноманiтних фiзичних явищ iз розрахунками на основi
фундаментальних рiвнянь квантової механiки фiзичних величин,
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що характеризують ядра, атоми, молекули та їх сукупностi в га-
зоподiбному, рiдкому i твердому станах. Жодного разу квантова
гiпотеза М. Планка не зазнала невдач.

Але час до часу фiзики поверталися до змiсту основної ве-
личини квантової механiки — хвильової функцiї. 1942 року аме-
риканський фiзик-теоретик Рiчард Фейнман (1918–1988) сформу-
лював ще один варiант квантової механiки через таке поняття як
iнтеґрали за шляхами вiд амплiтуди ймовiрностi, вигляд якої вiн
спостулював, виходячи з iдеї П. Дiрака. Цей пiдхiд не дає но-
вих результатiв, але знову повертає нас до нiбито класичного пiд-
рахунку ймовiрностi переходу квантової частинки з однiєї точки
простору в iншу за всiма можливими її класичними траєкторiями.
Насправдi ж використовується знову поняття амплiтуди ймовiр-
ностi, а її вигляд вибирається так, щоб забезпечити перехiд до
рiвняння Шрединґера.

Сьогоднi ми спостерiгаємо перiод, який можна назвати “ψ-ре-
несансом”, тобто вченi знову намагаються зрозумiти, що таке хви-
льова функцiя, майстерно “перекидаючи” мiкроскопiчнi явища на
природнi для нас макроскопiчнi масштаби. Теперiшнi iнструмен-
тальнi можливостi дають змогу дослiджувати експериментально
такi тонкi явища, як “живомертвий кiт Шрединґера” та пара-
докс Айнштайна–Подольського–Розена, завдяки якому винайшли
спочатку теоретично, а потiм експериментально так зване явище
квантової телепортацiї. У фольклорi фiзикiв з’явилися такi поня-
ття, як квантова криптографiя та квантовi комп’ютери, принцип
дiї яких ґрунтується на незбагненних властивостях ψ-функцiї, мо-
жливостi яких є також ще незбагненними.

Завершуємо коротку розповiдь про цю незвичайну епоху з
усвiдомленням того, що саме зв’язок таємничого механiзму ге-
нiальних здогадок та вимушених крокiв, якi диктуються грою на-
шого розуму — логiкою, дає змогу пiзнавати навколишнiсть у всiй
її Красi й Гармонiї, а також, що створення невеликою кiлькiстю
молодих учених нової квантової теорiї, а фактично нової фiзи-
ки, за такий короткий час (1925–1928) є феноменом, який не має
прецеденту в iсторiї науки.



ГЛА ВА I

ОСНОВНI ПРИНЦИПИ КВАНТОВОЇ МЕХАНIКИ

§ 1. Опис стану у квантовiй механiцi

Для вивчення будь-якого фiзичного об’єкта необхiдно, як ка-
жуть, задати його стан, тобто задати певну сукупнiсть характер-
них величин. Вибiр цих величин ґрунтується на результатах до-
слiду, i вони дають змогу визначити всi iншi фiзичнi величини.
Завдання науки полягає в передбаченнi значень цих величин у до-
вiльний момент часу, якщо вони вiдомi в попереднiй момент часу.
Спiввiдношення, на основi яких визначають їхнi значення в на-
ступнi моменти часу, називають рiвняннями руху.

У класичнiй механiцi стан частинки задається в момент ча-
су t сукупнiстю узагальнених координат q та швидкостей q̇, а рiв-
няннями руху є рiвняння Лаґранжа. Можна задавати стан та-
кож узагальненими координатами q та узагальненими iмпульса-
ми p, рiвняннями руху для яких є канонiчнi рiвняння Гамiльтона.
Цi рiвняння, як i еквiвалентнi їм рiвняння Гамiльтона–Якобi, є на-
слiдком варiацiйного принципу найменшої дiї. Однак вихiдними
рiвняннями були рiвняння Ньютона, якi вiн сформулював понад
300 рокiв тому i якi своєю чергою побудованi на глибокому ана-
лiзi експериментальних фактiв та завдяки працям М.Коперника,
Ґ. Ґалiлея i Й.Кеплера.

У класичнiй електродинамiцi стан електромагнiтного поля за-
дається його силовими характеристиками — напруженостями еле-
ктричного E та магнiтного H полiв. Цi величини є функцiями
координат точки простору x, y, z та часу t. Таким чином, поле
задається в певний момент часу в усьому просторi. Можна стан
електромагнiтного поля задавати i 4-вектором (ϕ,A), де ϕ — ска-
лярний потенцiал поля, A — його векторний потенцiал, так що
E = −Ȧ/c−gradϕ, а H = rotA (крапкою позначена похiдна за ча-
сом, c— швидкiсть свiтла). Рiвняння руху електромагнiтного поля
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— це рiвняння Максвелла, якi своєю чергою є узагальненням екс-
периментальних фактiв, нагромаджених у дослiдах Ш.Кулона,
Г. K.Ерстеда, А.Ампера, М.Фарадея.

Стан ґравiтацiйного поля задається метричним тензором gik,
який визначає метрику простору, тобто визначає спосiб вимiрю-
вання довжин та кутiв, i є функцiєю 4-радiус-вектора (x0, x1, x2,
x3) — криволiнiйних координат, якi при вiдсутностi ґравiтацiї зво-
дяться до координат Мiнковського — (ct, x, y, z). Рiвняння руху
поля — це рiвняння Айнштайна–Гiльберта. Хоча цi рiвняння отри-
манi не як узагальнення експериментальних фактiв, а значною мi-
рою на iнтуїцiї (цим таємничим механiзмом установлення апрiор-
них законiв), однак у мiркуваннях, що привели до них, централь-
ну роль вiдiграв принцип еквiвалентностi iнертної та важкої мас
тiл, який експериментально запримiтив ще Ґ. Ґалiлей i який пiзнi-
ше встановлено дослiдами Х. Гюйґенса, I.Ньютона, Ф.-В.Бесселя,
Р. Етвеша.

Пiсля цього короткого перегляду класичних фiзичних теорiй
перейдiмо до визначення тих величин, якi описують стан у кван-
товiй механiцi. Iсторичний аспект виникнення квантової теорiї ми
висвiтлили у вступi. Тому подальший виклад будемо проводити
не в iсторичнiй, а в логiчнiй послiдовностi. Хоча далi не раз ще
вдамося i до iсторичних фактiв.

Звернiмось до експериментiв з дифракцiї електронiв, у яких
була пiдтверджена гiпотеза де Бройля про те, що з частинкою по-
в’язаний хвильовий процес iз довжиною хвилi λ = 2π~/p, p — iм-
пульс частинки. Пiзнiше ця iдея пiдтвердилась у дослiдах iз диф-
ракцiї нейтронiв. Були виконанi також експерименти з “поодино-
кими” електронами та “поодинокими” фотонами, тобто дослiди з
пучками електронiв та фотонiв дуже низької iнтенсивностi.

Перейдiмо до аналiзу цих експериментiв. Розгляньмо спроще-
ний варiант установки, на якiй будемо вивчати дифракцiю не на
реальнiй кристалiчнiй ґратцi, а на екранi з двома щiлинами. Про-
ходження електронiв крiзь двi щiлини є, мабуть, найзнаменитi-
шим уявним фiзичним експериментом, який майстерно викори-
став Р.Фейнман1 для демонстрацiї iдеї хвильових властивостей
частинок у своїх не менш знаменитих лекцiях з фiзики [12].

1За фундаментальний внесок у квантову електродинамiку, що має важ-
ливе значення для фiзики елементарних частинок, Р.Фейнмановi разом з
С. Томонаґою та Ю.Швiнґером присуджена Нобелiвська премiя за 1965 рiк.
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Отже, нехай ми маємо експериментальну установку, зображе-
ну на рис. 1, i “проведемо” на нiй три експерименти.

Рис. 1. Експериментальна установка для дослiдження розсiяння хвиль
i частинок на двох щiлинах (щiлини вважаємо однаковими).

Дослiд 1. Дитячий бiльярд. Спочатку розгляньмо експеримент
iз класичними частинками. Наприклад, це можуть бути кульки
дитячого бiльярда. Джерело “випромiнює” кульки, що проходять
через щiлину в екранi i реєструються детектором. Поставимо за-
питання: яка ймовiрнiсть того, що, вийшовши з джерела, частинка
потрапить у точку x на екранi з детектором.

Цiкаво провести експеримент спочатку при закритiй щiлинi 2.
Ми отримаємо ймовiрнiсть w1(x) (див. рис. 2) того, що частин-
ка проходить через щiлину 1 i потрапляє в точку x. Зрозумiло,
що максимальне значення w1(x) знаходиться навпроти щiлини 1.
Закриваємо тепер щiлину 1 i визначаємо ймовiрнiсть того, що,
вийшовши з джерела, частинка пройде через щiлину номер 2 i
потрапить у точку x — крива w2(x) на рис. 2. Тепер вiдкриваємо
обидвi щiлини i вимiрюємо за частотою потрапляння частинок у
точку x повну ймовiрнiсть w(x) того, що частинка, пройшовши
через першу або другу щiлини, потрапляє в детектор. Очевидно,
що

w(x) = w1(x) + w2(x),

тобто маємо класичний закон додавання ймовiрностей.
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Рис. 2. Експеримент iз розсiяння класичних частинок.

Дослiд 2. Хвилi на водi. Виконаймо тепер експеримент iз хви-
лями. Наприклад, це можуть бути хвилi на поверхнi води. Будемо
вимiрювати детектором iнтенсивнiсть хвиль, тобто квадрат амплi-
туди. Експеримент повторюємо в тiй же послiдовностi. Нехтуючи
дифракцiєю на краях щiлини, ми отримаємо для iнтенсивностi
хвиль криву I1 = |A1|2, де A1 — амплiтуда хвилi в точцi x, що
проходить через щiлину 1 при закритiй щiлинi 2 (див. рис. 3).

При закритiй щiлинi 1 очевидно отримаємо криву I2. Зовсiм iн-
ша ситуацiя виникає, коли обидвi щiлини вiдкритi. Згiдно з прин-
ципом Гюйґенса, коли хвильове збурення вiд джерела досягне щi-
лин, вони обидвi стають джерелами хвиль, i в точцi x на екранi
маємо накладання двох хвиль. Сумарна iнтенсивнiсть I залежить
вiд рiзницi фаз δ = δ1−δ2, з якими хвилi приходять вiд щiлини до
детектора. Для отримання сумарної iнтенсивностi потрiбно спо-
чатку додати амплiтуди A1 = |A1| exp(iδ1) та A2 = |A2| exp(iδ2) i
лише пiсля цього взяти квадрат модуля:

A = A1 +A2,

I = |A|2 = |A1 +A2|2 = |A1|2 + |A2|2 + 2|A1||A2| cos δ

= I1 + I2 + 2
√
I1I2 cos δ.

Отже, ми отримуємо iнтерференцiйну картинку, яка й зображена
на рис. 3.
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Рис. 3. Дифракцiя хвиль на двох щiлинах.

Дослiд 3. Дифракцiя електронiв. Тепер розглянемо експе-
римент з електронами, тобто обговоримо дослiди К.Девiссона,
Л.Джермера i Дж.П.Томсона (рис. 4). Iз джерела електрон по-
трапляє на екран зi щiлинами i, пiсля їх проходження, реєструє-
ться детектором. У першiй частинi нашого експерименту (закрита
щiлина 2) визначаємо за частотою потрапляння електрона в де-
тектор криву ймовiрностi w1 потрапляння електрона в точку x. У
другiй частинi при закритiй щiлинi 1 отримаємо криву w2. Тобто
ми одержимо такi ж двi кривi, як i в нашому першому дослiдi з
класичними частинками. Тепер вiдкриваємо обидвi щiлини i спо-
стерiгаємо за електроном. Логiчно припустити, що електрон як
цiле проходить через першу або другу щiлини. А це своєю чергою
тягне за собою класичний закон додавання ймовiрностей. Однак
результати експерименту повнiстю суперечать здоровому глуздо-
вi. Виявляється, що крива сумарної ймовiрностi w має iнтерфе-
ренцiйний характер, як зображено на рисунку.

Отже, електрон як частинка, що проходить щiлини як цiле
(пiвелектрона, як добре вiдомо з дослiду, нiхто не спостерiгав),
потрапляє в детектор у точцi x i реєструється ним. Пiсля цього
наступний електрон незалежно вiд попереднього (це i є дослiд з
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Рис. 4. Дифракцiя електронiв на двох щiлинах.

“поодинокими” електронами) проходить через систему двох щiлин
i фiксується детектором. Багатократне повторення цього приво-
дить до iнтерференцiйної картинки, аналогiчної до тiєї, яку отри-
мували для хвиль у дослiдi 2. Складається враження, що кожен
наступний електрон “знає”, у яку точку потрапив попереднiй, i
вибирає для себе точку x так, щоб утворилась iнтерференцiйна
крива. . .

Статистичний, тобто ймовiрнiсний, опис класичних частинок
у першому дослiдi є лише, так би мовити, нашою примхою, оскiль-
ки ми маємо у своєму розпорядженнi закони Ньютона, розв’язок
яких дає траєкторiю частинки, i щоразу (коли частинка вилiтає
з джерела) можна передбачити, в яку точку екрана вона потра-
пляє. Зовсiм iншу ситуацiю маємо для квантових частинок, тобто
для електронiв. Це означає, щонайменше, що електрон не пiдко-
ряється законам класичної механiки. Отже, для опису його стану
потрiбно шукати iншi характеристики, нiж, скажiмо, координату
та iмпульс, якими успiшно оперує класична механiка.

Оскiльки крива ймовiрностi потрапляння електронiв на екран
з детектором за своїми характеристиками фактично збiгається з
кривою iнтенсивностi хвиль, що iнтерферують, то це наводить
на думку використати для пiдрахунку ймовiрностей хвильовий
рецепт. Таким чином, для пояснення експерименту з електронами
ми змушенi ввести величину, подiбну до амплiтуди хвиль на водi,
i цим самим розширити саме поняття ймовiрностi. Отже, введемо,
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взагалi кажучи, комплексну величину ψ, яку назвемо амплiтудою
ймовiрностi, так що сама ймовiрнiсть

w = |ψ|2

— це i є трактування М.Борна фiзичного змiсту хвиль де Бройля.
У зв’язку з цим величину ψ називають також хвильовою функцi-
єю. Замiсть класичного закону додавання ймовiрностей уведемо
закон додавання амплiтуд iмовiрностей:

ψ = ψ1 + ψ2,

де ψ1 — амплiтуда ймовiрностi того, що електрон потрапляє в де-
тектор, проходячи щiлину 1, ψ2 — амплiтуда ймовiрностi того, що
електрон потрапляє в детектор через щiлину 2. Квадрат модуля
амплiтуди ψ дорiвнює

|ψ|2 = |ψ1|2 + |ψ2|2 + 2|ψ1||ψ2| cos δ,
де δ = δ1 − δ2 — рiзниця фаз амплiтуд iмовiрностей

ψ1 = |ψ1|eiδ1 ,

ψ2 = |ψ2|eiδ2 .
Таким чином, повну ймовiрнiсть w визначає квантовомеханiчний
закон додавання ймовiрностей

w = w1 +w2 + 2
√
w1w2 cos δ.

Саме цю iнтерференцiйну криву ми i спостерiгаємо на експери-
ментi.

Iнтерференцiйна картинка зникає, якщо вiдомо, крiзь який
отвiр проходять електрони. Iнакше кажучи, якщо ми зможемо
фiксувати, крiзь яку щiлину проходить кожен електрон, то iнтер-
ференцiї хвиль де Бройля немає i ми дiстаємо класичний закон
додавання ймовiрностей. Послiдовнi твердження однозначно при-
ведуть нас до вiдсутностi iнтерференцiйної картинки, якщо ми
приймемо, що електрон проходить крiзь певний отвiр. Тобто iн-
терференцiя вiдбувається лише тодi, коли ми вiдмовимось ставити
запитання: крiзь яку щiлину пройшов електрон. Лише в тому ра-
зi, коли ми надаємо електроновi можливiсть “вибрати” одночасно
два шляхи, отримаємо iнтерференцiю. Весь парадокс у цьому i є,
що електрон не розпадається на двi частини, на екранi електрон
фiксується як одне цiле — частинка, а крiзь отвори проходить
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як хвиля. У цьому полягає змiст твердження про корпускулярно-
хвильовий дуалiзм частинок мiкросвiту, з яким людський розум
змагається вiд початку виникнення квантової механiки, намагаю-
чись замiнити його на щось зрозумiлiше2. Отже, така характери-
стика частинки, як координата, виникає “на запит” експеримен-
татора, коли вiн ставить дослiд з локалiзацiї частинки, але при
цьому зникає iнтерференцiйна картинка. Тобто до цього експери-
менту частинка не мала певного значення координати. Фiзики, що
схильнi до фiлософських розмiрковувань, ставлять таке запита-
ння: чи означає це, що така величина, як координата електрона,
виникає лише завдяки його взаємодiї з приладом, який фiксує еле-
ктрон, чи електрон потенцiйно має цю властивiсть, а експеримент
лише уявнює її? У зв’язку з цим не так легко спростовувати твер-
дження про те, що закон додавання амплiтуд iмовiрностей є лише
незрозумiлим рецептом, за яким ми дослiджуємо Природу.

Ми щойно подали так звану копенгаґенську iнтерпретацiю, або
трактування, квантової механiки. Назва пiшла вiд того, що зна-
чною мiрою її творив Нiльс Бор, який працював у Копенгаґенi.
Великий внесок у творення цiєї iнтерпретацiї зробили i В. Гай-
зенберґ, М. Борн та iншi творцi квантової механiки, однак саме
Н. Бор з його авторитетом i здатнiстю переконувати був найбiль-
шим її прихильником i захисником.

“Господь Бог не грає в костi” — цей вислiв А.Айнштайна пе-
редає змiст так званої теорiї схованих параметрiв. Суть її поля-
гає в тому, що ймовiрнiсть у квантовiй механiцi є наслiдком того,
що нам не вдається врахувати всi незалежнi змiннi, якi описують
квантовомеханiчний об’єкт. Наприклад, термодинамiчнi величи-
ни, такi, як тиск, температура та iншi, є усередненими значен-
нями величин, що залежать вiд iмпульсiв та координат молекул,
так би мовити, схованих параметрiв, якi не можуть бути виявленi
термодинамiчними методами. Або якщо ще раз звернутись до на-
шого першого дослiду з розсiяння класичних частинок, то такими
схованими параметрами також є координати та iмпульси. Ми про-
сто замiнили точний причинний опис через рiвняння Ньютона на
ймовiрнiсний статистичний, не бажаючи розв’язувати цi рiвняння

2Це зачароване мiсце в квантовiй механiцi. I скiльки б ми не повертали-
ся до нього, щоб збагнути нашим класичним мисленням поведiнку частинок
мiкросвiту, нас завжди чекатиме невдача, як i гоголiвського героя, що на-
магався затанцювати в такому “обманному” мiсцi (М. В. Гоголь. ”Зачароване
мiсце” (1832 р.)).
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iз щораз iншими початковими умовами при вилiтаннi частинок iз
джерела та детально описувати профiль щiлин, на яких вiдбува-
ється розсiяння.

Отже, можливо, що iснують схованi класичнi параметри, яких
ми ще не можемо знайти i якi позбавлять нас необхiдностi оперу-
вати ймовiрнiсною iнтерпретацiєю хвильової функцiї. Однак жо-
ден дослiд до цього часу не виявив цих схованих параметрiв, не
виявлено також жодного експериментального факту, який би су-
перечив основам квантової механiки. Вiдповiдь Н. Бора на вислiв
А. Айнштайна в цьому контекстi вагома: “Не наша журба — при-
писувати Богу, як йому слiд керувати цим свiтом”.

Доведення вiдсутностi схованих параметрiв та внутрiшньої не-
суперечностi квантової механiки належить Йогановi фон Нейману
(1932 р.): введення схованих параметрiв неможливе без радикаль-
них змiн основ квантової механiки. Однак це доведення ґрунтує-
ться на припущеннi, що не дозволяє говорити про його задовiль-
ний рiвень строгостi3. Пiзнiше ми ще повернемось до детально-
го обговорення цього питання на основi так званих нерiвностей
Белла, виведених iз припущення iснування схованих параметрiв.
Квантовомеханiчнi рецепти розрахунку фiзичних величин супере-
чать цим нерiвностям, що вказує на внутрiшню несуперечливiсть
квантової механiки. На наш погляд, дифракцiя електронiв на кри-
сталах є прямим експериментальним доказом вiдсутностi схова-
них параметрiв. Якщо “пристрiй” зi схованих параметрiв визначає,
у яку точку на екранi потрапить частинка в нашому дифракцiй-
ному дослiдi, то звiдки вiн знає, чи закрили ми один з отворiв, чи
нi? Хоча вiдповiдь на запитання можна шукати в першiй версiї
теорiї схованих параметрiв, яку подав сам Луї де Бройль у 1925
роцi введенням поняття “хвилi-пiлота”, що зв’язана iз частинкою
i вiдповiдає за її рух. Пiзнiше цю iдею розвинув Д. Бом (1917–
1992). За такою iнтерпретацiєю квантової механiки, вимiрювання
координат частинки спотворює хвилю-пiлота в її оточеннi i тим
самим знищує iнформацiю про частинку. Особливiстю цiєї теорiї є
її нелокальнiсть — вимiрювання спотворює хвилю, яка з означен-
ня є нелокальною, хоча частинка може бути точно злокалiзована.
Слабкiстю такого пiдходу є те, що природа й механiзм зв’язку
частинки з її хвилею-пiлотом залишаються загадковими. А крiм

3На це ще в 1935 р. звернула увагу Ґрете Герман, що, однак, не бралося до
уваги аж до 1966 р., коли його детально дослiдив iрландський фiзик Джон
Белл. За його словами, це доведення є “смiшною помилкою фон Неймана”.
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того, частинка фактично є неспостережною, оскiльки експеримен-
татор не має до неї прямого доступу, завжди “наштовхуючись”
на хвилю-пiлота. Теорiя схованих параметрiв — це ще одна спро-
ба нашого мислення збагнути явища мiкросвiту через звичнi нам
поняття макроскопiчного рiвня з його класичним лапласiвським
детермiнiзмом (див. Вiдступ 1 наприкiнцi параграфа)4.

Поставимо собi питання, якi не прийнято ставити: а чому саме
ми спостерiгаємо такi подiї, а не iншi? Чому саме такий рецепт до-
слiдження цих подiй є в наших руках, а не iнший? Вiдповiдь на цi
питання можна шукати i в так званому антропному принципi, суть
якого можна сформулювати так: ми є свiдками цих подiй тому, що
iншi подiї вiдбуваються без свiдкiв. Спробуємо пояснити. Приро-
да запропонувала користуватись амплiтудою ймовiрностi з тим,
щоб пiдсилювати ефекти поодиноких атомних подiй за допомогою
iнтерференцiйного ефекту до рiвня, доступного “спостереженню”
великими макроскопiчними системами. Пiд “спостереженням” ми
розумiємо той необхiдний зв’язок мiж мiкросвiтом та макросвi-
том, що забезпечує життєдiяльнiсть великих систем, зокрема й
нас з вами. Можливо, в iнших Свiтах цього зв’язку немає, а тому
немає i таких спостерiгачiв, як ми з вами. Пiдкреслимо, що цей
iнтерференцiйний спосiб пiдсилення є найпростiшим i найеконом-
нiшим. Пiдсилення при iнтерференцiї вiдбувається без додаткових
витрат, лише внаслiдок перерозподiлу, наприклад, енерґiї, коли з
усього спектра її можливих значень енерґiя концентрується в пев-
нiй вузькiй дiлянцi з виразно збiльшеною спектральною густиною,
яка перевищує порiг чутливостi спостерiгача (див. рис. 5).

Те ж саме вiдбувається при iнтерференцiї хвиль де Бройля.
Природа й тут пiшла найпростiшим шляхом. Цiкаво, що цю ариф-
метику, яку Природа вибрала для пiдрахунку ймовiрностi в мiк-
росвiтi, вона використовує й в макросвiтi для обчислень довжин
суми векторних величин. Ми давно, ще зi шкiльних часiв, знаємо
“паралелограм сил” i чомусь менше дивуємось. Справдi, вираз для
квантовомеханiчного закону додавання ймовiрностей є нiчим iн-
шим, як теоремою косинусiв. Якщо ми маємо два вектори — a

4Тут напрошуються слова:
Ти, розуме-бистроуме,
Порви пута вiковiї,
Що скували думку людську!

(Iван Франко, 1880 р.)
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та b, то їх сумою є вектор c = a+ b, квадрат довжини якого

|c|2 = |a|2 + |b|2 + 2|a||b| cos(âb).

Чи це не нагадує квантовомеханiчний закон додавання ймовiрно-
стей? Якщо цi вектори є паралельними, тобто знаходяться “у фазi”
(для простоти нехай вектори мають однакову довжину |a| = |b|),
то квадрат довжини |c|2 = 4|a|2. Якщо вони у протифазi (антипа-
ралельнi), то квадрат довжини |c|2 = 0. Тобто ми маємо тут також
певний перерозподiл залежно вiд кута мiж a та b. Якщо цей кут є
випадковою величиною, то усереднення за ним дає |c|2 = |a|2+|b|2
й iнтерференцiя зникає. Аналогiя виразу для |c|2 з виразом для
|ψ|2 з дослiду 3 є, без сумнiву, повною. Тому часто амплiтуду ймо-
вiрностi ψ називають вектором стану.

Рис. 5. Ефект пiдсилення при iнтерференцiї. E0 — порiг чутливостi
спостерiгача; площi пiд кривими E1(ω) та E2(ω) однаковi.

Отже, саме цей спосiб для пiдрахунку ймовiрностей явищ мiк-
росвiту вибрала Природа. Використовуючи невеликий арсенал
можливостей, вона блискуче розв’язує питання “бухгалтерiї мiк-
росвiту”. Причому її не турбує те, що нам не вистачає уяви для
розумiння iнтерференцiї електрона, на шляху якого є двi щiлини.

Звернiмо увагу на те, що наш уявний експеримент демонструє
хвильовi властивостi частинок на мiкроскопiчних об’єктах. Ди-
фракцiя електронiв на макроскопiчних щiлинах, а не на криста-
лiчнiй ґратцi з її атомними масштабами довжин вимагає спецi-
альної демонстрацiї. Незвично й цiкаво спостерiгати прояв кван-
товомеханiчних закономiрностей наочно. Такi експерименти бу-
ли проведенi в 60-х роках XX ст. Вони пiдтвердили результати
розрахункiв, виконаних на основi рiвняння Шрединґера: як i для
свiтла, наявна дифракцiя Фраунгофера на двох щiлинах. Мiж iн-
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шим, цi розрахунки вперше виконав ще в 30-х роках XX ст. Вой-
цех Рубiнович, який працював у Львовi.

Обговорюючи дивну для нас квантову поведiнку частинок мi-
кросвiту, ми весь час пiдсвiдомо тримаємо в головi питання: а де
проходить межа мiж мiкрочастинками з їх хвильовими властиво-
стями та макротiлами з їх, звичною нам, поведiнкою. З виразу для
довжини хвилi де Бройля λ = 2π~/p випливає, що корпускулярнi
властивостi домiнують при великих значеннях iмпульсу p, тобто у
макротiл важко виявити хвильовi властивостi. Пiзнiше ми деталь-
но вивчимо умови, за яких квантовi рiвняння руху переходять у
класичнi. А тут зауважимо, що останнi дифракцiйнi експерименти
пiдтвердили хвильову природу таких великих об’єктiв як бiомо-
лекула C44H30N4 (тетрафенiлпорфирiн з вагою 614 а.о.м.), яка є
частиною багатьох складних бiомолекул i “обслуговує” центри за-
барвлення в хлорофiлi та гемоглобiнi. У молекули фулерену C60

з атомною вагою 720 а.о.м. i лiнiйними розмiрами ∼ 10 Å також
виявлено корпускулярно-хвильовий дуалiзм з довжиною хвилi де
Бройля λ ≃ 2.5 · 10−2 Å. Але рекордом на сьогоднi є встановлення
дебройлiвської iнтерференцiї флуорофулерену C60F48 з атомною
вагою 1632 а.о.м. 5 Видається, що вже в недалекому майбутньому
можна очiкувати експериментального виявлення хвильових вла-
стивостей такого утворення як вiрус. . .

Вiдступ 1. Детермiнiзм Лапласа.
Лапласiвський детермiнiзм насправдi не реалiзується, оскiльки вiн впи-

рається в таке поняття, як безмежнiсть: претензiя на стовiдсоткове перед-
бачення вимагає, щоб початковi умови були заданi з безмежною точнiстю.
Розгляньмо просте рекурентне рiвняння

xn+1 = 2xn,

яке описує детермiновану поведiнку деякої класичної системи. Розв’язок цьо-
го рiвняння

xN = 2Nx0,

x0 — початкове значення, N — кiлькiсть крокiв. Якщо задати x0 з точнiстю
до тисячної долi: x0 = 1.001 замiсть 1, то вже через N = 10 крокiв ми дi-
станемо не xN = 1024, а xN ≃ 1025. А якщо N є значно бiльшим, то наше
передбачення через те, що початкова умова задається з певною точнiстю, дає
зовсiм неточну iнформацiю. Крiм того, слiд пам’ятати, що початкових умов
для передбачення поведiнки Всесвiту практично є безлiч i їх необхiдно знати
в певний момент часу. Цей простий приклад iлюструє iлюзорнiсть класичного
лапласiвського детермiнiзму.

5L. Hackermüller, S. Uttenthaler, K. Hornberger, E. Reiger, B. Brezger, A. Zei-
linger, M. Arndt, Phys. Rev. Lett. 91, 090408 (2003).
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Вiдступ 2.
Щодо iнтерференцiї, то її можна не тiльки спостерiгати вiзуально на по-

верхнi води, про що мова йшла в дослiдi 2, але й чути при дзвонi кришталевих
келихiв. Келих не лише дзвенить, вiн також спiває (явище биття) — це є не
що iнше, як явище iнтерференцiї.

Прямий стосунок до питань, якi ми обговорюємо тут, має також зада-
ча про траєкторiю блукань п’янички. Якщо п’яничка має крок ai (нехай за
довжиною всi кроки однаковi), то за напрямком вони є цiлком випадковими,
отже, середнє 〈ai〉 = 0. Середня квадратична вiдстань для N крокiв дорiвнює

L2 = 〈
(

N∑

j=1

aj

)2

〉 =
N∑

i=1

N∑

j=1

〈aiaj〉.

Унаслiдок того, що кроки зовсiм не скорельованi (центральна нервова система
зайнята внутрiшнiми проблемами), то 〈aiaj〉 = 〈ai〉〈aj〉 = 0, для i 6= j, а
для i = j: 〈aiaj〉 = 〈a2

i 〉 = a2. Отже, iнтерференцiя також зникає. Таким
чином, лiнiйна вiдстань L = N1/2a. Очевидно, що для тверезої людини, коли
всi ai “знаходяться у фазi”, L = Na. У загальному випадку можна покласти
L = Nδa, де δ — показник тверезостi, причому очевидно 1/2 ≤ δ ≤ 1. Цей
метод визначення ступеня сп’янiння за вимiрюванням показника δ можна
запропонувати автоiнспекцiї.

Таким же виразом визначається лiнiйний розмiр глобулярних бiлкових
молекул L = Nδa, де L — вiдстань мiж кiнцями молекулярного ланцюга,
що згортається в глобулу, a — довжина однiєї ланки, N — кiлькiсть ланок.
А взагалi, такого типу проблеми є предметом дослiдження теорiї так званих
фрактальних структур.

§ 2. Хвильова функцiя

Перейдiмо до узагальнення експериментальних фактiв, якi
обговорено в попередньому параграфi. Центральну роль, як ми
бачили, вiдiграє поняття амплiтуди ймовiрностi, або хвильової
функцiї. Концепцiя хвильових функцiй є фундаментальною кон-
цепцiєю. Вона пояснює експеримент незалежно вiд наших фiло-
софських турбот щодо нездатностi людини картинно уявити подiї
в мiкросвiтi.

Спираючись на результати дослiдiв, сформулюємо перший i
основний постулат квантової механiки.

Постулат. Стан у квантовiй механiцi задається хвильовою фун-
кцiєю ψ.

Як уже зазначалось, хвильова функцiя, взагалi кажучи, ком-
плексна величина, є неперервною й однозначною функцiєю ко-
ординат та часу. Нагадаємо, що час вiдiграє в нерелятивiстськiй
теорiї роль параметра.
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В одновимiрному випадку хвильова функцiя ψ залежить вiд
просторової змiнної x та часу t. Величина |ψ(x, t)|2dx дорiвнює
ймовiрностi знаходження частинки в околi точки x у момент часу
t (М.Борн, 1926 р.). Якщо проiнтеґрувати цю величину за всiма
можливими значеннями x, ми отримаємо одиницю, тобто частин-
ка десь знаходиться в просторi:

∫
|ψ(x, t)|2dx = 1.

Ця рiвнiсть має назву умови нормування хвильової функцiї. Якщо
iнтеґрал не iснує, то |ψ(x, t)|2 не має змiсту густини ймовiрностi.
Однак величина |ψ(x1, t)|2/|ψ(x2, t)|2 має змiст вiдносної ймовiр-
ностi перебування частинки в точках x1 та x2.

Рiвнозначним термiновi “хвильова функцiя” є термiн “амплi-
туда ймовiрностi”, або просто “амплiтуда стану”, що вiдбиває фi-
зичний змiст величини ψ. З уваги на те, що закон додавання ам-
плiтуд збiгається iз законом додавання векторiв, величину ψ на-
зивають також вектором стану.

Якщо частинка рухається у тривимiрному просторi, то хви-
льова функцiя в декартових координатах залежить вiд x, y, z,
а величина |ψ(x, y, z; t)|2 є густиною ймовiрностi перебування
частинки в околi точки (x, y, z). Умова нормування має вигляд:

∫ ∫

V

∫
|ψ(x, y, z; t)|2dx dy dz = 1,

де iнтеґрування вiдбувається по всьому об’єму V , у якому ру-
хається частинка. Ми також будемо використовувати скороченi
позначення:

ψ(r, t) = ψ(x, y, z; t),

де радiус-вектор r = (x, y, z); умову нормування в цих позначе-
ннях запишемо так:

∫
|ψ(r, t)|2dr = 1,

∫
dr =

∫ ∫

V

∫
dx dy dz.

44



Замiсть декартових координат можна використовувати будь-
якi iншi, що однозначно задають положення частинки. Розгля-
немо, наприклад, сферичнi координати. Якщо у хвильовiй фун-
кцiї ψ(x, y, z; t) замiнити декартовi координати (x, y, z) на сфери-
чнi (r, θ, ϕ), згiдно з вiдомими формулами переходу

x = r cosϕ sin θ,

y = r sinϕ sin θ,

z = r cos θ,

де r — довжина радiус-вектора, що визначає положення частин-
ки, θ — широтний або полярний кут, ϕ — азимутальний кут, то
отримуємо хвильову функцiю ψ(r, θ, ϕ; t) (залишаємо для неї те
ж позначення), квадрат модуля якої разом з якобiаном переходу
r2 sin θ до сферичних координат дорiвнює ймовiрностi

|ψ(r, θ, ϕ)|2r2 sin θ dr dθ dϕ
перебування частинки в околi точки (r, θ, ϕ). Умова нормування:

∫
dr

∫
dθ

∫
dϕ r2 sin θ|ψ(r, θ, ϕ)|2 = 1,

тобто хвильову функцiю нормуємо з вагою. Отже, хвильовою
функцiєю, квадрат модуля якої дорiвнює вiдповiднiй густинi ймо-
вiрностi, є не ψ(r, θ, ϕ; t), а ψ(r, θ, ϕ; t)

√
r2 sin θ.

У загальному випадку будемо вважати, що хвильова функцiя
залежить вiд узагальнених координат q1, q2, . . . , qs, де s — число
ступенiв вiльностi, i введемо скороченi позначення:

q ≡ (q1, q2, . . . , qs),

∫
dq ≡

∫
dq1

∫
dq2 . . .

∫
dqs × (якобiан),

ψ(q, t) ≡ ψ(q1, q2, . . . , qs; t).

Пiсля замiни декартових координат на узагальненi хвильова фун-
кцiя нормується з якобiаном переходу. Надалi, однак, ми будемо
розумiти пiд |ψ(q, t)|2 dq вiдповiдну ймовiрнiсть, тобто квадрат мо-
дуля вихiдної хвильової функцiї, помножений на якобiан переходу.
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Отже, якщо перехiд вiд декартових координат до iнших iде з яко-
бiаном переходу, то “справжньою” хвильовою функцiєю ψ(q, t) є
вихiдна функцiя iз замiною декартових координат r на узагаль-
ненi q, помножена на корiнь квадратний з якобiана переходу.

Перейдемо до встановлення вигляду хвильової функцiї вiль-
ної частинки. Заради простоти розглянемо спочатку одновимiр-
ний випадок. Для вiльної частинки, тобто для частинки, що ру-
хається в просторi без впливу зовнiшнiх силових полiв, усi точки
простору є рiвноймовiрними:

|ψ|2 = const,

а сама хвильова функцiя

ψ = Ceiδ,

C — дiйсна додатна величина, δ — фаза. Нехай частинка перебуває
в станi спокою на початку координат iнерцiальної системи вiдлiку
K, як зображено на рис. 6.

Рис. 6. Стан частинки в рiзних iнерцiальних системах вiдлiку.

Згiдно з гiпотезою де Бройля, з частинкою пов’язаний колив-
ний процес, частота якого вiдповiдає формулi Планка:

ω = E0/~, E0 = mc2

— енерґiя спокою частинки. Цим коливанням вiдповiдає фаза

δ = δ0 − ωt,

46



δ0 — деяка початкова фаза, а знак “мiнус” вибраний тут з мiрку-
вань зручностi. Отже, хвильова функцiя

ψ = Ce−iωt+iδ0 .

Розглянемо тепер iншу iнерцiальну систему вiдлiку K ′, що ру-
хається зi сталою швидкiстю v уздовж осi x в напрямку, протиле-
жному до напрямку цiєї осi (див. рис. 6). З погляду спостерiгача
в системi K ′, частинка рухається уздовж x′ зi швидкiстю v. Зна-
йдемо вигляд хвильової функцiї частинки в системi K ′, викори-
стовуючи перетворення Лоренца:

t =
t′ − x′v/c2√
1− v2/c2

.

Таким чином, фаза

δ = δ0 −
mc2

~
t = δ0 −

E

~
t′ +

p

~
x′,

де

E =
mc2√

1− v2/c2
, p =

mv√
1− v2/c2

— енерґiя та iмпульс частинки у штрихованiй системi вiдлiку.
У цiй системi вiдлiку хвильова функцiя

ψ′ = C ′ exp

(
−iE

~
t′ + i

p

~
x′
)
, C ′ = C exp(iδ0).

Узагальнюючи цей результат на тривимiрний випадок та опуска-
ючи штрихи, отримаємо хвильову функцiю

ψ = C exp

(
−iE

~
t+ i

pr

~

)
,

яка описує вiльну частинку з енерґiєю E та iмпульсом p. Це i є
хвиля де Бройля. Її називають ще плоскою хвилею. Назва по-
ходить вiд того, що рiвняння для сталої в певний момент часу
фази pr = const є рiвнянням площини. Сталу величину C зна-
ходимо з умови нормування. До цього питання ми повернемось
пiзнiше. При виведеннi цiєї формули ми фактично використали
умову iнварiантностi скалярного добутку xµpµ = Et−pr, де xµ —
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координати простору Мiнковського, а pµ = (E/c, −p) — 4-вектор
енерґiї–iмпульсу частинки.

Питання про фазу хвильової функцiї є цiкавим i тонким. Для
того, щоб привернути увагу до нього, наведемо декiлька прикла-
дiв фiзичних явищ, якi яскраво iлюструють дiю основного по-
стулату квантової механiки саме через фазу хвильової функцiї.

Приклад 1. Ефект Ааронова–Бома6. Повернiмось до експери-
ментальної установки з дифракцiї електронiв на двох щiлинах.
Уведемо в установку безмежно тонкий соленоїд, магнiтнi сило-
вi лiнiї якого напрямленi перпендикулярно до площини рисунка
(див. рис. 7).

Рис. 7. Зсув iнтерференцiйної картинки в ефектi Ааронова–Бома.

У реальному експериментi ми маємо справу з умовою, що дi-
аметр соленоїда є значно меншим, нiж вiдстань мiж щiлинами.
Таким чином, iмовiрнiсть перетину електроном силової лiнiї ду-
же мала. Отже, безпосередня дiя напруженостi магнiтного поля
H на електрон вiдсутня. Розгляньмо, як змiниться фаза хвильо-
вої функцiї електрона при наявностi поля. Як вiдомо з класичної
електродинамiки, включення магнiтного поля враховується замi-
ною iмпульсу частинки p на p− eA/c, де e — заряд частинки, A
— векторний потенцiал поля. Це приведе до змiни фази хвильової

6Y. Aharonov, D. Bohm. Significance of electromagnetic potentials in quantum
theory // Phys. Rev. 115, 485–491 (1959).
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функцiї:

pr

~
→ pr

~
− e

~c

∫
A dr;

тут узято до уваги, що A є функцiєю координат. Отже, ми отри-
маємо додаткову рiзницю фаз

∆δ =


− e

~c

∫

(1)

A dr


−


− e

~c

∫

(2)

A dr


 =

e

~c

∮
A dr,

яка визначається iнтеґралом за замкненим контуром шляхiв (1)
та (2) або за теоремою Стокса

∆δ =
e

~c

∫∫
H dS =

e

~c
Φ,

де Φ — магнiтний потiк через поверхню, що охоплена цим конту-
ром, dS — елемент цiєї поверхнi. Отже, iнтерференцiйна картинка
зсувається i

w = w1 + w2 + 2
√
w1w2 cos

(
δ +

eΦ

~c

)
,

на рис. 7 вона подана промодульованою картинкою вiд однiєї щi-
лини.

Висновки, якi можна зробити: по-перше, фаза хвильовоїфунк-
цiї є величиною, що вимiрюється, а по-друге, виявляється, що
квантова механiка виводить векторний потенцiал A з ролi допо-
мiжної величини в один ряд зi спостережувальними величинами
— напруженостями електромагнiтного поля.

Приклад 2.Квантування магнiтного потоку(Ф.Лондон, 1952 р.)
Захоплений надпровiдником магнiтний потiк (див. рис. 8) змiнює
фазу хвильової функцiї куперiвських електронних пар, якi вiдпо-
вiдають за надпровiднiсть (див. попереднiй приклад):

∆δ =
e∗Φ
~c

,

e∗ = 2e — заряд пари.
Однозначнiсть хвильової функцiї при повному обходi по штри-

хованому контуру вимагає, щоб змiна фази була кратною до 2π:
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∆δ = 2πn, n = 0, 1, 2, . . . . Звiдси випливає, що магнiтний потiк
квантується:

Φ = Φ0n/2, n = 0, 1, 2, . . . ,

Φ0 = 2π~c/e

— елементарний квант магнiтного потоку, який був експеримен-
тально вiдкритий у 1961 роцi.

Рис. 8. Квантування магнiтного потоку (H — напруженiсть зовнiшньо-
го магнiтного поля).

Приклад 3. Монополь Дiрака. П.А.М.Дiрак, припустивши
iснування елементарного магнiтного заряду величини µ, пока-
зав, що вiн квантується. Справдi, за теоремою Остроградського–
Ґаусса, потiк ∫∫

H dS = 4πµ.

З iншого боку, при повному обходi навколо лiнiї (струни Дiрака),
уздовж якої розташований соленоїд, змiна фази

∆δ =
e

~c
4πµ

хвильової функцiї електрона повинна бути, внаслiдок її однозна-
чностi, кратною до 2π:

e

~c
4πµ = 2πn, n = 0, 1, 2, . . . ,
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або

µ = µ0n,

де квант елементарного магнiтного заряду (монополь)

µ0 = e/2α,

α = e2/~c ≃ 1/137 — стала тонкої структури. Експериментально
монополя до цього часу не виявлено.

Приклад 4. Квантування вихрових лiнiй у надплинному 4He.
Надплинний гелiй, як i надпровiдник, можна, внаслiдок силь-
ної скорельованостi атомiв, описувати макроскопiчною хвильовою
функцiєю. Надплинний гелiй-4 є прикладом iдеальної рiдини, для
якої має силу теорема Гельмгольца про збереження вихрового ру-
ху ω = rotv/2, v — швидкiсть рiдини в точцi r. З умови одно-
значностi хвильової функцiї її фаза m

∫
v dr/~, (m — маса атома

4He) при обходi по вихровiй лiнiї є кратною до 2π:

m

~

∫
v dr = 2πn, n = 0, 1, 2, . . . .

Отже, циркуляцiя швидкостi квантується, а елементарний квант:
∫

v dr = 2

∫∫
ω dS =

2π~

m
,

dS — елемент поверхнi, що охоплена вихровою лiнiєю. Звiдси
випливає, що для кругового руху мiнiмальний радiус вихрового
кiльця a = (~/mω)1/2, ω — вихрова швидкiсть.

Приклад 5. Ефект Джозефсона. (Б.Д.Джозефсон, 1962 р.) Вi-
зьмемо два куски надпровiдника i з’єднаємо їх через тонкий шар
iзолятора, створюючи тунельний бар’єр (див. рис. 9).

Фази хвильових функцiй спарених електронiв (куперiвських
пар) δ1 та δ2 “утворюються” разом зi створенням надпровiдникiв.
Вирiвнювання фаз унаслiдок тунельного ефекту викликає тунель-
ний струм:

J = J0 sin δ, δ = δ1 − δ2.

Якщо до контакту прикласти рiзницю потенцiалiв V , то фа-
за хвильової функцiї змiнюється. У класичнiй електродинамiцi
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Рис. 9. Ефект Джозефсона.

включення поля зi скалярним потенцiалом ϕ враховують замiною
E → E − e∗ϕ, i вiдповiдно до цього фаза

E

~
t → E

~
t− e∗

~

∫
ϕdt, e∗ = 2e.

Для сталої рiзницi потенцiалiв V = ϕ1 − ϕ2 “набiгає” фаза
(−e∗V t/~), а тунельний струм

J = J0 sin

(
δ − e∗V

~
t

)

— нестацiонарний ефект Джозефсона7. Отже, бар’єр може ґенеру-
вати випромiнювання з частотою ω = 2eV/~. Прецизiйнi вимiрю-
вання частоти та рiзницi потенцiалiв дали змогу визначити фун-
даментальну константу e/~ з точнiстю, яка привела до узгодже-
ння теоретичних розрахункiв й експериментальних вимiрювань
лембiвського зсуву енерґетичних рiвнiв атома водню з точнiстю
до одинадцяти значущих цифр.

Приклад 6. Тотожнi частинки. Тотожнi частинки за однакових
умов у всiх випадках поводяться однаково. Тому при перестановцi
цих частинок мiсцями ми не повиннi помiтити рiзницi:

|ψ(x1, x2)|2 = |ψ(x2, x1)|2,
7Б. Д.Джозефсон зробив своє вiдкриття як студент-дипломник у Кембрi-

джi (Нобелiвська премiя 1973 р. спiльно з Л.Есакi та I.Живером — за дослi-
дження тунельних ефектiв у твердих тiлах).
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x1, x2 — координати частинок. Ця умова значно слабша, нiж умова
однозначностi хвильової функцiї. Тут ми маємо дещо iншу ситу-
ацiю, нiж у попереднiх прикладах, коли при обходi по певному
шляху ми повертали частинку у вихiдну точку: тут ми перестав-
ляємо частинки. Отже, хвильова функцiя з переставленими ча-
стинками може вiдрiзнятись вiд вихiдної фазовим множником:

ψ(x1, x2) → ψ(x2, x1) = eiδψ(x1, x2).

Повторна перестановка повертає все на свої мiсця:

ψ(x2, x1) → ψ(x1, x2) = eiδψ(x2, x1) = e2iδψ(x1, x2).

З однозначностi хвильової функцiї знаходимо, що 2δ = 2πn,
n = 0, 1, 2, . . . або δ = πn. Таким чином, фазовий множник до-
рiвнює (+1) для парних n i (−1) для непарних n:

ψ(x2, x1) = ±ψ(x1, x2).
Симетрична хвильова функцiя описує бозе-частинки (бозони), а
антисиметрична — фермi-частинки (фермiони). Цей “невинний”
знак “±”, що не змiнює квадрата модуля хвильової функцiї, “тя-
гне” за собою глибокi наслiдки: властивостi бозонiв i фермiонiв
радикально вiдрiзняються. Яскравим прикладом цього є рiдкий
4He, який складається з бозе-частинок, та рiдкий 3He, атоми якого
є фермi-частинками. Черговий раз переконуємось, що фундамен-
тальною величиною є хвильова функцiя, а не квадрат її модуля.

На завершення цього параграфа обговоримо питання про зни-
кнення iнтерференцiйної картини для електронiв, якщо за ними
спостерiгати або, iнакше кажучи, визначати, через яку щiлину
проходить електрон. При вимiрюваннi положення електрона, ска-
жiмо, за допомогою фотонiв бiля щiлини 1 у дослiдi 3 початкова
фаза збивається i виникає випадкова фаза θ, яка залежить вiд
конкретного акту взаємодiї електрона з фотоном (навiть iз “мiкро-
хвильовим” фотоном, що має незначний за атомними масштабами
iмпульс):

ψ1 → eiθψ1.

У результатi iнтерференцiйний доданок у квантовомеханiчному
законi додавання ймовiрностей “самоусереднюється” за цiєю ви-
падковою фазою:

1

2π

∫ 2π

0
cos(δ + θ) dθ = 0.
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Отже, iнтерференцiя зникає внаслiдок багатократного наклада-
ння амплiтуд iз випадковими фазами, зникає i будь-яка мiстика
щодо впливу спостережень на поведiнку електронiв.

§ 3. Принцип суперпозицiї

Закон додавання амплiтуд iмовiрностей є частковим випадком
загального квантовомеханiчного принципу суперпозицiї:

Якщо квантовий об’єкт може перебувати у станах з хвильови-
ми функцiями ψ1, ψ2, . . . , ψn, . . ., то вiн може перебувати i в станi
з хвильовою функцiєю

ψ = C1ψ1 + C2ψ2 + . . .+ Cnψn + . . . ,

C1, C2, . . . — комплекснi числа.

Це основний принцип квантової механiки. Зробимо до нього
декiлька зауважень у виглядi тверджень.

1◦. Кiлькiсть членiв у виразi для ψ може бути як скiнченною,
так i необмеженою.

2◦. Якщо iндекси, що нумерують стани, вiдрiзняються один вiд
одного безмежно мало, то замiсть суми будемо мати iнте-
ґрал:

ψ =

∫
Cfψf df.

3◦. Якщо функцiї ψ1, ψ2, . . . задовольняють деякi рiвняння, то
i ψ задовольняє цi рiвняння. Звiдси випливає важливий на-
слiдок принципу суперпозицiї: всi рiвняння, яким задоволь-
няють хвильовi функцiї у квантовiй механiцi, є лiнiйними
рiвняннями.

4◦. Коефiцiєнти C1, C2, . . . дають “вагу” станiв ψ1, ψ2, . . . в
повному станi ψ, тобто визначають мiру їх участi у форму-
ваннi ψ. Для ортонормованих функцiй ψ1, ψ2, . . . величина
|Cn|2 дорiвнює ймовiрностi реалiзацiї стану ψn, причому пов-
на ймовiрнiсть

∑

n≥1

|Cn|2 = 1.
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5◦. Якщо хвильову функцiю домножити на довiльне комплексне
число, яке не дорiвнює нулевi, то нова хвильова функцiя
буде описувати той самий стан.

Таким чином, суть квантовомеханiчного принципу суперпози-
цiї полягає в тому, що квантова система з можливих станiв оби-
рає не “той або той” стан, а всi зразу, тобто “i той, i той”. Така
квантовомеханiчна логiка “i–i” радикально вiдмiнна вiд класичної
арiстотелiвської логiки “або–або”8.

Найкраще проiлюструвати дiю принципу суперпозицiї на кон-
кретних прикладах.

Приклад 1. Хвильовий пакет. Питання про хвильовий пакет,
тобто про просторове утворення, що складається з набору хвиль
де Бройля, виникло з намагань надати класичної наочностi фiзи-
чному трактуванню хвильової функцiї.

Розгляньмо групу хвиль де Бройля з близькими значеннями
iмпульсiв p = ~k бiля значення p0 = ~k0. Нас цiкавитиме однови-
мiрний випадок, причому будемо вважати, що хвильовий вектор k
змiнюється неперервно в промiжку: k0−∆/2 ≤ k ≤ k0+∆/2, ∆ ≪

8Вона спiвзвучна так званому постмодернiстському трактуванню дiяльно-
стi людини, явищ та подiй з характерними для постмодернiзму мiждисци-
плiнарнiстю й визнанням рiвноправностi всiх можливих складових. Цiкаво
навести ще деякi паралелi до квантовомеханiчної логiки “i–i” з iнших сфер
дiяльностi людини, що, можливо, пiдштовхне читачiв до дискусiї.

Одним iз засадничих постулатiв громадянського суспiльства з його нена-
сильницькими принципами своєї органiзацiї є гасло, що немає “гiршого” чи
“лiпшого”, а є “iнше” (наприклад, немає малої чи великої нацiї — є iнша),
тобто рiвноприйнятним є i одне, i друге. Культура Сходу не є гiршою, нiж
захiдноєвропейська культура чи культура Заходу, вона є iншою. Тут логiка
“або–або” приводить, як демонструє iсторiя, до малих i великих трагедiй як
однiєї людини, так i спiльноти.

Формула “i–i” є також у фундаментi християнської релiгiї щодо сутностi
Христа як Боголюдини. Непротиставлення антиномiй (як протирiччя мiж
двома судженнями, що однаково доводяться засобами класичної логiки), а
їх накладання, тобто iнтерференцiя, уможливлює виникнення чогось якiсно
нового.

Можливо, що механiзми нашого мозку, якi запускають iнтуїтивно-образне
або евристично-логiчне мислення, що i є причиною так званої проблеми двох
культур, можуть творити в особливо обдарованiй людинi i суперпозицiйний
образно-логiчний стан мислення. Читач сам наведе яскравi приклади людей
iз цим переплетенням двох культур, творчiсть яких зґенерувала щось зовсiм
нове, що не розкладається на складовi, а є iнтерференцiйним ефектом.
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k0. Суперпозицiйний стан iз хвильовою функцiєю

ψ(x, t) =

∫ k0+∆/2

k0−∆/2
dk Cke

i(kx−ωkt)

будемо називати хвильовим пакетом. Не фiксуючи явно зале-
жнiсть частоти ωk вiд хвильового вектора k i з огляду на нерiв-
нiсть ∆ ≪ k0, скористаємось розкладом:

ωk = ωk0 +

(
dωk

dk

)

k=k0

(k − k0) + . . . .

Для коефiцiєнтiв Ck приймемо, що вони слабо залежать вiд k бiля
значення k = k0: Ck ≃ Ck0 . У результатi отримуємо

ψ(x, t) ≃ Ck0e
i(k0x−ωk0

t)

×
∫ k0+∆/2

k0−∆/2
exp {i(k − k0)x− iv(k − k0)t} dk

= Ck0e
i(k0x−ωk0

t) 2 sin
[
(x− vt) ∆

2

]

(x− vt)
.

Тут уведено позначення

v =

(
dωk

dk

)

k=k0

.

З умови нормування
∫ ∞

−∞
|ψ(x, t)|2dx = 1

знаходимо

∫ ∞

−∞
|Ck0 |2

4 sin2
[
(x− vt) ∆

2

]

(x− vt)2
dx

= 4|Ck0 |2
∆

2

∫ ∞

−∞

sin2 y

y2
dy = |Ck0 |22π∆ = 1.
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Отже, стала нормування

Ck0 =
1√
2π∆

.

Остаточно хвильовий пакет

ψ(x, t) =

√
2

π∆
ei(k0x−ωk0

t) sin
[
(x− vt) ∆

2

]

(x− vt)
.

Графiк функцiї |ψ(x, t)|2 зображений на рис. 10.

Рис. 10. Хвильовий пакет.

Отже, ймовiрнiсть перебування частинки, що описується хви-
льовим пакетом, є найбiльшою в околi його центра

x− vt = 0.

У зв’язку з цим були спроби трактувати хвильовий пакет як
розподiл густини, наприклад, електрона у просторi за законом
|ψ(x, t)|2. Справдi, центр хвильового пакета пересувається у про-
сторi з груповою швидкiстю v = (dωk/dk)k=k0 . Для вiльної час-
тинки

E =
p2

2m
=

~2k2

2m
, ωk =

~k2

2m
,
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v =

(
dωk

dk

)

k=k0

=
~k0
m

=
p0
m
.

Отже, групова швидкiсть хвиль де Бройля збiгається зi швидкi-
стю частинки.

Таким чином, центр хвильового пакета рухається рiвномiрно
за класичним законом зi швидкiстю, що дорiвнює класичнiй швид-
костi частинки:

x =
p0
m
t.

Здавалось би, можна говорити, що частинка є утворенням з групи
хвиль де Бройля i цим надати фiзичного змiсту хвильовiй функцiї.
Однак такий “наочний” опис стану частинки хвильовим пакетом
виявляється неадекватним у квантовiй механiцi. Хвильовий пакет,
як буде показано пiзнiше на основi точних рiвнянь, розпливається
з часом. Це зрозумiло, тому що хвилi де Бройля мають дисперсiю:
фазова швидкiсть дорiвнює ω/k i залежить вiд довжини хвилi λ =
2π/k. Тут ми не вловили цього “розпливання” внаслiдок розкладiв
величин ωk та Ck. Зауважимо, мiж iншим, що електромагнiтнi
хвилi у вакуумi дисперсiї не мають.

Розпливання хвильових пакетiв можна “вхопити”, якщо фор-
мувати їх з точним виразом для частоти ωk = ~k2/2m (для вiльної
частинки) i з необмеженим промiжком змiни хвильового вектора
k, але зi швидкоспадаючими коефiцiєнтами Ck при великих вiд-
хиленнях k вiд значення k0:

Ck = Ce−(k−k0)2/4∆2
,

C — стала нормування, а ∆, як i в попередньому випадку, вста-
новлює промiжок актуальних значень хвильових векторiв бiля k0,
тобто тих, якi визначають головний внесок в iнтеґрали за k. Отже,
тепер

ψ(x, t) = C

∞∫

−∞

dk e−(k−k0)2/4∆2
eikx−i~k2t/2m.

Зробiмо замiну змiнної iнтеґрування q = k − k0 i пiсля простих
перетворень отримаємо:
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ψ(x, t) = Ceik0x−i~k20t/2m

×
∞∫

−∞

dq exp

[
−q2

(
1

4∆2
+
i~t

2m

)
+ iq

(
x− ~k0t

m

)]
.

Iнтеґрування виконуємо з використанням вiдомого iнтеґрала Пу-
ассона:

∞∫

−∞

dx e−ax2+bx =

√
π

a
eb

2/4a, Re a > 0.

У результатi

ψ(x, t) = Ceipx/~−iEt/~

√
4π∆2

1 + i2~∆2t/m

× exp

[
− ∆2(x− vt)2

1 + i2~∆2t/m

]
,

де p = ~k0, E = ~2k20/2m, v = p/m. Використаймо тригономе-
тричну форму для комплексної величини в передекспонентному
множнику,

1 + i2~∆2t/m = eiϕ
√

1 + (2~∆2t/m)2,

ϕ = arctg
(
2~∆2t/m

)
,

а в показнику експоненти чисельник i знаменник помножмо на
величину комплексно спряжену до знаменника i знайдемо, що

ψ(x, t) = Ceipx/~−iEt/~

√
4π∆2

[4∆2〈(∆x)2〉]1/4 e
i(α−ϕ/2)

× e−(x−vt)2/4〈(∆x)2〉,

де

α =
2~∆4t(x− vt)2

m

[
1 +

(
2~∆2t
m

)2] ,
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а середньоквадратичне вiдхилення

〈(∆x)2〉 = 1

4∆2

[
1 +

(
2~∆2t

m

)2
]
.

З умови нормування, знову використовуючи iнтеґрал Пуассона,
знаходимо сталу

C =
1

(2π)3/4∆1/2

i остаточно хвильовий пакет

ψ(x, t) = eipx/~−iEt/~ei(α−ϕ/2) e
−(x−vt)2/4〈(∆x)2〉

[2π〈(∆x)2〉]1/4 .

Густина ймовiрностi |ψ(x, t)|2 має вигляд ґауссiвської кривої зi
середньоквадратичним вiдхиленням 〈(∆x)2〉, а центр хвильового
пакета, як i в попередньому прикладi, пересувається зi швидкiстю
v. Однак тепер пакет розпливається, як це видно з формули для
〈(∆x)2〉. Якщо в нiй покласти t = 0, то матимемо середньоквадра-
тичне вiдхилення в початковий момент часу

〈(∆x)2〉0 = 1/4∆2

i ширину пакета
√
〈(∆x)2〉0 = 1/2∆.

Ширина хвильового пакета в будь-який момент часу t дорiвнює

√
〈(∆x)2〉 =

√
〈(∆x)2〉0 +

~2t2

4m2〈(∆x)2〉0

i, як бачимо, при великих t збiльшується з часом лiнiйно. Отже,
наш пакет розпливається з часом зi швидкiстю ~/2m

√
〈(∆x)2〉0,

t→ ∞.
Наприклад, якщо електрон у момент часу t = 0 локалiзувати в

областi
√

〈(∆x)2〉0 ∼ 1 Å, то через одну секунду вiн “розпливеться”
на область з лiнiйними розмiрами ∼ 1000км! Це розвiює будь-якi
нашi iлюзiї щодо трактування хвильового пакета як частинки.
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Нарештi зауважимо, що взагалi хвильовим пакетом називають
добуток плоскої хвилi на функцiю ϕ(x, t), яка в певний момент
часу локалiзована у просторi:

ψ(x, t) = e−(i/~)Et+(i/~)pxϕ(x, t).

Приклад 2. Молекулярний йон водню H+
2 . Ця система склада-

ється з двох протонiв, мiж якими рухається електрон (рис. 11).

Рис. 11. Молекулярний йон водню.

Нехай ψ1 — це хвильова функцiя електрона на протонi 1 при
вiдсутностi протона 2, а E0 — його енерґiя. На протонi 2, коли вiд-
сутнiй протон 1, вiдповiдно маємо хвильову функцiю ψ2 й енерґiю,
очевидно, також E0. Коли ми запускаємо в гру обидва протони,
то електрон реалiзує суперпозицiйний стан

ψ = C1ψ1 + C2ψ2.

З умов симетрiї випливає, що

|C1|2 = |C2|2,
а з умови нормування

|C1|2 + |C2|2 = 1.

Iз цих рiвнянь, обмежуючись дiйсними розв’язками, знаходимо

C1 =
1√
2
, C2 = ± 1√

2
.

Решта розв’язкiв, вiдповiдно до пункту 5◦ зауважень до принципу
суперпозицiї, описують той самий стан. Таким чином, ми отримає-
мо два розв’язки:

ψI =
1√
2
(ψ1 + ψ2),
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ψII =
1√
2
(ψ1 − ψ2).

Якщо Ω — частота “перескокiв” електрона мiж протонами, то
виявляється, що вiдповiднi значення енерґiї (див. рис. 12)

EI = E0 − ~Ω,

EII = E0 + ~Ω.

Величину A = ~Ω називають обмiнною енерґiєю.

Рис. 12. Енерґетичнi рiвнi H+
2 .

Реалiзується стан з мiнiмальною енерґiєю, тобто стан iз симе-
тричною хвильовою функцiєю ψI. У цьому станi маємо молеку-
лярний йон водню. З умов симетрiї випливає, що посерединi мiж
протонами ψ1 = ψ2. У цiй точцi ψI =

√
2ψ1, i ймовiрнiсть перебу-

вання електрона в нiй |ψI|2 = 2|ψ1|2 є максимальною. Отже, еле-
ктрон у станi ψI знаходиться переважно мiж протонами й екранує
їхнi заряди. У результатi протони, хоч i слабо, але притягуються,
утворюючи зв’язаний стан H+

2 з виграшем енерґiї величиною A. У
станi ψII для точки, що лежить посерединi мiж протонами, маємо
ψII = 0. Це означає, що електрон здебiльшого перебуває поза цiєю
дiлянкою простору, тобто ймовiрнiсть знаходження електрона в
цiй точцi дорiвнює нулевi. Отже, мiж протонами немає екрану-
ючого заряду, кулонiвське вiдштовхування розводить їх i робить
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систему нестабiльною. У цьому станi програємо в енерґiї на вели-
чину A. Маємо зв’язок мiж принципом суперпозицiї та принципом
мiнiмальностi енерґiї при утвореннi стабiльних систем.

Як приклад систем з двома станами в теорiї сильних взаємодiй
наведемо обмiн π-мезонами мiж нуклонами, що приводить до зв’я-
заного стану нуклонiв у ядрi, а також обмiн ґлюонами мiж квар-
ками, який приводить до зв’язаного стану й утворення адронiв.

Приклад 3. Етилен. Розглянемо молекулу етилену C2H4, у якiй
атоми вуглецю зв’язанi подвiйним зв’язком (див. рис. 13).

Рис. 13. Молекула C2H4.

Один iз подвiйних зв’язкiв, так званий π-зв’язок, є “рухливим”,
на ньому є два електрони з протилежно напрямленими спiнами.
Саме цей зв’язок ми й вiзьмемо до уваги. Iнший, σ-зв’язок, що
сильно зв’язує електрони, тут, з погляду принципу суперпозицiї,
нас не цiкавитиме. Ми також не будемо брати до уваги ефекти
мiжелектронної взаємодiї. Якщо на π-зв’язок помiстити один еле-
ктрон, то вiн може розташуватись або бiля першого атома вугле-
цю з хвильовою функцiєю ψ1, або бiля другого з хвильовою фун-
кцiєю ψ2. Насправдi електрон реалiзує обидвi можливостi одноча-
сно, тобто вiн поводить себе, як всюдивстигаючий герой комедiї
Карло Ґольдонi, а не як нерiшучий “осел Буридана”9. Отже, як i
в Прикладi 2, маємо суперпозицiйну хвильову функцiю, для якої
отримаємо два розв’язки ψI та ψII з енерґiями EI та EII. I в цьому
випадку реалiзується суперпозицiйний стан, коли на енерґетичний

9“Осел Буридана” — оповiдання, що приписують французькому фiлосо-
фовi i природодослiдниковi Жановi Буридану (1300–1357), про осла, який,
перебуваючи посерединi мiж двома однаковими оберемками сiна, прирече-
ний на голодну смерть, оскiльки внаслiдок рiвноймовiрних можливостей вiн,
керуючись класичною логiкою “або–або”, не може зробити будь-який вибiр.
Протилежну “квантову” поведiнку “i–i” демонструє Труфальдiно з Берґама
— веселий герой знаменитої комедiї “Слуга двом панам” iталiйського драма-
турга Карло Ґольдонi (1707–1793).
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рiвень EI = E0 −A “сiдають” два електрони з протилежними спi-
нами. Тут E0 — енерґiя, що вiдповiдає станам ψ1, ψ2; A = ~Ω, Ω
— частота перескокiв електрона мiж атомами вуглецю.

Приклад 4. Маса частинки в нерелятивiстськiй квантовiй ме-
ханiцi. У нерелятивiстськiй квантовiй механiцi не iснує станiв,
якi є суперпозицiєю станiв частинок з рiзними масами (теоре-
ма В.Барґмана, 1954 р.). Справдi, згiдно з принципом вiдносно-
стi Ґалiлея, закони фiзики у всiх iнерцiальних системах вiдлiку є
однаковими. Це означає, що хвильовi функцiї в системах вiдлiку
K та K ′ (K ′ рухається щодо K зi швидкiстю v) можуть вiдрiзня-
тись хiба що фазовим множником. Для вiльного руху частинки
масою m маємо:

ψ = C exp

(
− i

~
Et+

i

~
pr

)
,

ψ′ = C exp

(
− i

~
E′t′ +

i

~
p′r′

)
,

нештрихованi величини належать до системи K, штрихованi — до
K ′. Вони пов’язанi перетвореннями Ґалiлея

t = t′, r = r′ + vt′

i вiдповiдними перетвореннями для iмпульсу та енерґiї:

p = p′ +mv,

E = E′ + vp′ +
mv2

2
.

Легко показати, що

ψ = eiδψ′,

де фаза

δ =
mv

2~
(r+ r′).

Якщо ми маємо лiнiйну суперпозицiю станiв частинок iз рiзними
масами m1 та m2 в системi вiдлiку K,

ψ = C1ψ1 + C2ψ2,
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то в системi вiдлiку K ′

ψ′ = C1e
iδ1ψ1

′ + C2e
iδ2ψ2

′,

iндекси у величин δ1 та δ2 позначають рiзнi маси у виразi для δ.
Отже, ψ та ψ′ вiдрiзнятимуться лише фазовим множником за умо-
ви, що m1 = m2; якщо ж m1 6= m2, то ψ та ψ′ — фiзично рiзнi ста-
ни, а це суперечить принциповi вiдносностi Ґалiлея. Таким чином,
маса частинки в нерелятивiстськiй теорiї — величина фiксована.

У релятивiстськiй теорiї така суперпозицiя можлива тому, що
величина pµxµ = Et − pr = inv є скалярним добутком 4-векторiв
координати та iмпульсу i при перетвореннях Лоренца є iнварiан-
тою. Отже, при переходi вiд K до K ′ функцiя ψ = ψ′ без додатко-
вої фази. Як приклад такої суперпозицiї можна навести систему
K0 таK0 мезонiв, якi є суперпозицiйним станомK0

L таK0
S мезонiв,

що мають рiзнi маси (∆m ≃ 3.6 · 10−6 eV). Приклад цiкавий тим,
що в розпадах довгоживучого K0

L мезона на π++π− та π0+π0 ме-
зони (2π-канал) маємо єдиний поки що спостережуваний випадок
порушення CP -iнварiантностi. Другий приклад — це осциляцiя
сонячних нейтрино: кiлькiсть нейтрино, що реєструється на Зем-
лi, становить приблизно 1/3 вiд того, що вимагає теорiя циклiв
ядерних реакцiй на Сонцi. Припускається, що стани нейтрино —
це суперпозицiйнi стани електронного нейтрино νe, мюонного ней-
трино νµ та тау-нейтрино ντ i на шляху вiд Сонця (особливо в його
надрах) до Землi вiдбуваються взаємнi перетворення нейтрино за
умови, що їхнi маси спокою не дорiвнюють нулевi10. Прилад реє-

10Наявнiсть маси у нейтрино частково розв’язує вiдому проблему темної
речовини Всесвiту. Сучаснi спостереження аномалiй у поведiнцi зiр i гала-
ктик дозволяють зробити висновок про iснування у Всесвiтi темної матерiї
(речовини, невидимої в електромагнiтних променях) i “розмазаної” по всьому
простору темної енерґiї, частина якої породжена квантовими флюктуацiями
речовини. Кiлькiсть цiєї схованої матерiї в декiлька разiв перевищує видиму
речовину. Претендентами на роль невидимих частинок є гiпотетичнi слабков-
заємодiючi масивнi частинки, так званi вiмпи i супервiмпи (назва походить
вiд абревiатури WIMP — weakly interacting massive particle). Тут цiкаво на-
вести паралель iз тим, як у 40-х роках XIX ст. французький астроном Урбен
Левер’є прийшов до висновку, що аномальна поведiнка планети Уран зумов-
лена iснуванням невидимого масивного об’єкта, який збурює орбiту Урана —
так було вiдкрито планету Нептун.

Щодо темної енергiї, на яку, з огляду на її мализну, не може претендувати
космологiчний член в рiвняннях загальної теорiї вiдносностi, то, можливо, її,
насправдi, i немає потреби вводити взагалi, а натомiсть “вiдпустити” гравiта-
цiйну сталу i дати їй можливiсть змiнюватись у просторi i часi, пiдкоривши
її деяким рiвнянням так, щоб пояснити спостережуванi явища. Це, очевидно,
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струє один тип нейтрино, наприклад, νe.
У 1998 роцi питання нейтринних осциляцiй знайшло, здається,

вiдповiдь в експериментi групи японських i американських фiзи-
кiв з реєстрацiї нейтрино, народжених в атмосферi Землi. Iдея
експерименту проста. Якщо нейтрино народжуються рiвномiрно
по всiй поверхнi атмосфери, то народженi “над головою” експе-
риментатора проходять коротший шлях до детектора на поверхнi
Землi, нiж тi, що приходять з будь-якого iншого напрямку. Най-
бiльший шлях проходять нейтрино, народженi з другого боку Зем-
лi “пiд ногами” експериментатора. Звiдси випливає, що якщо є такi
осциляцiї, то повинна спостерiгатись кутова залежнiсть кiлькостi
зареєстрованих нейтрино. Саме це i виявив експеримент.

Приклад 5. Перехiд до класичної механiки. Розглянемо рух
частинки з точки 1 до точки 2 (див. рис. 14).

Згiдно з принципом суперпозицiї, амплiтуда ймовiрностi по-
трапляння частинки з точки 1 у точку 2

K(2, 1) ∼
∑(

амплiтуда ймовiрностi переходу

по певнiй траєкторiї q = q(t)

)
.

Тут пiдсумовування вiдбувається за всiма траєкторiями, що спо-
лучають точку 1 з точкою 2. Виявляється, що амплiтуда пере-
ходу по певнiй траєкторiї ∼ eiS/~, де S =

∫ 2
1 Ldt — класична дiя.

Це вперше зауважив П.А.М.Дiрак, а остаточно встановив та роз-
винув цю iдею P.Фейнман. Отже, частинка потрапляє з точки 1
до точки 2, випробовуючи всi можливi траєкторiї, — це той самий
рецепт, що ми мали для пiдрахунку ймовiрностей при дифракцiї
електрона на двох щiлинах.

Чому ж у класичнiй механiцi частинка рухається по однiй тра-
єкторiї? Ми ж це знаємо i щодня спостерiгаємо вiзуально! Уся тон-
кiсть полягає в тому, що стала Планка ~ ∼ 10−27 г · см2/сек, а дiя
у класичнiй механiцi S ∼ 1 г · см2/сек, тобто S/~ ∼ 1027 — це дуже
велике число, фактично ми маємо справу з прикладом “фiзичної
безмежностi”, S/~ → ∞. Тому функцiя eiS/~ є швидко осцилюю-
чою функцiєю при переходi вiд однiєї траєкторiї до iншої, причому

означає вiдмову вiд застосовностi загальної теорiї вiдносностi на великих ко-
смологiчних вiдстанях. Такий пiдхiд передбачає малi поправки до загальної
теорiї вiдносностi, але такi, що можна виявити експериментально i в межах
Сонячної системи.
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Рис. 14. Можливi траєкторiї руху частинки.

траєкторiя q̃ = q+δq, що є безмежно близькою до траєкторiї q, дає
лише змiну знака eiδS/~ амплiтуди. У результатi, внески сусiднiх
траєкторiй у K(2, 1) взаємно “гасяться”. Є лише одна траєкторiя,
що визначається з умови δS = 0, сусiди якої не дають цiєї змi-
ни знака саме тому, що δS = 0. Умова δS = 0 є не що iнше, як
варiацiйний принцип найменшої дiї, з якого випливають класичнi
рiвняння руху частинки та її оптимальна траєкторiя. Таким чи-
ном, маємо зв’язок принципу суперпозицiї та принципу найменшої
дiї. Мабуть, цi принципи самi собою є наслiдками глибшої симетрiї
Всесвiту.

Приклад 6. Полярони, екситони, магнони. Розглянемо рух еле-
ктрона в йонному кристалi (наприклад, NaCl). Нехай ψn — хви-
льова функцiя електрона на йонi з номером n. Реалiзується су-
перпозицiйний стан електрона

ψ = C1ψ1 + C2ψ2 + · · ·+ Cnψn + · · · ,
тобто електрон колективiзується йонами. Така квазiчастинка, еле-
ктрон плюс поляризована ним кристалiчна ґратка, називається
“полярон”.

Нехай у молекулярному кристалi (типу O2) збуджена молеку-
ла пiд номером n, стан якої описується хвильовою функцiєю ψn.
Унаслiдок диполь–дипольної взаємодiї це збудження мандрує по
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кристалу, стан якого описується також суперпозицiйною функцi-
єю, записаною вище. Такий збуджений стан кристала називають
екситоном.

Основний стан феромагнiтного кристала вiдповiдає орiєнтацiї
в одному напрямку власних магнiтних моментiв атомiв. Якщо на
n-тому атомi перевернути магнiтний момент i описувати такий
збуджений стан кристала хвильовою функцiєю ψn, то реалiзує-
ться стан ψ, що є лiнiйною суперпозицiєю станiв ψ1, ψ2, . . . . Цей
суперпозицiйний стан ψ описує поширення перевороту магнiтного
моменту з назвою “магнон”.

Приклад 7. Явище биття. Цiкаво розглянути часову зале-
жнiсть iмовiрностi перебування частинки в тому чи iншому станi,
мiж якими можливi переходи — квантовомеханiчне явище биття.
Прикладом є молекула амiаку NH3, яка має форму пiрамiди. Азот
у нiй може знаходитись з одного або з iншого боку площини ато-
мiв водню (з усiх можливих станiв молекули нас цiкавлять саме
цi). Внаслiдок цього енерґiя може набувати два значення: E0 −A
та E0 + A, де A — обмiнна енерґiя. Причому амплiтуди C1, C2

ймовiрностей того, що азот перебуває вiдповiдно у станах ψ1, ψ2,
залежать вiд часу суперпозицiйно,

C1 =
1

2
e−

i
~
(E0−A)t +

1

2
e−

i
~
(E0+A)t,

C2 =
1

2
e−

i
~
(E0−A)t − 1

2
e−

i
~
(E0+A)t,

а самi ймовiрностi

|C1|2 = cos2Ωt,

|C2|2 = sin2Ωt,

де Ω = A/~ — частота “перетiкання” ймовiрностi зi стану ψ1 у стан
ψ2. Якщо в момент часу t = 0 атом азоту є у станi ψ1, то через
час T = π/(2Ω) вiн “пробереться” у стан ψ2.

Такi ж перетворення вiдбуваються в системах K0- та K0-ме-
зонiв; це також стосується проблеми сонячних нейтрино — при-
клади, якi ми розглянули вище.

Цiкаво навести приклад явища биття з класичної фiзики, а са-
ме, з музичної акустики. Скрипкова група iнструментiв має добре
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вiдомий недолiк — так званий “вовчий тон”. Тобто є одна нота в iн-
струмента (високої якостi), якiй важко надати тривале стiйке зву-
чання: вона стрибком змiнюється за тембром то до низьких, то до
високих гармонiк. Виявляється, що на цiй “вовчiй нотi” основний
тон коливань струни майже збiгається з резонансною частотою
корпусу. Енерґiя при цьому з частотою биття переходить вiд стру-
ни до корпусу (струна звучить тодi на другiй гармонiцi — оскiльки
смичок рухається) i навпаки. Це явище експериментально дослi-
див iндiйський фiзик Ч.Раман (1918 р.), спостерiгаючи одночасно
коливання струни та корпусу11.

§ 4. Парадокси квантової механiки

Велику роль у пiзнаннi мiкросвiту мали дискусiї мiж учени-
ми, якi створили квантову теорiю або вiдiграли важливу роль у
її розвитку. Кожен iз цих великих людей так i не досягнув того
“добротного” розумiння квантової механiки, на яке нас штовхає
повсякденний досвiд. Вони по-рiзному висловлювали своє незадо-
волення та здивування з приводу того, якої форми врештi-решт
набула квантова механiка. Цi дискусiї породжували рiзнi парадо-
кси. Для iлюстрацiї атмосфери, у якiй велись дискусiї, наведемо
тут лише три з багатьох парадоксiв.

Парадокс iз котом Шрединґера. Парадокс, який запропону-
вав Е.Шрединґер, полягає ось у чому. Всерединi скриньки, стiнки
якої не пропускають нi свiтла, нi звуку, знаходиться кiт. У скринь-
цi є отвiр, що може бути вiдкритий на час, необхiдний для пропу-
скання одного фотона. На шляху фотона в скриньцi є напiвпосрi-
блене дзеркало, що з iмовiрнiстю 1/2 вiдбиває фотон i з iмовiрнi-
стю 1/2 пропускає його. Якщо фотон проходить крiзь дзеркало,
то вiн приводить у дiю пристрiй (рушниця, ампула з синильною
кислотою, . . . ), який позбавляє бiдолашного кота життя. Якщо
фотон вiдбивається вiд дзеркала, то нiчого не вiдбувається. Вва-
жається, що фотон перебуває в суперпозицiйному станi: “пройшов
крiзь дзеркало” та “вiдбився вiд дзеркала”. Вiдповiдно до цього i
кiт перебуває в суперпозицiйному станi — мiж живим та мертвим,

11Ч.Раман, як вiдомо, у 1930 роцi отримав Нобелiвську премiю за вiдкриття
явища комбiнацiйного розсiювання свiтла.
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тобто маємо живомертвого кота:

|стан кота〉 = 1√
2
{|живий кiт〉+ |мертвий кiт〉} ,

де замiсть ψ ми ввели дужки | 〉, що позначають амплiтуду ста-
ну. Суть парадокса полягає в тому, що пiсля потрапляння фотона
в скриньку стан кота є недетермiнованим, тобто таким, що прин-
ципово не має певного значення (живомертвий кiт). Виходить,
що опис ситуацiї залежить вiд того, вiдкрили ми скриньку, щоб
побачити стан кота, чи не вiдкривали її. Насправдi, недетермiно-
ванiсть i зникає саме в момент взаємодiї фотона з пристроєм.

Парадокс де Бройля. У Парижi знаходиться закрита скринь-
ка. У нiй є одна частинка, яка дзеркально вiдбивається вiд стi-
нок. У скриньку вставляється перегородка також iз дзеркально
вiдбиваючими стiнками, яка дiлить її на двi рiвнi скриньки, що
вiдокремлюються. Одну з них вiдправляють до Львова, а другу
залишають у Парижi. У якiй зi скриньок знаходиться частинка,
повнiстю не детермiновано: це не означає, що частинка десь є, а
нам просто невiдомо де. Це означає, що не iснує певного мiсця пе-
ребування частинки, тобто немає сенсу запитувати, де ж все-таки
вона є. У Львовi ставиться експеримент з виявлення частинки.
Парадокс полягає в тому, що результат експерименту у Львовi
миттєво впливає на ситуацiю в Парижi, тобто детермiнованiсть
миттєво поширюється до Парижа (безвiдносно до того, чи є про
це iнформацiя в Парижi, чи її там немає).

Якщо аналiзувати цю ситуацiю з позицiї класичної фiзики, то
частинка десь знаходиться, але нам невiдомо де саме. Тобто стан
частинки є детермiнований i вiдкривання скриньки лише iнфор-
мує нас про те, чи є вона у Львовi, чи немає. Квантова механiка
стверджує повну недетермiнованiсть стану частинки.

Парадокс Айнштайна–Подольського–Розена. З метою довести,
що квантова механiка дає неповний опис фiзичних систем, А. Айн-
штайн, Б. Подольський i Н. Розен 1935 року опублiкували статтю,
в якiй запропонували ситуацiю, подiбну до парадокса де Бройля.
Зауважимо, що парадокс Шрединґера з його живомертвим ко-
том був реакцiєю на цю статтю. Отже, нехай маємо двi частинки,
вiдстань мiж якими дорiвнює сталiй величинi x0, а їхнiй повний
iмпульс дорiвнює p. Величина x0 може мати будь-яке значення.
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Таку систему частинок тепер називають EPR-парою (абревiатура
походить вiд перших лiтер прiзвищ в англiйськiй мовi авторiв па-
радокса). Суть парадокса полягає в тому, що, вимiрюючи iмпульс
однiєї з частинок, ми моментально знаємо в той самий момент
значення iмпульсу другої частинки, “не торкаючись її”, якою ве-
ликою не була б вiдстань мiж ними x0. Таким чином, iнформацiя
поширюється зi швидкiстю бiльшою, нiж швидкiсть свiтла (має-
мо суттєву нелокальнiсть квантової теорiї), i вимiр величини для
однiєї з частинок впливає на детермiнованiсть вiдповiдних вели-
чин iнших частинок. Крiм того, стверджують, що вимiрювання
координати та iмпульсу, наприклад першої частинки, дає змогу
отримати певнi значення координати та iмпульсу другої частинки,
не вимiрюючи їх безпосередньо. Тобто цi величини iснують одно-
часно, а це заборонено принципом невизначеностей Гайзенберґа.
Ми ще не раз будемо повертатись до цього EPR-парадокса, де-
тальне вивчення якого врештi-решт привело до експерименталь-
ної реалiзацiї так званої квантової телепортацiї.

§ 5. Хвильова функцiя вiльної частинки

На основi гiпотези де Бройля ми встановили, що хвильовою
функцiєю вiльної частинки є плоска хвиля. У цьому параграфi
ми докладно вивчимо умови нормування плоских хвиль та їхнi
властивостi. Розгляд будемо вести як для обмеженого об’єму про-
стору, так i для необмеженого об’єму простору, у якому рухається
частинка.

Почнемо з одновимiрного випадку, коли

ψ(x, t) = Cei(kx−ωt),

де хвильовий вектор k та частота ω пов’язанi з iмпульсом та енер-
ґiєю частинки:

k = p/~, ω = E/~.

В одновимiрному випадку величину k точнiше було б називати
хвильовим числом, а не хвильовим вектором, але сподiваємось,
що це не буде приводити до непорозумiнь.
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Розглядаємо нерелятивiстський випадок, коли енерґiя вiльної
частинки

E =
p2

2m
.

Оскiльки частинка вiльна, то енерґiя та iмпульс зберiгаються i
мають певнi значення p = const, E = const. Координата частинки
x повнiстю невизначена: всi положення є рiвноймовiрними,

|ψ(x, t)|2 = |C|2 = const.

Розiб’ємо простiр, у якому рухається частинка, на рiвнi об’єми
(скриньки) величиною L, i нехай рух частинки в дiлянцi −L/2 ≤
x ≤ L/2 повторюється у всiх решта дiлянках (див. рис. 15).

Рис. 15. Розбиття простору на скриньки об’ємом L.

Тобто, якщо частинка переходить у сусiдню дiлянку, то вона
поводиться так само, як i в попереднiй. Це означає, що ми накла-
даємо на хвильову функцiю граничнi умови перiодичностi

ψ(x, t) = ψ(x+ L, t).

Ми накладаємо цю умову лише для зручностi математичного опи-
су. Хоча, взагалi кажучи, i насправдi частинка рухається в де-
якому обмеженому об’ємi простору, який є значно бiльшим, нiж
характернi атомнi масштаби, наприклад, це лабораторiя, у якiй
проводять дослiди. Нас цiкавлять властивостi частинки як такої,
а не її властивостi, пов’язанi з поверхневими ефектами, тобто на-
явнiстю стiн у лабораторiї. Тому невизначена величина об’єму L
повинна бути достатньо великою, щоб забезпечити її “фiзичну без-
межнiсть”. При таких розрахунках ми завжди маємо на увазi, що
L → ∞. Зрозумiло, що пiд час обчислення, наприклад, перерiзiв
розсiяння частинок чи будь-якої iншої спостережувальної величи-
ни довжина L повинна випасти з остаточних формул. Зауважимо,
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що ми не можемо замiнити граничних умов перiодичностi на умо-
ви ψ(0) = ψ(L) = 0 — це iнша задача: частинка, яка рухається
в потенцiальнiй ямi з безмежно високими стiнками, i отже, вона
вже не є вiльною.

З граничної умови перiодичностi з урахуванням явного вигля-
ду хвильової функцiї знаходимо:

eikx = eik(x+L), або eikL = 1,

отже,

kL = 2πn, n = 0, ±1, ±2, . . . .

Таким чином, iмпульс й енерґiя квантуються:

k =
2π

L
n, p = ~k =

2π~

L
n, E =

2π2~2

mL2
n2.

Умова нормування
∫ +L/2

−L/2
|ψ(x, t)|2dx = 1

дає

|C|2L = 1, C =
1√
L
eiα,

де α — довiльний фазовий множник. Хвильова функцiя визначає-
ться з точнiстю до довiльного фазового множника, який не впли-
ває на фiзичнi висновки — ця неоднозначнiсть є принциповою, i
її не можна усунути. Отже, оскiльки α не входить в остаточнi
результати, тому покладемо α = 0.

Таким чином, нормована хвильова функцiя вiльної частинки

ψ(x, t) ≡ ψk(x, t) =
1√
L
ei(kx−ωt),

де k вказує значення iмпульсу (iндекс стану).
У тривимiрному випадку об’єм перiодичностi вибираємо у

формi паралелепiпеда з ребрами L1, L2, L3 вздовж осей x, y, z
та величиною

V = L1L2L3.
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Хвильова функцiя

ψk(r, t) =
1√
L1
ei(k1x−ω1t) 1√

L2
ei(k2y−ω2t) 1√

L3
ei(k3z−ω3t),

хвильовий вектор

k = ik1 + jk2 + kk3,

причому компоненти

kj =
2π

Lj
nj, nj = 0, ±1, ±2, . . . , j = 1, 2, 3,

iмпульс p = ~k, а частоти ωj = ~kj
2/2m. Таким чином, нормована

хвильова функцiя вiльної частинки, що рухається в об’ємi V

ψk(r, t) =
1√
V
ei(kr−ωt),

ω =
~

2m
(k21 + k22 + k23) =

p2

2m

/
~.

Переходимо до вивчення властивостей плоских хвиль. Надалi
розглядаємо стацiонарний випадок, опускаючи часовий множник:

ψk(r) =
1√
V
eikr.

Розглянемо iнтеґрал
∫ L/2

−L/2
ψ∗
k′(x)ψk(x)dx =

1

L

∫ L/2

−L/2
e−ik′x+ikxdx

=
1

L

ei(k−k′)L/2 − e−i(k−k′)L/2

i(k − k′)

= e−iπ(n−n′) e
2iπ(n−n′) − 1

2iπ(n − n′)
=





0, n 6= n′,

1, n = n′.

Отже,
∫ L/2

−L/2
ψ∗
k′(x)ψk(x)dx = δk′,k,
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де δk′,k — символ Кронекера. Узагальнення на тривимiрний випа-
док очевидне: ∫

ψ∗
k′(r)ψk(r) dr = δk,k′ ,

δk,k′ = δk1,k′1δk2,k′2δk3,k′3 .

З теорiї рядiв Фур’є добре вiдомо, що система функцiй
{. . . , ψk(x), . . .} є повною (або замкненою). Це означає, що до-
вiльну функцiю можна зобразити рядом:

ψ(x) =
∑

k

Ckψk(x) =

+∞∑

n=−∞
Ck

1√
L
eikx,

k =
2π

L
n.

Знайдемо коефiцiєнти розкладу Ck через ψ(x):
∫
ψ∗
k′(x)ψ(x)dx =

∑

k

Ck

∫
ψ∗
k′(x)ψk(x)dx =

∑

k

Ckδk,k′ = Ck′ .

Таким чином,

Ck′ =

∫
ψ∗
k′(x)ψ(x)dx.

Змiст Ck: згiдно з принципом суперпозицiї, |Ck|2 дорiвнює ймо-
вiрностi того, що частинка має iмпульс p = ~k. Отже, Ck дорiвнює
хвильовiй функцiї частинки, яка має своїм арґументом можливi
значення iмпульсу ~k. Ця хвильова функцiя еквiвалентна ψ(x).

Нехай ψ(x) — хвильова функцiя вiльної частинки з iмпульсом
p0 = ~k0

ψ(x) = ψk0(x),

Ck =

∫
ψ∗
k(x)ψk0(x)dx = δk,k0 ,

|Ck|2 = δk,k0 =





0, k = k0,

1, k 6= k0
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— тобто, як i повинно бути, для вiльної частинки ймовiрнiсть мати
iмпульс ~k дорiвнює одиницi для k = k0 i дорiвнює нулевi для всiх
решти значень k.

Функцiї Ck повиннi задовольняти умову нормування
∑

k

|Ck|2 = 1.

Перевiримо:

1 =
∑

k

C∗
kCk =

∑

k

∫
ψk(x)ψ

∗(x)dx
∫
ψ∗
k(x

′)ψ(x′)dx′

=

∫
dx

∫
dx′ψ∗(x)ψ(x′)

∑

k

ψ∗
k(x

′)ψk(x),

тут

∑

k

ψ∗
k(x

′)ψk(x) =
1

L

+∞∑

n=−∞
e(2πi/L)n(x−x′) = δ(x− x′)

— дельта-функцiя Дiрака.
За означенням δ-функцiї

∫ b

a
f(x)δ(x − x′)dx = f(x′), a < x′ < b.

Тому, продовжуючи рiвнiсть, маємо

∑

k

|Ck|2 =
∫
dx

∫
dx′ψ∗(x)ψ(x′)δ(x − x′) =

∫
dx|ψ(x)|2 = 1.

Отже, умова нормування задовольняється.
Покажемо тепер, що ми справдi маємо справу з δ-функцiєю:

δ(x) =
1

L

+∞∑

n=−∞
e(2πi/L)nx

=
1

L
lim

N→∞

{
N∑

n=0

e(2πi/L)nx +

N∑

n=0

e(−2πi/L)nx − 1

}
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= lim
N→∞

1

L

{
1− e(2πi/L)(N+1)x

1− e(2πi/L)x
+ к. с.− 1

}

=
1

L
lim

N→∞
sin[(π/L)(2N + 1)x]

sin[(π/L)x]
.

Далi, якщо f(x) — “хороша” функцiя12, то
∫ b

−a
f(x)

1

L
lim

N→∞
sin[(π/L)(2N + 1)x]

sin[(π/L)x]
dx

= lim
N→∞

∫ b

−a
f(x)

1

L

sin[(π/L)(2N + 1)x]

sin[(π/L)x]
dx

=
{

йде замiна (π/L)(2N + 1)x = ξ
}

= lim
N→∞

(π/L)(2N+1)b∫

−(π/L)(2N+1)a

f

(
ξ

L

π(2N + 1)

)
sin ξ

π sin[ξ/(2N + 1)]

dξ

(2N + 1)

= f(0)

∫ +∞

−∞

sin ξ

πξ
dξ = f(0),

тому що
∫ +∞

−∞

sin ξ

πξ
dξ = 1.

Це i доводить твердження, що

δ(x) =
1

L

+∞∑

n=−∞
exp(2πinx/L)

i також, що
∑

k

ψ∗
k(x

′)ψk(x) = δ(x − x′).

12Термiн “хороша”, або “цивiлiзована”, функцiя означає, що вона сама та її
похiднi (хоча й не всi) є неперервними.
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Узагальнення на тривимiрний випадок:
∑

k

ψ∗
k(r

′)ψk(r) = δ(r− r′),

де скорочено позначено

∑

k

≡
∑

k1

∑

k2

∑

k3

≡
+∞∑

n1=−∞

+∞∑

n2=−∞

+∞∑

n3=−∞
,

δ(r− r′) = δ(x − x′)δ(y − y′)δ(z − z′).

Розглянемо тепер хвильову функцiю вiльної частинки, що ру-
хається в необмеженому об’ємi. Почнемо з розгляду одновимiрно-
го випадку

ψ(x, t) = Cei(kx−ωt),

k — неперервна величина, тому що немає граничних умов, якi
квантують iмпульс. Надалi зосередимо увагу на просторовiй змiн-
нiй, опускаючи час t (для фiксованого часу ωt = const — довiльний
фазовий множник). Отже,

ψk(x) = Ceikx.

Умова нормування не має змiсту:
∫ +∞

−∞
|ψk(x)|2dx = ∞.

Розглянемо вираз
∫ +∞

−∞
ψ∗
k′(x)ψk(x)dx = lim

L→∞

∫ +L

−L
ψ∗
k′(x)ψk(x)dx

= lim
L→∞

|C|2
∫ +L

−L
ei(k−k′)xdx

= |C|2 lim
L→∞

2
sin[(k − k′)L]

(k − k′)
= 2π|C|2δ(k − k′).
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Тут

δ(k − k′) = lim
L→∞

sin[(k − k′)L]
π(k − k′)

— дельта-функцiя Дiрака. Справдi, для довiльної функцiї f(k)
(звичайно вона є “цивiлiзованою” i задовольняє всi потрiбнi нам
умови) маємо

lim
L→∞

∫ +∞

−∞
f(k′)

sin[(k − k′)L]
π(k − k′)

dk′ =
∫ +∞

−∞
δ(k − k′)f(k′)dk′

=
{

замiна : (k − k′)L = ξ
}

= lim
L→∞

∫ +∞

−∞
f

(
k − ξ

L

)
sin ξ

πξ
dξ = f(k)

∫ +∞

−∞

sin ξ

πξ
dξ = f(k),

оскiльки ∫ +∞

−∞

sin ξ

πξ
dξ = 1.

Отже,
∫ +∞

−∞
δ(k − k′)f(k′)dk′ = f(k)

— як i повинно бути за означенням δ-функцiї.
Виберемо сталу нормування C = 1/

√
2π й отримаємо

ψk(x) =
1√
2π
eikx,

тодi хвильовi функцiї нормуються на δ-функцiю вiд хвильових
векторiв:

∫ +∞

−∞
ψ∗
k′(x)ψk(x)dx = δ(k − k′).

А якщо в записi через iмпульс p = ~k, то
∫ +∞

−∞
ψ∗
p′(x)ψp(x)dx = δ(p − p′),
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ψp(x) =
1√
2π~

eipx/~

— хвильова функцiя, що нормується на δ-функцiю вiд iмпульсiв.
У зв’язку з повнотою системи функцiй {ψp(x)} для “будь-якої”

функцiї ψ(x) iснує iнтеґральний розклад Фур’є

ψ(x) =

∫ +∞

−∞
C(p)ψp(x)dp,

C(p) =

∫ +∞

−∞
ψ∗
p(x)ψ(x)dx.

Величина |C(p)|2 — це густина ймовiрностi того, що частинка має
iмпульс в околi значення p.

Узагальнення на тривимiрний випадок випишiмо без зайвих
пояснень. Хвильова функцiя нормована на δ-функцiю вiд iмпуль-
сiв:

ψp(r) =
eipr/~

(2π~)3/2
,

∫
ψ∗
p′(r)ψp(r)dr = δ(p − p′),

∫
ψ∗
p(r

′)ψp(r)dp = δ(r − r′).

Для довiльної функцiї ψ(r) маємо розклад

ψ(r) =

∫
C(p)ψp(r)dp,

обернене перетворення

C(p) =

∫
ψ∗
p(r)ψ(r)dr.

Повернемось тепер до граничного переходу L→ ∞ i розгляне-
мо його докладнiше. В одновимiрному випадку маємо амплiтуду

C(p) =

∫ L/2

−L/2
ψ(x)ψ∗

p(x)dx =
1√
L

∫ L/2

−L/2
ψ(x)e−ipx/~dx.
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Зосередимо увагу на величинi

∑

p

|C(p)|2 =
+∞∑

n=−∞
|C(p)|2,

до якої застосуємо формулу Ейлера–Маклорена (Див. Фих-
тенгольц Г.М. Курс дифференциального и интегрального исчис-
ления. Т. II. М.: Наука, 1970. С. 540–544):

∞∑

n=0

f(n) =

∫ ∞

0
f(x)dx− 1

2
[f(∞)− f(0)] +

B1

2!
[f ′(∞)− f ′(0)]

− B2

4!
[f ′′′(∞)− f ′′′(0)] + . . . ,

Bk — k-те число Бернуллi (B1 = 1/6, B2 = 1/30, . . .). Ми не обго-
ворюємо тут умов для функцiї f(n), а зауважимо лише, що цей
ряд, узагалi кажучи, є асимптотичним.

Отже, в нашому випадку

∑

p

|C(p)|2 =
∫ ∞

−∞
dn |C(p)|2 + · · · = L

2π~

∫ ∞

−∞
dp |C(p)|2 + · · · ,

p =
2π~

L
n, dn =

L

2π~
dp.

У границi L → ∞ внесок другого доданка i решти, що позначенi
крапками, порiвняно з першим є зникаюче малим. Тому “вижи-
ває” лише ведучий член, тобто перший. Отже, в границi L → ∞
пiдсумовування за хвильовими векторами замiнюється iнтеґрува-
нням за схемою:

∑

k

→ L

2π

∫ ∞

−∞
dk

або для iмпульсiв
∑

p

→ L

2π~

∫ ∞

−∞
dp.
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Вiдповiдно до цього при L→ ∞
∑

p

|C(p)|2 →
∫ ∞

−∞
dp

∣∣∣∣∣C(p)

√
L

2π~

∣∣∣∣∣

2

,

отже,

C(p) → C(p)

√
L

2π~
=

√
L

2π~

1√
L

∫ L/2

−L/2
e−ipx/~ψ(x)dx

=
1√
2π~

∫ ∞

−∞
e−ipx/~ψ(x)dx,

що ми й мали при розглядi руху частинок у необмеженому об’-
ємi простору. Вiдповiднi замiни в тривимiрному випадку мають
вигляд:

∑

k

→ V

(2π)3

∫ ∞

−∞
dk,

∑

p

→ V

(2π~)3

∫ ∞

−∞
dp.

На завершення параграфа наведемо довiдку про дельта-функ-
цiю Дiрака.

Означення:
∫ b

a
f(x)δ(x− x0) dx =





f(x0), a < x0 < b,

0, a > x0 або x0 > b.

Конкретнi представлення:

1◦. δ(x) =
1

2π

∞∫

−∞

eikxdk =
1

π

∞∫

0

cos kx dk .

2◦. δ(x) =
1

L

∞∑

n=−∞
ei

2πn
L

x =
1

L

∞∑

n=−∞
cos

2πn

L
x

= lim
N→∞

1

L

sin π
L(2N + 1)x

sin π
Lx

.

3◦. δ(x) = lim
L→∞

sinxL

πx
.
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4◦. δ(x) = lim
γ→0

1

π

γ

x2 + γ2
=

1

π
lim
γ→0

Im
1

x− iγ
.

5◦. δ(x) = lim
α→0

1√
πα

e−x2/α.

6◦. δ(x) = lim
τ→∞

sin2 xτ

πτx2
.

Властивостi:
1◦. розмiрнiсть δ(x) = розмiрностi 1/x .

2◦. δ(x) = δ(−x).

3◦. xδ(x) = 0, δ′(x) = −δ(x) d
dx
.

4◦.
∫
f(x)δ′(x)dx = −

∫
δ(x)f ′(x)dx.

5◦. δ[f(x)] =
∑

j≥1

δ(x− xj)/|f ′(xj)|,

xj — коренi рiвняння f(xj) = 0.

6◦. δ(ax) = δ(x)/|a|, a = const.

Приклад. Знайти розподiл за iмпульсами для гармонiчного осцилятора з
хвильовою функцiєю (основний стан гармонiчного осцилятора)

ψ(x) = 4

√
mω

π~
e−x2/2l2 , l =

√
~

mω

— амплiтуда квантових коливань, m — маса осцилятора, ω — частота,
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2dx = 1.

Знаходимо амплiтуду

C(p) =

+∞∫

−∞

ψ∗
p(x)ψ(x)dx =

(mω
π~

)1/4 1√
2π~

+∞∫

−∞

e−ipx/~−(1/2)x2/l2dx
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=
1

(π~mω)1/4
exp

(
− p2

2m~ω

)
.

Ми скористались iнтеґралом:
∫ +∞

−∞
e−ax2+bxdx =

√
π

a
eb

2/4a.

За означенням, шукана функцiя розподiлу

|C(p)|2 =
1√

π~ωm
exp

(
− p2

m~ω

)
.

Очевидно, повна ймовiрнiсть
∫ +∞

−∞
|C(p)|2dp = 1√

π~mω

∫ +∞

−∞
exp

(
− p2

m~ω

)
dp = 1.

§ 6. Середнi значення координати та iмпульсу

Уведемо позначення для середнiх значень: замiсть слiв “сере-
днє значення f ” будемо писати 〈f〉 або f̄ . Далi виходимо з того,
що величина |ψ(x)|2dx дорiвнює ймовiрностi перебування частин-
ки в околi dx точки x (розглянемо одновимiрний випадок). Тому,
за означенням, середнє значення координати

〈x〉 =
∫
x|ψ(x)|2dx =

∫
ψ∗(x)xψ(x)dx.

Iнтеґрування вiдбувається по всьому промiжку значень x: для
частинки в обмеженому об’ємi x ∈ [−L/2, L/2], а у випадку без-
межного об’єму x ∈ (−∞,+∞). Очевидно

〈x2〉 =
∫
x2|ψ(x)|2dx =

∫
ψ∗(x)x2ψ(x)dx

i взагалi для довiльної функцiї U(x)

〈U(x)〉 =
∫
ψ∗(x)U(x)ψ(x)dx.

Нехай тепер у цьому ж станi ψ(x) необхiдно знайти середнє
значення iмпульсу частинки 〈p〉. Розкладемо ψ(x) у ряд за пло-
скими хвилями:

ψ(x) =
∑

p

C(p)ψp(x),
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C(p) =

∫
ψ∗
p(x)ψ(x)dx,

ψp(x) =
1√
L
eipx/~.

Згiдно з принципом суперпозицiї, величина |C(p)|2 дорiвнює ймо-
вiрностi того, що частинка має iмпульс p. Тому середнє значення
iмпульсу

〈p〉 =
∑

p

p|C(p)|2 =
∑

p

C∗(p)pC(p).

Спробуймо тепер так записати вираз для середнього значення
iмпульсу, щоб не розраховувати величину C(p), а знайти це се-
реднє безпосередньо з ψ(x). Скористаймось явним виглядом для
коефiцiєнтних функцiй C(p):

〈p〉 =
∑

p

{∫
dx′ψp(x

′)ψ∗(x′)

}{∫
dx pψ∗

p(x)ψ(x)

}
.

Розгляньмо окремо другий iнтеґрал i виконаймо ряд простих пе-
ретворень:
∫
dx pψ∗

p(x)ψ(x) =

∫ +L/2

−L/2
dx
e−ipx/~

√
L

pψ(x)

=

∫ +L/2

−L/2
dxψ(x)

(
−~

i

d

dx

)
1√
L
e−ipx/~

=
{

iнтеґрування частинами
}

= − ~

i
√
L

{
ψ(L/2)e−iπn − ψ(−L/2)eiπn

}

+
~

i

∫ +L/2

−L/2

1√
L
e−ipx/~dψ(x)

dx
dx,

де ми використали те, що p = ~k = 2π~n/L, n = 0, ±1, ±2, . . . .
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З граничних умов перiодичностi

ψ(x) = ψ(x+ L)

при x = −L/2 випливає, що

ψ(L/2) = ψ(−L/2),
i отже, вираз у фiгурних дужках дорiвнює нулевi. Тому

∫
dx pψ∗

p(x)ψ(x) =

∫
ψ∗
p(x)(−i~)

dψ(x)

dx
dx.

Тепер, повертаючись до середнього значення iмпульсу, маємо:

〈p〉 =

∫
dx

∫
dx′ψ∗(x′)

∑

p

ψ∗
p(x)ψp(x

′)

(
−i~dψ(x)

dx

)

=

∫
dx

∫
dx′ψ∗(x′)(−i~)dψ(x)

dx
δ(x − x′)

= −i~
∫
ψ∗(x)

dψ(x)

dx
dx,

〈p〉 =
∫
dxψ∗(x)

(
−i~ d

dx

)
ψ(x).

Уведемо символiчне позначення для операцiї похiдної

p̂ = −i~ d
dx

i “обiзвемо” цей оператор оператором iмпульсу. Таким чином,

〈p〉 =
∫
dxψ∗(x)p̂ψ(x).

Формула подiбна до середнього значення координати,

〈x〉 =
∫
dxψ∗(x)xψ(x),

лише з тiєю рiзницею, що для 〈p〉 маємо пiд iнтеґралом оператор
диференцiювання.
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Аналогiчно доводимо, що

〈p2〉 =
∫
dxψ∗(x)p̂2ψ(x),

де квадрат оператора iмпульсу

p̂2 = p̂p̂ = −~2
d2

dx2
.

Ми вже можемо розраховувати середнє значення кiнетичної енер-
ґiї частинки маси m у станi ψ:

〈
p2

2m

〉
=

∫
dxψ∗(x)

p̂2

2m
ψ(x) =

∫
dxψ∗(x)

(
− ~2

2m

d2

dx2

)
ψ(x),

де

p̂2

2m
= − ~2

2m

d2

dx2

— оператор кiнетичної енерґiї.
Якщо частинка рухається в зовнiшньому полi з потенцiальною

енерґiєю U(x), то середнє значення повної енерґiї E в станi ψ до-
рiвнює сумi середнiх значень кiнетичної та потенцiальної енерґiй:

E =

∫
ψ∗(x)

p̂2

2m
ψ(x)dx+

∫
ψ∗(x)U(x)ψ(x)dx,

або

E =

∫
ψ∗(x)Ĥψ(x)dx,

де оператор повної енерґiї

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x) = − ~2

2m

d2

dx2
+ U(x).

Цей оператор називають також оператором Гамiльтона, або про-
сто гамiльтонiаном.
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Середнє значення кiнетичної енерґiї можна записати, iнтеґру-
ючи частинами, ще й так:
〈
p̂2

2m

〉
= − ~2

2m

∫
ψ∗(x)

d2

dx2
ψ(x) dx

= − ~2

2m

∫
ψ∗(x)

d

dx

(
dψ(x)

dx

)
dx

=




iнтеґруємо частинами i враховуємо те,

що внесок неiнтеґрального доданка,

внаслiдок умов перiодичностi, дорiвнює нулевi




=
~2

2m

∫
dψ∗(x)
dx

dψ(x)

dx
dx =

~2

2m

∫ ∣∣∣∣
dψ(x)

dx

∣∣∣∣
2

dx.

Бачимо, що ця величина є завжди додатною, як i повинно бути
за означенням. Тепер середнє значення повної енерґiї

E =
~2

2m

∫ ∣∣∣∣
dψ(x)

dx

∣∣∣∣
2

dx+

∫
|ψ(x)|2U(x) dx.

Узагальнимо нашi результати на тривимiрний випадок. Сере-
днє значення координати r у станi ψ(r)

〈r〉 =
∫
ψ∗(r)rψ(r)dr,

для довiльної функцiї U(r)

〈U(r)〉 =
∫
ψ∗(r)U(r)ψ(r)dr.

Для середнього значення iмпульсу p

〈p〉 =
∫
ψ∗(r)p̂ψ(r)dr,

де вектор оператора iмпульсу

p̂ = ip̂x + jp̂y + kp̂z;
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p̂x = −i~ ∂
∂x
, p̂y = −i~ ∂

∂y
, p̂z = −i~ ∂

∂z
;

p̂ = −i~∇.

Оператор кiнетичної енерґiї

p̂2

2m
= − ~2

2m
∇2 = − ~2

2m
∆ = − ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
,

а гамiльтонiан частинки з потенцiальною енерґiєю U(r)

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r).

Таким чином, ми ввели поняття оператора iмпульсу, операторiв
кiнетичної та повної енерґiї частинки, якi вiдiграють винятково
важливу роль у квантовiй теорiї.

§ 7. Спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа

У зв’язку з iмовiрнiсною iнтерпретацiєю хвильової функцiї та
обчисленням середнiх значень фiзичних величин, зокрема таких,
як координати та iмпульси частинок, виникає задача розрахун-
ку вiдхилень цих величин вiд середнiх значень. Кiлькiсною хара-
ктеристикою таких вiдхилень є середньоквадратичнi вiдхилення.
У квантовiй механiцi, на вiдмiну вiд того, що ми маємо у класич-
нiй теорiї, цi величини, взагалi кажучи, не є незалежними. Уперше
цей зв’язок для координат та iмпульсiв установив В. Гайзенберґ у
1927 роцi.

Нехай стан частинки описується хвильовою функцiєю ψ(x),
а середнi значення її координати та iмпульсу в цьому станi дорiв-
нюють вiдповiдно 〈x〉 та 〈p̂〉. Уведiмо позначення для операторiв
вiдхилення iмпульсу вiд середнього значення ∆̂p = p̂ − 〈p̂〉 та ко-
ординати ∆̂x = ∆x = x− 〈x〉. Розгляньмо середнє

〈∆̂x∆̂p〉 =
∫
ψ∗(x)∆̂x∆̂pψ(x)dx =

∫
(∆̂xψ(x))∗∆̂pψ(x)dx
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i застосуймо до нього нерiвнiсть Буняковського–Шварца13

∣∣∣∣
∫
f∗1 (x)f2(x)dx

∣∣∣∣
2

≤
∫

|f1(x)|2dx
∫

|f2(x)|2dx,

вибравши

f1(x) = ∆̂xψ(x), f2(x) = ∆̂pψ(x).

Зауважимо, що знак рiвностi має силу за умови, що f1(x) =
f2(x)× const.

Далi маємо
∫

|f1(x)|2dx =

∫
ψ∗(x)(∆̂x)2ψ(x)dx = 〈(∆̂x)2〉,

∫
|f2(x)|2dx =

∫
(∆̂pψ(x))∗∆̂pψ(x)dx

=

∫ (
i~
d

dx
− 〈p〉

)
ψ∗(x)∆̂pψ(x)dx =

{
iнтеґруємо частинами

}

=

∫
ψ∗(x)

(
−i~ d

dx
− 〈p〉

)
∆̂pψ(x)dx

=

∫
ψ∗(x)(∆̂p)2ψ(x)dx = 〈(∆̂p)2〉.

Таким чином, отримуємо нерiвнiсть

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 ≥ |〈∆̂x∆̂p〉|2.

Перетворимо її праву частину:

〈∆̂x∆̂p〉 =
〈
∆̂x∆̂p+ ∆̂p∆̂x

2
+

∆̂x∆̂p− ∆̂p∆̂x

2

〉
,

13Вiктор Якович Буняковський народився в м.Барi Вiнницької областi в
1804 роцi, помер у 1889 роцi в Петербурзi. Навчався в Парижi. Вiн довiв цю
нерiвнiсть у 1859 р., а Г.А.Шварц опублiкував її в 1884 р.
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далi

〈(∆̂x∆̂p− ∆̂p∆̂x)〉

=

∫
ψ∗(x)

{
∆̂x∆̂p−

(
−i~ d

dx
− 〈p〉

)
(x− 〈x〉)

}
ψ(x)dx

=

∫
ψ∗(x)

{
∆̂x∆̂p+ i~− (x− 〈x〉)

(
−i~ d

dx
− 〈p〉

)}
ψ(x)dx

=

∫
ψ∗(x)(∆̂x∆̂p− ∆̂x∆̂p)ψ(x)dx + i~

∫
ψ∗(x)ψ(x)dx = i~.

Позначимо

I = 〈∆̂x∆̂p+ ∆̂p∆̂x〉

i покажемо, що це дiйсна величина. Справдi,

I∗ =
∫
ψ(x)∆̂x

(
i~
d

dx
− 〈p〉

)
ψ∗(x)dx

+

∫
ψ(x)

(
i~
d

dx
− 〈p〉

)
∆̂xψ∗(x)dx =

{
iнтеґруємо частинами

}

=

∫
ψ∗(x)

(
−i~ d

dx
− 〈p〉

)
∆̂xψ(x)dx

+

∫
ψ∗(x)∆̂x

(
−i~ d

dx
− 〈p〉

)
ψ(x)dx = 〈∆̂p∆̂x〉+ 〈∆̂x∆̂p〉,

тобто I = I∗ — величина дiйсна.
Отже,

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 ≥
∣∣∣∣
I + i~

2

∣∣∣∣
2

=
I2 + ~2

4
≥ ~2

4
,

поклавши I = 0, ми лише пiдсилили нерiвнiсть. Остаточно:

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 ≥ ~2

4
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— ми отримали математичне формулювання принципу невизна-
ченостей Гайзенберґа.

У випадку класичної механiки, коли ~ → 0, ми маємо тривi-
альний результат

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 ≥ 0.

Таким чином, при вимiрюваннi таких фiзичних величин, як
координати та iмпульси, є принциповi, неусувнi обмеження на то-
чнiсть вимiрювання. Цi обмеження не пов’язанi з можливостями
приладу, оскiльки принципово прилад може точно вимiряти, ска-
жiмо, координату, 〈(∆x)2〉 = 0, залишаючи для iмпульсу повну
невизначенiсть: 〈(∆p)2〉 = ∞. I навпаки, при точному вимiрюван-
нi iмпульсу, 〈(∆p)2〉 = 0, положення частинки є цiлком невизначе-
ним: 〈(∆x)2〉 = ∞. Отже, деякi вимiрювання стають несумiсними:
одне вимiрювання заперечує можливiсть одночасно здiйснити iн-
ше. Мова йде про обмеження, яке встановила Природа (нерiвнiсть
Гайзенберґа) на одночасне вимiрювання цих величин. Отже, в еле-
ктрона можна виявити через вiдповiднi вимiрювання такi величи-
ни, як координату або iмпульс. Однак цi потенцiйнi можливостi
вiн виявляє лише з обмеженнями. Iнакше кажучи, самi поняття
координати та iмпульсу, якщо мова йде про їх одночасне припи-
сування електрону, мають обмеження. Тут наша уява вiдмовляє-
ться нам служити, оскiльки йдеться не стiльки про вимiрювання
як таке, а про застосування самих понять теорiї до опису явищ
мiкросвiту.

Це цiна того, що Природа використала “хитрий” пiдрахунок
iмовiрностi в мiкросвiтi через додавання амплiтуд iмовiрностей
альтернативних можливостей. Обговорюючи це питання, обґрун-
товуючи вибiр такої арифметики до явищ мiкросвiту, ми покли-
кались на антропний принцип.

Прилади, що дають змогу виявляти частинки та здiйснюва-
ти вимiрювання їхнiх фiзичних властивостей, — це фотоемуль-
сiя, лiчильник частинок, камера Вiльсона, бульбашкова камера.
В процесi вимiрювання фiзичних величин, що описують частин-
ку з хвильовою функцiєю ψ(r), вiдбувається редукцiя хвильової
функцiї.

Розгляньмо, наприклад, вимiрювання iмпульсу частинки.
Якщо вiдбувся акт вимiрювання i ми отримали значення iмпуль-
су p = p0, то це означає, що частинки описуються хвильовою
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функцiєю eip0r/~/
√
V . Це своєю чергою означає, що в розкладi

ψ(r) =
∑

p

C(p)
eipr/~√
V

ми отримаємо: |C(p)| = 1 для p = p0 i |C(p)| = 0 для p 6= p0.
Отже, пiд час вимiрювання хвильова функцiя ψ(r) редукується
до плоскої хвилi eip0r/~/

√
V .

Таким чином, квантовомеханiчний стан ψ потенцiйно мiстить
у собi “Все”: кожне вимiрювання вбачає в ньому “Щось” своє. Мо-
жливо, що кожен результат вимiрювання “закидає” у все iнший
Свiт. Кiлькiсть цих Свiтiв незлiченна, а конкретна реальнiсть є
неперервним процесом вимiрювань, тобто витягуванням з кванто-
вомеханiчного ψ-моря всього ланцюга альтернативних результатiв
квантового вимiрювання. Цю ще одну iнтерпретацiю квантової ме-
ханiки з паралельними Свiтами запропонував 1957 р. Г. Еверетт,
що на ту пору був студентом вiдомого фiзика Джона Вiллера,
учнем якого був i Р. Фейнман14.

Знайдемо стан ψ(x), у якому невизначеностi iмпульсу й коор-
динати є мiнiмальними:

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 = ~2

4
.

14Iнодi можна натрапити на висловлювання про те, що фон Нейман, як
авторитетний математик, своїм твердженням про вiдсутнiсть схованих па-
раметрiв вiдстрашив цiлi поколiння фiзикiв вiд творення альтернативних
до Копенгаґенської iнтерпретацiй квантової механiки. На наш погляд, це не
так. Фiзики змагались у перегонах розв’язування конкретних квантовомеха-
нiчних задач, не дуже переймаючись труднощами з iнтерпретацiєю фунда-
ментальних засад цiєї науки, але кожне поколiння мало своїх представникiв
(Л. де Бройль, Д. Бом, Р. Фейнман, Г. Еверетт, Дж. Белл), якi шукали шля-
хiв до наочного пояснення поведiнки частинок у квантовому свiтi. По-перше,
iсторiя свiдчить, що “божевiльнi iдеї” ґенеруються незалежно вiд того, чи є
заборони авторитетiв на їх ґенерування, чи немає. По-друге, квантовомеханi-
чна наука, розвиваючись своїм природним шляхом, пiдштовхуючи розвиток
iнструментальних можливостей перевiрки теоретичних наслiдкiв, отримала
змогу перевiрити свої фундаментальнi засади. Це яскраво iлюструє експе-
риментальна реалiзацiя квантової телепортацiї, що своєю чергою ставить на
перший план розумiння нелокальностi кореляцiй або повертає до розгляду
iдеї перенесення iнформацiї з надсвiтловою швидкiстю (наприклад, через та-
хiонний механiзм).
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Щоб задовольнити цю умову, необхiдно врахувати двi вимоги:




1). Cf1(x) = f2(x), C = const,

2). I = 0.

Тут нерiвнiсть Буняковського–Шварца перетворюється в рiв-
нiсть. Тобто 




C∆xψ(x) = (̂∆p)ψ(x),

〈∆x∆̂p+ ∆̂p∆x〉 = 0.

Явний вигляд першого рiвняння:
(
−i~ d

dx
− 〈p〉

)
ψ(x) = C∆xψ(x),

а його розв’язок

ψ(x) = A exp

(
ip0
~
x+

i

~
C
(∆x)2

2

)
,

A — стала нормування, 〈p〉 = p0.
Друга умова дає

〈∆x∆̂p+ ∆̂p∆x〉 = 〈2∆x∆̂p− i~〉 = 0,

2〈∆x∆̂p〉 = i~.

Ми скористались тим, що

∆x∆̂p− ∆̂p∆x = xp̂− p̂x = i~.

Урахуємо, що

〈∆x∆̂p〉 =

∫
ψ∗(x)∆x∆̂pψ(x)dx =

∫
ψ∗(x)∆xC∆xψ(x)dx

= C〈(∆x)2〉,
i отримаємо

C〈(∆x)2〉 = i~

2
,
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або
C =

i~

2〈(∆x)2〉 .

Тому хвильова функцiя

ψ(x) = A exp

(
ip0x

~
− (∆x)2

4〈(∆x)2〉

)
.

З умови нормування
∫ ∞

−∞
|ψ(x)|2dx = 1

знаходимо

|A|2
√

2π〈(∆x)2〉 = 1,

i, як завжди, з точнiстю до фазового множника

A = (2π〈(∆x)2〉)−1/4.

Остаточно отримаємо шукану хвильову функцiю у виглядi вже
знайомого нам хвильового пакета

ψ(x) =
1

(2π〈(∆x)2〉)1/4 exp

(
ip0x

~
− (x− x0)

2

4〈(∆x)2〉

)
,

x0 = 〈x〉. Вона має назву мiнiмiзуючого хвильового пакета, тому
що описує стан, у якому нерiвнiсть Гайзенберґа перетворюється в
рiвнiсть, тобто стан з мiнiмальними невизначеностями iмпульсу й
координати.

Принцип невизначеностей Гайзенберґа дає змогу отримати
низку важливих результатiв. Наведемо тут декiлька з них.

Приклад 1. Гармонiчний осцилятор. Використаймо спiввiдношення неви-
значеностей для оцiнки енерґiї осцилятора з гамiльтонiаном

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2,

тут x̂ = x — оператор множення. Енерґiя

E = 〈Ĥ〉 = 〈p̂2〉
2m

+
mω2

2
〈x̂2〉.

З мiркувань симетрiї, очевидно, 〈p̂〉 = 0, 〈x̂〉 = 0. Тому

〈(∆̂p)2〉 = 〈p̂2〉 − 〈p̂〉2 = 〈p̂2〉,
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〈(∆̂x)2〉 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 = 〈x̂2〉.
Урахувавши це, iз спiввiдношення невизначеностей знаходимо

〈p̂2〉 ≥ ~2

4〈x̂2〉 .

Отже, для енерґiї маємо

E ≥ ~2

8m〈x̂2〉 +
mω2

2
〈x̂2〉.

Змiнiмiзуємо праву частину цiєї нерiвностi за 〈x̂2〉: мiнiмум приносить 〈x̂2〉 =
~/2mω. Для енерґiї отримаємо оцiнку

E ≥ ~ω

2
.

Отже, найнижче значення енерґiї гармонiчного осцилятора E = ~ω/2 — енер-
ґiя нульових коливань.

Приклад 2. Ангармонiчний осцилятор. Знайдемо оцiнку знизу енерґiї ча-
стинки, що рухається в потенцiальному полi U(x)=αx4. Гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+ αx̂4,

енерґiя
E = 〈Ĥ〉 = 〈p̂2〉/2m+ α〈x̂4〉.

Як i в попередньому прикладi,

〈(∆̂p)2〉 = 〈p̂2〉,

〈(∆̂x)2〉 = 〈x̂2〉,
отже, зi спiввiдношення невизначеностей випливає

〈p̂2〉 ≥ ~2

4〈x̂2〉 .

Використаймо далi очевидну нерiвнiсть

〈(x̂2 − 〈x̂2〉)2〉 ≥ 0,

або
〈x̂4〉 ≥ 〈x̂2〉2.

Тому

E ≥ ~2

8m〈x̂2〉 + α〈x̂4〉 ≥ ~2

8m〈x̂2〉 + α〈x̂2〉2.
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Мiнiмум правої частини цiєї нерiвностi отримуємо коли

〈x̂2〉 =
(

~2

16mα

)1/3

,

при цьому енерґiя

E ≥ 3

8

(
2α~4

m2

)1/3

.

Цiкаво, що рiвнiсть у цiй формулi досягається для енерґiї N-вимiрної
моделi в розрахунку на один ступiнь вiльностi при N → ∞.

Зробимо наближений розрахунок енерґiї основного стану ангармонiчного
|x|-осцилятора з гамiльтонiаном

Ĥ =
p̂2

2m
+ α|x̂|.

Використовуючи мiркування з попереднiх прикладiв, маємо:

E = 〈Ĥ〉 ≥ ~2

8m〈x̂2〉 + α〈|x̂|〉.

Припустимо, що 〈|x̂|〉 ≃
√

〈x̂2〉. Мiнiмуму енерґiї E досягаємо при

〈x̂2〉 =
(

~2

4mα

)2/3

,

причому

E ≃ 3

2

(
~2α2

4m

)1/3

= 1.190551

(
~2α2

2m

)1/3

.

Забiгаючи наперед, укажемо, що точне значення числового коефiцiєнта дорiв-
нює 1.018793. Як бачимо, наше оцiночне значення енерґiї є досить близьким
до точного.

Розгляньмо загальнiшу модель ангармонiчного осцилятора,

Ĥ =
p̂2

2m
+ α|x̂|k, α > 0, k > 0,

для якого енергiя

E ≥ ~2

8m〈x̂2〉 + α〈|x̂|k〉.

Припустiмо, що хвильова функцiя, з якою вiдбувається усереднення для тих
значень x, якi дають головний внесок у це усереднення, має ґауссiвський
характер, ψ ∼ exp(−x2/4〈x̂2〉). Тодi легко показати, що

〈|x|k〉 = 2k/2√
π
Γ

(
k

2
+

1

2

)
〈x̂2〉k/2,
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мiнiмум правої частини нерiвностi для енергiї маємо при

〈x̂2〉 = 1

2

(
~2
√
π

2mkαΓ(k/2 + 1/2)

) 2
k+2

,

i остаточно

E ≃ ~2

4m

(
1 +

2

k

)[
2mkα

~2
√
π
Γ

(
k

2
+

1

2

)] 2
k+2

.

При k = 1

E ≃ 3

2π1/3

(
~2α2

2m

)1/3

= 1.024176

(
~2α2

2m

)1/3

,

отже, маємо значно ближче значення енергiї до точного результату, оскiль-
ки тепер зв’язок 〈|x̂|〉 =

√
2〈x̂2〉/π є точнiшим, нiж наша попередня груба

прикидка 〈|x̂|〉 = 〈x̂2〉1/2.
При k = 4 енергiя

E ≃ 3

8

(
6α~4

m2

)1/3

= 0.681420

(
α~4

m2

)1/3

,

що також добре узгоджується з точним значенням числового коефiцiєнта
0.667986 . . . для енергiї основного стану цiєї моделi.

Приклад 3. Основний стан атома водню. Оцiнимо енерґiю основного стану.
Зi спiввiдношення Гайзенберґа випливає, що iмпульс

p ∼ ~/a,

де a —характерний масштаб довжини в цiй задачi, який за порядком вели-
чини дорiвнює середнiй вiдстанi мiж ядром й електроном. Середня енерґiя
електрона

E =
p2

2m
− Ze2

r
,

r — вiдстань мiж ядром й електроном, Z — заряд ядра. Нехай

r = a, p =
~

a
,

при цьому енерґiя

E =
~2

2ma2
− Ze2

a
.

Розглядаємо невiдому енерґiю як функцiю параметра a, E=E(a). Виберемо
a з умови E(a) = min: dE(a)/da = 0. Це дає

a = aB/Z,

aB =
~2

me2
= 0.529 Å
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— радiус Бора.

E =
~2m2e4Z2

2m~4
− Ze2me2Z

~2
= −me

4Z2

2~2
= −e

2Z2

2aB

— енерґiя основного стану атома водню. Ми отримали точний результат, не-
зважаючи на прикидний характер наших обчислень.

Приклад 4. Рiдкий гелiй. Кiнетична енерґiя атома, який локалiзований у
рiдкому гелiї з невизначенiстю ∆r,

K =
~2

2m(∆r)2

— енерґiя нульових коливань. Середня вiдстань мiж атомами в рiдкому ге-
лiї 4He є порядку 4.5 Å, розмiри атома – порядку 2.2 Å, тому, приймаючи
∆r ∼ 0.5 Å, отримаємо K ∼ 24◦ K. Енерґiя зв’язку U ≃ −7◦ K. Отже, |U | < K
i система атомiв знаходиться в “незв’язаному”, тобто в рiдкому станi, i лише
при тиску ∼ 25 атм рiдкий гелiй 4He переходить у кристалiчний стан. Для
3He, внаслiдок меншої маси атома, енерґiя нульових коливань є ще бiльшою,
i для його кристалiзацiї необхiдний тиск ∼ 30 атм. Отже, той факт, що ге-
лiй залишається рiдким навiть при температурi абсолютного нуля, є прямим
наслiдком спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа.

Водень H2, хоч i легший, нiж гелiй, i енерґiя нульових коливань ще бiль-
ша, однак замерзає при скiнченнiй температурi ∼ 14◦ K. Це пов’язано з силь-
ною взаємодiєю мiж молекулами водню.

А атомарний поляризований водень (це новий квантовий газ атомiв водню
з паралельними спiнами, енерґiєю зв’язку ∼ 5◦ K; такий стан реалiзується при
накладаннi сильного магнiтного поля), внаслiдок принципу невизначеностей,
i при абсолютному нулi температури залишається в газоподiбному станi.

Приклад 5. Атомне ядро. З експерименту вiдомо, що енерґiя зв’язку ну-
клонiв у ядрi з розрахунку на один нуклон E0 ∼ 8MeV. З другого боку, ця
енерґiя, згiдно з принципом невизначеностей, за порядком величини дорiвнює
~2/2Ma2, де a — лiнiйнi розмiри ядра (дiаметр), M — маса протона:

E0 =
~2

2Ma2
,

або, увiвши атомнi масштаби з метою порiвняння їх з ядерними, маємо

a = aB

√
m

M

me4

2~2E0
.

Беручи до уваги чисельнi значення

me4

2~2
= 13.6 eV,

M

m
≃ 1836,

aB =
~2

me2
= 0.529 Å,
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знаходимо оцiнку лiнiйних розмiрiв ядра

a = 3× 10−5aB, a = 1.6 × 10−13 см.

Маючи лiнiйнi розмiри, можна оцiнити масу π-мезона mπ, так само вико-
ристовуючи спiввiдношення невизначеностей. Iмпульс p ∼ ~/a, а з урахуван-
ням p ∼ mπc знаходимо

mπ ≃ ~

ac
= m

aB
a
α,

де так звана стала тонкої структури

α =
e2

~c
≃ 1

137
,

а чисельно
mπ ≃ 240m.

Обидва значення a та mπ є достатньо близькими до спостережуваних. Отже,
маса π-мезона на два порядки бiльша вiд маси електрона.

Тут цiкаво було б зупинитись i поговорити про спектр мас елементар-
них частинок. Електрон є частинкою з найменшою масою me ≃ 0.511MeV
серед частинок, що мають ненульову масу спокою15. Щобiльше, за масою
вiн пiдозрiло далеко вiдiрваний вiд iнших частинок. У чому рiч? Пiзнiше ми
повернемось до цього питання.

15На сьогоднi експериментально встановлено, що нейтрино має масу спокою
не рiвну нулевi. Спочатку в моделi електрослабких взаємодiй нейтрино вва-
жалося безмасовим, тодi як бiльшiсть теорiй Великого Об’єднання вимагає,
щоб у нейтрино була маса, а експеримент установив лише її верхню межу. На-
явнiсть маси в нейтрино частково розв’язує проблему темної матерiї Всесвiту
i “дозволяє” явище нейтринних осциляцiй, що вирiшує проблему сонячних
нейтрино.

У Прикладi 4 до §3 ми обговорювали проблему нейтринних осциляцiй,
народжених в атмосферi Землi i вперше виявлених у лабораторiї Super-
Kamiokande (Японськi Альпи) в 1998 роцi групою японських та американ-
ських фiзикiв. Цi експерименти дають змогу оцiнити рiзницю мас одного з
нейтрино вiдноcно мюонного νµ. За сучасними експериментальними даними
маса кожного з типiв нейтрино є в межах вiд ∼ 0.04 eV до ∼ 0.28 eV.



ГЛА ВА II

МАТЕМАТИЧНИЙ АПАРАТ КВАНТОВОЇ МЕХАНIКИ

§ 8. Оператори фiзичних величин

Завдання квантової механiки, як i кожної науки, полягає в то-
му, щоб за результатами одних вимiрювань передбачити резуль-
тати iнших вимiрювань. Таке передбачення, що здiйснюється на
пiдставi спецiально поставлених попереднiх дослiджень, є голов-
ною ознакою науки як такої i може бути покладене в основу її
означення1. Однак у квантовiй механiцi процес вимiрювання вiдi-
грає, на вiдмiну вiд класичної механiки, особливу роль. Самi опе-
рацiї вимiрювання, як ми бачили, потребують докладного аналiзу,
що пов’язано з обмеженням на сумiсне визначення, наприклад, ко-
ординати та iмпульсу частинки. Отже, побудова квантової теорiї
вимагає фундаментальних змiн основних класичних уявлень та
законiв. Так само, як квантовомеханiчнi явища вiдрiзняються вiд
класичних, так i математичний апарат квантової механiки вiдмiн-
ний вiд апарату класичної механiки. Математичний апарат кван-
тової механiки є теорiєю лiнiйних операторiв у гiльбертових про-
сторах. Це знаходиться у повнiй вiдповiдностi до того, що самi ви-
мiрювання можна розглядати як операцiї, якi здiйснюються над
фiзичними системами.

1Це передбачення вiдрiзняється вiд прогнозувань дельфiйського оракула,
якi мали виняткове значення у стародавньому свiтi. Мiсто Дельфи у Старо-
давнiй Грецiї вiдiгравало таку ж роль, як у наш час Мекка — для мусульман
чи Єрусалим — для християн. До жриць храму Аполлона в Дельфах звер-
тались за пророцтвом оракула правителi та полководцi перед прийняттям
важливого рiшення або вiйськовим походом. Передбачення оракула жрицi
часто передавали у формi такої “криптограми”, яку годi було розшифрувати,
що не раз призводило до двозначного його тлумачення та фатальних наслiд-
кiв. Хоч у сучаснiй практицi iснує так званий дельфiйський метод, що полягає
у статистичнiй обробцi багатьох спостережень та прогнозувань на цiй основi
з наступною корекцiєю за результатами нових даних.
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Перейдемо до визначення поняття оператора. Оператором f̂
називають рецепт, за яким за заданою функцiєю ψ(x) знаходять
iншу функцiю ϕ(x):

ϕ(x) = f̂ψ(x).

Як було показано ранiше, для обчислення середнiх значень
координати x та iмпульсу p частинки в станi, що описується хви-
льовою функцiєю ψ(x), необхiдно виконати такi операцiї:

〈x〉 =
∫
ψ∗(x)xψ(x)dx,

〈p〉 =
∫
ψ∗(x)p̂ψ(x)dx,

де символом p̂ позначено операцiю диференцiювання p̂=−i~d/dx.
Домовимось про позначення: замiсть “середнє значення iм-

пульсу p”, пишемо 〈p〉, i взагалi, замiсть “середнє значення фi-
зичної величини f ”, пишемо 〈f〉. З iншого боку, введемо мате-
матичну операцiю усереднення в станi ψ, яку також позначимо
кутовими дужками

〈. . .〉 =
∫
ψ∗(q)(. . .)ψ(q)dq

або рискою

(. . .) =

∫
ψ∗(q)(. . .)ψ(q)dq,

де q — сукупнiсть змiнних, на яких задана хвильова функцiя. На-
приклад, ми вже мали ψ(x), C(p) — амплiтуди ймовiрностей, за-
данi вiдповiдно на просторах координат або iмпульсiв.

Постулат. Кожнiй фiзичнiй величинi A у квантовiй механiцi
ставиться у вiдповiднiсть оператор цiєї величини Â такий, що її
середнє значення в станi ψ(q) дорiвнює:

〈A〉 =
∫
ψ∗(q)Âψ(q)dq.

Зiставлення операторiв з фiзичними величинами повинно ви-
конуватись з урахуванням тих умов, якi накладаються основними
принципами квантової механiки:
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1◦. Принцип суперпозицiї вимагає лiнiйностi всiх рiвнянь для
хвильових функцiй ψ(q), що в свою чергу вимагає, щоб опе-
ратори фiзичних величин були лiнiйними операторами:

ÂCψ(q) = CÂψ(q), C = const,

Â[ψ1(q) + ψ2(q)] = Âψ1(q) + Âψ2(q).

2◦. Фiзичнi величини — це спостережувальнi величини. Їх вимi-
рюють у дослiдах, у результатi яких отримують дiйснi чис-
ла. Це означає, що середнi значення операторiв, якi пред-
ставляють фiзичнi величини, є дiйсними:

〈Â〉 = 〈Â〉∗,
або в математичному записi

∫
ψ∗(q)Âψ(q)dq =

∫
ψ(q)Â∗ψ∗(q)dq.

Ця рiвнiсть є частковим випадком загального спiввiдношення.

Уведемо транспонований стосовно до Â оператор ˜̂
A такий, що

∫
ψ∗
1(q)Âψ2(q)dq =

∫
ψ2(q)

˜̂
Aψ∗

1(q)dq.

Порiвнюючи з попередньою рiвнiстю, маємо

˜̂
A = Â∗.

Уведемо поняття спряженого оператора Â+ до Â,

Â+ =
˜̂
A

∗
,

або в iнтеґральнiй формi:
∫
ψ∗
1(q)Âψ2(q)dq =

∫
ψ2(q)

(
Â+ψ1(q)

)∗
dq.

Отже, внаслiдок дiйсностi спостережувальних величин, маємо

Â = Â+.

103



Оператори, що задовольняють цю умову, називають самоспряже-
ними, або ермiтовими. В iнтеґральнiй формi умова самоспряже-
ностi може бути записана у виглядi:

∫
ψ∗
1(q)Âψ2(q)dq =

∫
ψ2(q)

(
Âψ1(q)

)∗
dq.

Розгляньмо декiлька прикладiв. Отже, нехай задано оператор
диференцiювання Â = d/dx, знайти Â+.

Знайдiмо спочатку транспонований оператор. Маємо
∫
ϕ1(x)

d

dx
ϕ2(x)dx =

{
iнтеґруємо частинами

}

= −
∫
ϕ2(x)

d

dx
ϕ1(x)dx.

Припускається, що внесок вiд добутку хвильових функцiй на гра-
ницях областi iнтеґрування дорiвнює нулевi (як це було при виве-
деннi виразу для оператора iмпульсу). Отже,

˜( d

dx

)
= − d

dx
,

(
d

dx

)+

=
˜( d

dx

)∗

= − d

dx
.

Таким чином, оператор диференцiювання не є ермiтовим опера-
тором:

(
d

dx

)+

6= d

dx
.

Наступний приклад — оператор iмпульсу. Задано оператор iм-
пульсу

p̂ = −i~ d
dx
,

знайти спряжений оператор.
Маємо

˜̂p = −i~
˜( d

dx

)
= i~

d

dx
, p̂+ = ˜̂p

∗
= −i~ d

dx
;

p̂+ = p̂.
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Отже, оператор iмпульсу є самоспряженим оператором, як i по-
винно бути для фiзичної величини.

Розгляньмо ще так званi оператори породження i знищення.
Цi оператори задаються рiвностями:

b̂+ψN =
√
N + 1ψN+1, b̂ψN =

√
N ψN−1,

де ψN — хвильова функцiя N тотожних частинок, що перебува-
ють в одному й тому ж квантовому станi (наприклад, фотони
в лазерi). Частинки, що описують такими хвильовими функцiя-
ми й операторами, називають бозонами або бозе-частинками. Для
фермi-частинок хвильовi функцiї та оператори породження i зни-
щення є iншими.

Очевидно, що b̂ 6= b̂+, а оператор числа частинок N̂ = b̂+b̂
є ермiтовим: N̂+ = N̂ .

Висновок. З математичної точки зору квантова механiка —
це теорiя лiнiйних операторiв. Спостережувальнi величини пред-
ставляються лiнiйними самоспряженими (ермiтовими) оператора-
ми. Неспостережувальнi процеси (як наприклад, вiртуальне наро-
дження та знищення фотонiв) можуть описуватись i неермiтовими
операторами, однак лiнiйними.

Розглянемо тепер дiї над операторами.
1◦. Сума операторiв:

(Â± B̂)ψ = Âψ ± B̂ψ.

Наприклад,

Â = x, B̂ = p̂ = −i~ d
dx
,

а сума

(αx+ p̂)ψ = αxψ(x) − i~
dψ(x)

dx
, α = const.
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2◦. Добуток.
Розрiзняємо добуток ÂB̂ та B̂Â,

ϕ1 = ÂB̂ψ, ϕ2 = B̂Âψ.

Беручи загалом, ϕ1 6= ϕ2. Наприклад:

xp̂ψ(x) = −i~xdψ(x)
dx

,

p̂xψ(x) = −i~ d
dx

{xψ(x)} = −i~ψ(x) − i~x
dψ(x)

dx
.

Отже, рiзниця

{xp̂− p̂x}ψ(x) = i~ψ(x)

i не дорiвнює нулевi. В операторнiй формi це можна записати як

xp̂− p̂x = i~.

Оператор

[Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â

називають комутатором. Цей вираз називають також комутацiй-
ним, або переставним спiввiдношенням операторiв Â i B̂. Якщо
[Â, B̂] = 0, то кажуть, що оператори комутують (перестав-
ляються).

3◦. Операцiя спряження добутку операторiв.
Розглянемо ряд простих перетворень:
∫
ψ1(q)ÂB̂ψ2(q)dq =

∫
ψ1(q)Âϕ2(q)dq =

∫
ϕ2(q)

˜̂
Aψ1(q)dq,

тут ми ввели позначення ϕ2(q) = B̂ψ2(q). Уведемо далi ϕ1(q) =
˜̂
Aψ1(q) i продовжимо рiвнiсть:
∫
ψ1(q)ÂB̂ψ2(q)dq =

∫
ϕ1(q)ϕ2(q)dq =

∫
ϕ1(q)B̂ψ2(q)dq

=

∫
ψ2(q)

˜̂
Bϕ1(q)dq =

∫
ψ2(q)

˜̂
B
˜̂
Aψ1(q)dq.
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Отже, маємо

˜̂
AB̂ =

˜̂
B
˜̂
A,

(
˜̂
AB̂

)∗
=

˜̂
B

∗ ˜̂
A

∗
,

або остаточно

(ÂB̂)+ = B+A+.

Якщо оператори є самоспряженими, то

(ÂB̂)+ = B̂Â.

Якщо ермiтовi оператори не комутують мiж собою, то їх добуток
не буде ермiтовим. Дiйсно, за означенням самоспряженостi,

(ÂB̂)+ = ÂB̂.

З iншого боку, за означенням спряженостi оператора,

(ÂB̂)+ = B̂+Â+ = B̂Â,

тобто, щоб виконувалась перша рiвнiсть, необхiдно:

ÂB̂ = B̂Â.

4◦. Симетризований добуток ермiтових операторiв.

Для двох ермiтових операторiв симетризований добуток (ÂB̂+

B̂Â)/2 є ермiтовим оператором. Справдi,

1

2
(ÂB̂+B̂Â)+=

1

2
(B̂+Â++Â+B̂+) =

1

2
(B̂Â+ ÂB̂) =

1

2
(ÂB̂ + B̂Â).

5◦. Антисиметричний добуток iз множенням на i.

Оператор i(ÂB̂− B̂Â)/2, що утворений ермiтовими оператора-
ми Â, B̂, також є ермiтовим оператором:

[
i

2
(ÂB̂ − B̂Â)

]+
= − i

2
(B̂Â− ÂB̂) =

i

2
(ÂB̂ − B̂Â).
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6◦. Зображення довiльного оператора лiнiйною комбiнацiєю ер-
мiтових операторiв.

Очевидно:

Â = (Â+ Â+)/2 + i
(
Â− Â+

)
/2i,

i отже,

Â = B̂ + iĈ,

де

B̂ = (Â+ Â+)/2, C = (Â− Â+)/2i

— ермiтовi оператори.
7◦. Обернений оператор Â−1 до оператора Â.
За означенням,

ÂÂ−1 = Â−1Â = 1.

Якщо

Â+ = Â−1,

то такий оператор називають унiтарним оператором. Унiтарний
оператор має важливу властивiсть:

∫
|Âψ(q)|2 dq =

∫
(Âψ(q))∗Âψ(q) dq

=

∫
ψ∗(q)Â+Âψ(q) dq =

∫
|ψ(q)|2 dq,

тобто вiн зберiгає норму хвильової функцiї.
8◦. Функцiя вiд оператора Â.

Пiд функцiєю f(Â) розумiємо розклад функцiї f(x) у ряд Тей-
лора за степенями x iз замiною x на Â:

f(Â) = f(0) + f ′(0)Â +
f ′′(0)
2!

Â2 +
f ′′′(0)
3!

Â3 + . . . .

Як бачимо, це означення вимагає аналiтичностi функцiї f = f(x).
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§ 9. Власнi функцiї i власнi значення операторiв
та їх фiзична iнтерпретацiя

Нехай ми вимiрюємо значення фiзичної величини A для де-
якої квантової системи, стан якої описується хвильовою функцiєю
ψ(q). Поставимо питання: яке значення A ми отримаємо? Загалом
кажучи, воно не збiгається з середнiм значенням

〈A〉 =
∫
ψ∗(q)Âψ(q)dq.

У кожному актi вимiрювання матимемо деякi вiдхилення вiд 〈A〉,
i лише багатократне повторення їх дасть нам iнформацiю про
середнє A. Кiлькiсною характеристикою вiдхилень вимiрюваних
значень A вiд 〈A〉 є середнє квадратичне вiдхилення. Для його
розрахунку введемо оператор вiдхилення A вiд 〈A〉:

∆̂A = Â− 〈Â〉,

так що 〈∆̂A〉 = 0. Середнє квадратичне вiдхилення

〈(∆̂A)2〉 =
∫
ψ∗(q)(∆̂A)2ψ(q)dq =

∫
ψ∗(q)∆̂A∆̂Aψ(q)dq.

Використаємо самоспряженiсть оператора ∆̂A:

〈(∆̂A)2〉 =
∫

(∆̂Aψ(q))(∆̂Aψ(q))∗dq =
∫

|(∆̂Aψ(q))|2dq.

На цей вираз можна мати два погляди. Якщо нам вiдомий стан
ψ(q), то ми можемо обчислити середнє квадратичне вiдхилення
величини A. Ми також можемо знаходити за цiєю формулою такi
невiдомi стани ψ(q), для яких середнє квадратичне вiдхилення
дорiвнює нулевi.

Саме другий погляд i вiдповiсть нам на питання, якi значення
фiзичних величин одержуємо при вимiрюваннях.

Отже, нехай

〈(∆̂A)2〉 = 0

або в явному виглядi:
∫ ∣∣∣(∆̂Aψ(q))

∣∣∣
2
dq = 0.
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Оскiльки пiд iнтеґралом додатна величина, то цю умову можна
записати так:

∆̂Aψ(q) = 0,

або

(Â− 〈Â〉)ψ(q) = 0.

У станi ψ(q), який задовольняє це рiвняння, значення фiзичної ве-
личини A точно дорiвнює своєму середньому значенню 〈Â〉. Тому
надалi будемо опускати символ середнього:

Âψ(q) = Aψ(q).

У загальному випадку це рiвняння має розв’язок не для до-
вiльних значень A, а лише для певних A1, A2, . . . . Сукупнiсть
A1, A2, . . . може утворювати як дискретний ряд значень, так i
неперервний у деякому iнтервалi. Величини A1, A2, . . . назива-
ють власними значеннями оператора Â, а вiдповiднi цим власним
значенням функцiї ψ1(q), ψ2(q), . . . — власними функцiями опе-
ратора Â. Сукупнiсть власних значень оператора Â називають
спектром цього оператора. Таким чином, рiвняння на власнi зна-
чення можна записати у виглядi:

Âψn(q) = Anψn(q),

числа n (це може бути сукупнiсть чисел) називають квантовими
числами.

У деяких випадках одному й тому ж власному значенню An

вiдповiдають декiлька власних функцiй: ψn1, ψn2, . . . , ψns. То-
дi говорять, що це власне значення An є виродженим s-кратно.
Число s може бути й безмежним, тобто маємо безмежнократне
виродження.

Повернемось тепер до вимiрювання фiзичної величини A в ста-
нi ψ(q), який не збiгається з власними функцiями оператора Â.
Якби ψ(q) = ψn(q), то кожне вимiрювання давало б одне й теж
значення An за умови, що пiсля кожного вимiрювання ми поверта-
ємо систему в стан ψn(q). Якщо стан ψ(q) 6= ψn(q), то в кожному
актi вимiрювання ми будемо отримувати, узагалi кажучи, рiзнi
значення. Якi? На це дає вiдповiдь наступний постулат.
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Постулат. Вимiрювання на дослiдi фiзичної величини A, що
характеризується своїм оператором Â, дають значення A1, A2, . . .
iз сукупностi власних значень оператора Â.

Iнакше кажучи, вимiрювання величини A в станi ψ(q) в ко-
жному актi дають рiзнi i, взагалi кажучи, щораз iншi значення,
але кожен раз iз сукупностi A1, A2, . . . i тiльки! Тобто спектр
можливих значень спостережувальних величин збiгається зi спе-
ктром операторiв, що з ними зiставляються.

Саме цим i визначається змiст операторiв у квантовiй механi-
цi. Оператори мають такий змiст, що їхнi власнi значення дають
можливi результати вимiрювань вiдповiдної їм фiзичної величини
в довiльному станi.

Ми вже знайомi з операторами координати, iмпульсу, кiнети-
чної та потенцiальної енерґiй. Легко переконатись, що власною
функцiєю оператора iмпульсу є плоска хвиля де Бройля

ψp(r) = C exp

(
ipr

~

)
.

Справдi, дiючи безпосередньо на неї оператором iмпульсу p̂, тобто
беручи похiднi за координатами, маємо:

p̂ψp(r) = pψp(r).

Ця функцiя також є i власною функцiєю оператора кiнетичної
енерґiї:

p̂2

2m
ψp(r) =

p2

2m
ψp(r),

причому оскiльки власне значення енерґiї не залежить вiд на-
прямку iмпульсу p, то маємо приклад безмежнократного виро-
дження, адже одному значенню p2/2m вiдповiдає безлiч функцiй
ψp(r), що вiдрiзняються лише напрямком вектора p.

Оператор моменту iмпульсу, або моменту кiлькостi руху2, вво-
димо, використовуючи його класичне означення, простою замiною
iмпульсу оператором iмпульсу.

Приклади операторiв фiзичних величин, що дiють на хвильовi
функцiї, якi залежать вiд координат частинки, наведено в таблицi.

2Можливо, що ця друга назва є дещо старомодною, але за своєю iстори-
чною роллю вона варта того, щоб залишити її у вжитку фiзикiв.
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Фiзична величина Оператор

Координата: r; x, y, z. Оператор множення: r; x, y, z.

Iмпульс: p; px, py, pz.
p̂ = −i~∇; p̂x = −i~ ∂

∂x ,

p̂y = −i~ ∂
∂y , p̂z = −i~ ∂

∂z .

Кiнетична енерґiя:

K =
p2

2m
=

p2x
2m

+
p2y
2m

+
p2z
2m

.

K̂ =
p̂2

2m
= −~2∇2

2m
= − ~2

2m
∆ =

− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
.

Потенцiальна енерґiя:

U(r, t) = U(x, y, z, t).

Оператор множення:

U(r, t) = U(x, y, z, t).

Повна енерґiя:

E =
p2

2m
+ U(x, y, z, t).

Оператор Гамiльтона
(гамiльтонiан):

Ĥ = − ~2

2m
∆+ U(x, y, z, t).

Момент кiлькостi руху:

L = [r p] =

∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

x y z

px py pz

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

L̂ = [r p̂] = −i~

∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

x y z

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

Lx = ypz − zpy,
Ly = zpx − xpz,
Lz = xpy − ypx.

L̂x = −i~
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
,

L̂y = −i~
(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
,

L̂z = −i~
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
.
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Якщо арґументом хвильової функцiї є не декартовi координа-
ти (x, y, z), а, наприклад, сферичнi (r, ϑ, ϕ), то для знаходження
вiдповiдних операторiв необхiдно зробити замiну змiнних,





x = r cosϕ sinϑ,

y = r sinϕ sinϑ,

z = r cos ϑ,

i перейти вiд ∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z до ∂/∂r, ∂/∂ϕ, ∂/∂ϑ за загальни-
ми правилами. Знайдемо, наприклад, оператор проекцiї моменту
кiлькостi руху L̂z у сферичних координатах. Маємо:

∂

∂ϕ
=

∂x

∂ϕ

∂

∂x
+
∂y

∂ϕ

∂

∂y
+
∂z

∂ϕ

∂

∂z

= −r sinϕ sin ϑ
∂

∂x
+ r cosϕ sin ϑ

∂

∂y
+ 0

= −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
=

1

−i~ L̂z.

Отже,

L̂z = −i~ ∂

∂ϕ
.

Рiвняння на власнi функцiї та власнi значення для нього

L̂zψ = Lzψ

у сферичних координатах має вигляд:

−i~dψ(ϕ)
dϕ

= Lzψ(ϕ),

де азимутальний кут 0 ≤ ϕ ≤ 2π, а розв’язок

ψ(ϕ) = CeiLzϕ/~.

Власнi значення Lz знаходимо з умови однозначностi хвильової
функцiї ψ(ϕ) = ψ(ϕ+ 2π) :

eiLz2π/~ = 1 або Lz2π/~ = 2πm,
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m = 0,±1,±2, . . . . Отже, власнi значення проекцiї моменту кiль-
костi руху квантуються (правило квантування Бора):

Lz = ~m.

Сталу нормування C = 1/
√
2π знаходимо з умови нормування

2π∫

0

|ψ(ϕ)|2dϕ = 1.

Остаточно

ψ(ϕ) =
1√
2π

eimϕ.

Як здiйснити перехiд до iнших змiнних у загальному випадку,
розглянемо пiзнiше, а зараз обговоримо рiвняння на власнi зна-
чення для оператора координати. Власною функцiєю оператора
координати x̂ = x (беремо одновимiрний випадок) з власним зна-
ченням x′ є дельта-функцiя:

xψx′(x) = x′ψx′(x),

ψx′(x) = δ(x− x′).

Умови нормування для цiєї функцiї випливають з властивостей
дельта-функцiї i за зовнiшнiм записом збiгаються з умовою нор-
мування плоских хвиль у необмеженому об’ємi:

∫
ψ∗
x′′(x)ψx′(x) dx = δ(x′′ − x′),

∫
ψ∗
x′′(x′)ψx′′(x) dx′′ = δ(x′ − x),

а значок комплексного спряження, зрозумiло, не несе тут жодного
навантаження, його присутнiсть — це данина красi запису форму-
ли. Власною функцiєю оператора потенцiальної енерґiї, залежної
вiд координати, також є дельта-функцiя.

Наведемо ще декiлька прикладiв операторiв. Оператор транс-
ляцiї

T̂ = exp

[
i

~
ap̂x

]
, a = const.
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Якщо задана хвильова функцiя ψ = ψ(x), то

T̂ ψ(x) = ψ(x+ a).

Оператор трансляцiї є унiтарним оператором

T̂+ = T̂−1 = exp

[
− i

~
ap̂x

]
.

Оператор стискання

Ŝ = ei(zxp̂+z∗p̂x)/2~,

z — параметр, p̂ = p̂x. Цей оператор також є унiтарним:

Ŝ+ = Ŝ−1 = e−i(zxp̂+z∗p̂x)/2~.

Тому що

zxp̂ + z∗p̂x = zxp̂+ z∗(p̂x− xp̂+ xp̂) = (z + z∗)xp̂− i~z∗,

оператор

Ŝ = ez
∗/2erx

d
dx ,

r = Re z.

Знайдiмо його дiю на хвильову функцiю ψ = ψ(x):

Ŝψ(x) = ez
∗/2erx

d
dxψ(x) =

{
замiна ξ = lnx

}

= ez
∗/2e

r d
dξψ(eξ) = ez

∗/2ψ(eξ+r).

Останню рiвнiсть отримуємо операцiєю трансляцiї в просторi
змiнної ξ. Тобто оператор стискання є оператором трансляцiї в ло-
гарифмiчнiй шкалi. Повертаючись до вихiдних змiнних, одержу-
ємо

Ŝψ(x) = ez
∗/2ψ(xer).

Подiємо оператором стискання на мiнiмiзуючий хвильовий пакет
(див. §7, для спрощення приймаємо, що p0 = 0, x0 = 0)

ψ(x) =
1

(2π〈(∆x)2〉)1/4 e
−x2/4〈(∆x)2〉.
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Отже,

ψs(x) = Ŝψ(x) =
ez

∗/2

(2π〈(∆x)2〉)1/4 e
−x2e2r/4〈(∆x)2〉

або

ψs(x) = e−iImz/2 1

(2π〈(∆x)2〉s)1/4
e−x2/4〈(∆x)2〉s ,

〈(∆x)2〉s = e−2r〈(∆x)2〉.
Ми отримали знову хвильовий пакет, але зi стиснутими в er разiв
лiнiйними розмiрами. Стани ψs(x) називають стиснутими станами
(squeezed states). Звiдси й назва оператора Ŝ.

Оператор iнверсiї

Îψ(x) = ψ(−x).
Очевидно Î+ = Î. Легко також переконатись, що iснує рiвнiсть:

eiαÎψ(x) = ψ(x) cos α+ iψ(−x) sinα.
Ми вже згадували оператори породження b̂+ та знищення b̂

для бозе-частинок, що дiють на ψN :

b̂+ψN =
√
N + 1ψN+1, b̂ψN =

√
N ψN−1,

де N — число частинок, що знаходяться в одному й тому ж кван-
товому станi. Оператор числа частинок

N̂ = b̂+b̂,

N̂ψN = NψN .

Питання однозначного зiставлення з фiзичною величиною f
вiдповiдного оператора f̂ є, загалом кажучи, зовсiм не таким про-
стим. Наприклад, якщо задана класична величина як добуток ка-
нонiчно спряжених величин x та px,

f = x2px,

то “претендентiв” на вiдповiдний оператор є декiлька:

f̂ = x̂2p̂x, f̂ = p̂xx̂
2, f̂ = x̂p̂xx̂.
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Немає загального правила зiставлення оператора з будь-якою
функцiєю фiзичних величин, оператори яких не комутують. Один
iз способiв зiставлення квантовомеханiчних операторiв з класич-
ними динамiчними величинами, який запропонував Г.Вейль, по-
лягає в наступному. Нехай задана класична величина f(x, p) як
функцiя координати x та iмпульсу p. Зобразимо її iнтеґралом
Фур’є

f(x, p) =
1

(2π)2

∫
dq

∫
dk fq,k e

i(kx+qp),

зворотне перетворення

fq,k =

∫
dp

∫
dx f(x, p) e−i(kx+qp).

За правилом Вейля, перехiд вiд f(x, p) до вiдповiдного операто-
ра f̂ досягається замiною iмпульсу p в iнтеґралi Фур’є оператором
iмпульсу p̂ = −i~ d/dx :

f̂ =
1

(2π)2

∫
dq

∫
dk fq,k e

i(kx+qp̂).

Неоднозначнiсть такого квантування очевидна. Можна по-рiзно-
му “розставляти” експоненти пiд знаком iнтеґрала, отримуючи рi-
знi результати3.

Критерiєм будь-яких наших дiй є дослiд, який i тут має ви-
рiшальне слово, якщо ми намагаємось описувати спостережувану
нами дiйснiсть. Спроба нав’язати це правило будь-яким декретом
приведе до суперечностi. В iнших Свiтах дослiд дасть, найiмовiр-
нiше, iнакшi правила, оскiльки явища, що розiгруються в них, є
iншими. А взагалi, важливу роль дослiду, i зокрема у фiзицi, як
спецiально поставленого експерименту, вперше усвiдомив Ґалiлей,
i саме вiд нього фiзика бере свiй початок як наука. Хоча, мабуть,
наш розум знаходить у Природi те, що сам шукає, i змушує Її
вiдповiдати на спецiально поставленi запитання, якi виникають у
нас у трансцендентальному прагненнi встановити певнi закони. . .

3Таке розташовування операторiв помiж собою нагадує операцiю введе-
ння голосних при читаннi стародавнiх рукописiв. Як вiдомо, давнє письмо
не мало голосних — мабуть, для економiї матерiалу. Тому виникає проблема
фактично розшифровування тексту шляхом вставляння знакiв голосних мiж
приголосними. Неоднозначнiсть такої процедури очевидна, якщо зважити на
те, що iнодi такi тексти — це суцiльний ланцюг приголосних.
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Розглянемо ще декiлька прикладiв на комутацiю операторiв.
Ранiше ми показали, що

xp̂x − p̂xx = i~,

а в загальному випадку легко довести, що

xip̂j − p̂jxi = i~δij , i, j = x, y, z,

або

[xi, p̂j] = i~δij .

Це нагадує класичнi дужки Пуассона для канонiчно спряжених
змiнних. Пригадаймо, що класична дужка Пуассона

{f1, f2}кл =

s∑

j=1

(
∂f1
∂qj

∂f2
∂pj

− ∂f1
∂pj

∂f2
∂qj

)
,

де s — число ступенiв вiльностi, а qj, pj — канонiчно спряженi
змiннi. Нехай

f1 = x, f2 = px,

тодi при s = 1, q1 = x, p1 = px маємо

{x, px}кл = 1,

а в загальному випадку

{xi, pj}кл = δij .

Крiм того, очевидно, що

{xi, xj}кл = 0, {pi, pj}кл = 0.

Уведемо ермiтовий оператор — квантовi дужки Пуассона:

{Â, B̂} ≡ ÂB̂ − B̂Â

i~
,

тодi

{x̂i, p̂j} = δij , {x̂i, x̂j} = 0, {p̂i, p̂j} = 0.
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Бачимо повну аналогiю з класичними виразами. Подiбним чином
у цю схему вписуються комутацiйнi спiввiдношення для операто-
рiв L̂i: 




[L̂x, L̂y] = L̂xL̂y − L̂yL̂x = i~L̂z,

[L̂z, L̂x] = i~L̂y,

[L̂y, L̂z] = i~L̂x.

Тобто для квантових дужок Пуассона отримаємо:

{L̂x, L̂y} = L̂z, {L̂z, L̂x} = L̂y, {L̂y, L̂z} = L̂x

— спiввiдношення, аналогiчнi до класичних.
Дужки Пуассона, як класичнi, так i квантовi, задовольняють

тотожнiсть Якобi:

{Â, {B̂, Ĉ}}+ {Ĉ, {Â, B̂}}+ {B̂, {Ĉ, Â}} = 0.

Нарештi, якщо взяти будь-яку функцiю f(x), то

f(x)p̂x − p̂xf(x) = i~
df(x)

dx
,

або

{f(x), p̂x} =
df(x)

dx

— так само, як i в класичнiй механiцi. Пiзнiше буде розкрито глиб-
ший змiст цiєї аналогiї.

Питання однозначностi зiставлення класичнiй функцiї Гамiль-
тонаH = H(q, p) квантово-механiчного оператора Ĥ виникає тодi,
коли кiнетична енерґiя залежить не лише вiд iмпульсу p, а й вiд
координати q. Тодi однiй i тiй же класичнiй функцiї Гамiльтона
вiдповiдатиме не один оператор Ĥ, а декiлька, оскiльки важли-
вим є порядок множникiв, що не комутують мiж собою. Є однак,
виняток, коли можна говорити про однозначне зiставлення кла-
сичнiй механiчнiй системi вiдповiдної їй квантової. Якщо опису-
вати систему в декартових координатах, коли кiнетична енерґiя
представлена сумою квадратiв компонент iмпульса, а потенцiаль-
на енерґiя є функцiєю координат, тодi такої неоднозначностi не
виникає. Отже, декартова система координат є видiленою. На-
слiдком її особливостi є також i те, що вимiрювання iмпульсу до-
зволяє обчислити й кiнетичну енерґiю системи. У криволiнiйних
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координатах, або коли на систему накладено в’язi, такої однозна-
чностi вже немає. Особливу увагу питанню зiставлення класичнiй
функцiї Гамiльтона H = H(q, p) квантово-механiчного оператора
Ĥ придiлив Поль Дiрак в другому виданнi своєї книжки (у ро-
сiйському перекладi 1932 року, [8]). Критерiєм “правильностi ви-
бору” квантового оператора Гамiльтона з розмаїття можливих є
лише дослiд.

Часто i справдi зручнiше працювати не в декартових, а в де-
яких узагальнених координатах. Серед узагальнених координат
також є особливий випадок, коли мiж класичною i квантовою мо-
делями маємо однозначну вiдповiднiсть. У цьому випадку можна
стартувати з функцiї Лаґранжа L = L(q, q̇), в якiй переходимо
до таких узагальнених координат i швидкостей Q, Q̇, щоб кiне-
тична енерґiя в функцiї Лаґранжа L = L(Q, Q̇) була записана
як квадрат узагальненої швидкостi (якщо кiнетична енерґiя була
пропорцiйна квадратовi q̇). Пiсля чого, беручи до уваги, що новий
узагальнений iмпульс P = Q̇ канонiчно спряжений до Q, знахо-
димо класичну функцiю Гамiльтона i вiдповiдний їй оператор Ĥ.
Наголосимо, що висновок щодо справедливостi такого вибору опе-
ратора енерґiї Ĥ може дати лише експеримент.

Нарештi торкнемось питання руху тiл у так званому дефор-
мованому просторi, тобто з деформованими дужками Пуассона.
Для цього розглянемо частинку з координатою q i потенцiальною
енерґiєю U = U(q). Нехай частинка рухається в деякому сере-
довищi так, що її маса є функцiєю координати: m → m/f2, де
f = f(q). Прикладом може слугувати задача про рух електро-
на в наногетеросистемах, тобто структурах, складених з хiмiчно
рiзних шарiв товщиною порядку нанометра (∼ 10 Å), що мають,
наприклад, сферичну або цилiндричну форму (так званi кванто-
вi точки, квантовi дроти). У кожному шарi величина ефективної
маси електрона має, очевидно, рiзнi значення i отже, є функцiєю
координат.

Оператор кiнетичної енерґiї частинки p̂2/2m, де p̂ — оператор
iмпульсу, канонiчно спряжений до q, природно тепер записати так:

(
√
f p̂

√
f)2

2m
=

√
fp̂f p̂

√
f

2m
.

Уведемо оператор

P̂ =
√
fp̂
√
f
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i тодi гамiльтонiан частинки

Ĥ =
P̂ 2

2m
+ U(q)

ззовнi має стандартний вигляд, однак оператори P̂ i q вже не
зображують канонiчно спряжених iмпульсiв та координат (як p̂ i
q), оскiльки їхнiй комутатор не дорiвнює i~. Справдi, тому що q i
f комутують мiж собою, то

qP̂ − P̂ q = q
√
fp̂
√
f −

√
f p̂
√
fq =

√
f(qp̂− p̂q)

√
f = i~f.

Отже, вплив середовища “перекинуто” на комутатор

[q, P̂ ] = i~f.

Можемо говорити про рух частинки у просторi, в якому дужка
Пуассона здеформована функцiєю f .

Якщо деформацiйна функцiя f = f(q), то один iз способiв
переходу вiд класичного гамiльтонiана

H =
f2p2

2m
+ U(q)

до квантового є такий: уводимо новий iмпульс P = fp i нову коор-
динату Q = Q(q) таку, щоб класична дужка Пуассона {Q,P} = 1,
тобто щоб f dQ/dq = 1 або Q =

∫
dq/f + const i звiдси знаходимо

q = q(Q). В результатi отримаємо гамiльтонiан у нових канонiчно
спряжених змiнних i оператор

Ĥ =
P̂ 2

2m
+ U(q → q(Q)).

У загальному випадку можна задавати деформацiйну фун-
кцiю, яка залежатиме як вiд q, так i вiд P̂ , f = f(q, P̂ ). Зрозумiло,
що тепер повернення до опису в канонiчно-спряжених змiнних є
аж нiяк не тривiальним, якщо взагалi воно можливе. Отже, ми
приходимо до принципово iншого як квантового, так i класично-
го опису фiзичних явищ у некомутативному просторi, iдея якого
належить В. Гайзенберґовi i пiдхоплена Р. Паєрлсом, В. Паулi,
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Р. Оппенгаймером, Г. Снайдером (який опублiкував статтю пiд
назвою “Квантований простiр-час”: Phys. Rev. 71, 38 (1947)) та
вiдновлена пiзнiше, зокрема в теорiї струн.

Приклад 1. Циклоїдальний маятник
Записати оператор Гамiльтона частинки маси m, що рухається по цикло-

їдi у вертикальнiй площинi в однорiдному полi тяжiння напруженостi g:

x = a(ϕ+ sinϕ), y = a(1− cosϕ), −π ≤ ϕ ≤ π,

a — радiус кола, що творить циклоїду (довiльна точка на периметрi кола, яке
котиться по прямiй лiнiї, описує циклоїду), ϕ — кут повороту центра кола
вiдносно осi y.

Функцiя Лаґранжа частинки

L =
m

2
(ẋ2 + ẏ2)−mgy = 2ma2ϕ̇2 cos2

ϕ

2
− 2mga sin2 ϕ

2
.

За означенням, iмпульс pϕ, спряжений до координати ϕ, дорiвнює pϕ =
4ma2ϕ̇ cos2 ϕ

2
. Природно за узагальнену координату Q вибрати дугу цикло-

їди, вiдраховуючи її вiд початку координат

Q = 4a sin
ϕ

2
, −4a ≤ Q ≤ 4a.

Тепер функцiя Лаґранжа

L =
mQ̇2

2
− mω2

2
Q2.

Канонiчно cпряжений до Q узагальнений iмпульс

P = mQ̇ =
pϕ
2a

cos
ϕ

2
.

Як бачимо, класичний рух частинки — це iзохроннi коливання з частотою ω =√
g/4a (при будь-якому початковому вiдхиленнi Q < 4a частинка скочується

в найнижче положення за той самий час). Класичний гамiльтонiан

H =
p2ϕ

8ma2 cos2 ϕ
2

+ 2mga sin2 ϕ

2
=
P 2

2m
+
mω2

2
Q2.

Для зiставлення з класичною функцiєю Гамiльтона H вiдповiдного їй
оператора Ĥ уводимо оператор iмпульсу P → P̂ :

Ĥ =
P̂ 2

2m
+
mω2

2
Q2,

Запишiмо оператор P̂ через оператор p̂ϕ = −i~d/dϕ, попередньо симетризу-
вавши класичний вираз для P :

P̂ =
1√

2a cos ϕ
2

p̂ϕ
1√

2a cos ϕ
2

.

122



Зауважимо, що класична дужка Пуассона {Q,P} = 1. Легко переконати-
ся прямим обчисленням, що комутатор [Q, P̂ ] = i~, i отже, квантова дужка
Пуассона також дорiвнює одиницi. Iз класичним узагальненим iмпульсом P

можна також зiставити оператор iмпульсу P̂ у виглядi такої пiвсуми:

P̂ =
1

4a

(
p̂ϕ

1

cos ϕ
2

+
1

cos ϕ
2

p̂ϕ

)
.

Елементарнi обчислення показують, що комутатор мiж Q i цим оператором
P̂ також дорiвнює i~. Звiдси випливає, що неоднозначнiсть зiставлення з кла-
сичним iмпульсом P̂ не змiнює спектра власних значень гамiльтонiана Ĥ.

Цiкава iсторiя циклоїдального маятника. Й. Бернуллi 1696 року звернувся
листом до математикiв, у якому запропонував їхнiй увазi задачу про брахi-
стохрону — криву, рухаючись по якiй, частинка в полi тяжiння якнайшвидше
скотиться з однiєї заданої точки в iншу. Розв’язок цiєї задачi дали Й. Бер-
нуллi, Я. Бернуллi, Ґ. Ляйбнiц, I. Ньютон i Ґ. Лопiталь — брахiстохроною
виявилася циклоїда.

Приклад 2. Гамiльтонiан чорної дiри. Задано класичну функцiю Гамiль-
тона (у знерозмiрених величинах) H = p2/2q + q/2, де канонiчно спряженi
iмпульс p i координата q змiнюються в таких межах: −∞ < p < ∞, q > 0.
Такий гамiльтонiан виникає при описi динамiки чорної дiри в метрицi Швар-
цшiльда4. Причому H має змiст шварцшiльдiвської маси, а величина q — це
радiус кривизни. Усi величини вимiрюються за фундаментальною шкалою:
планкiвськi довжина

√
~G/c3 i маса

√
~c/G. Знайти оператор Гамiльтона Ĥ.

Як бачимо, маємо неоднозначний вибiр з розташуванням у першому до-
данку H операторiв координати та iмпульсу. Щоб зафiксувати певний вибiр,
уведiмо новий iмпульс P = p/

√
q. Канонiчно спряжену координату Q знайде-

мо з умови рiвностi одиницi класичної дужки Пуассона:

dQ

dq

1√
q
= 1.

Розв’язок цього рiвняння Q = 2q3/2/3, i в нових змiнних класична функцiя
Гамiльтона

H =
P 2

2
+

1

2

(
3

2

)2/3

Q2/3,

а вiдповiдний квантовий гамiльтонiан

Ĥ =
P̂ 2

2
+

1

2

(
3

2

)2/3

Q2/3, Q > 0,

причому P̂ = (q−1/2p̂+ p̂q−1/2)/2, а комутатор [Q, P̂ ] = i~.
Вибiр оператора P̂ , очевидно, є неоднозначним. Наприклад, можна взя-

ти P̂ = q−1/4p̂q−1/4, однак це не впливає на власнi значення оператора Ĥ,

4K. V. Kuchař, Phys. Rev. D 50, No. 6, 3961 (1994); J. Louko, Phys. Rev. D
54, No. 8, 4982 (1996).
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оскiльки комутатор мiж Q i P̂ залишається незмiнним. Фактично певний ви-
бiр розташування операторiв q i p̂ в гамiльтонiанi Ĥ ми фiксуємо тим, що
оператор кiнетичної енерґiї зображуємо як квадрат iмпульсу P̂ .

Приклад 3. Класичний опис частинки задає функцiя Лаґранжа (у знеро-
змiрених одиницях) L = ẋ2/x− x, x > 0. Знайти оператор Гамiльтона.

За означенням, iмпульс частинки p = ∂L/∂ẋ = 2ẋ/x i класична функцiя
Гамiльтона H = ẋp − L = xp2/4 + x. При переходi вiд класичних величин
x, p до операторiв маємо в першому доданку H неоднозначнiсть у їх розташу-
ваннi. Перейдiмо до нових канонiчно спряжених координат й iмпульсiв Q,P ,
приймаючи новий iмпульс таким, що

H = P 2/2 + x,

тобто P = p
√
x/2, а координату Q = Q(x) вибираємо так, щоб класична

дужка Пуассона {Q,P} = 1:
√
x

2

dQ

dx
= 1,

звiдси Q = 2
√
2x, Q ≥ 0. У нових змiнних класична функцiя Гамiльтона

H =
P 2

2
+
Q2

8

i вiдповiдний квантовий оператор

Ĥ =
P̂ 2

2
+
ω2Q2

2
, ω = 1/2

описують “обрiзаний” (Q ≥ 0) гармонiчний осцилятор. Оператор iмпульсу мо-
жна вибрати рiвним P̂ = (p̂

√
x +

√
xp̂)/2

√
2 або P̂ = x1/4p̂x1/4/

√
2, причому

легко перевiрити, що в обох випадках комутатор [Q̂, P̂ ] = i~. Ця неоднозна-
чнiсть у виборi P̂ не впливає на спектр власних значень оператора Ĥ.

Зауважимо, що перiодичний рух частинки видно з розв’язку класичних
рiвнянь руху, x = 1 + sin t (з початковими умовами x = ẋ = 1 при t = 0).

Приклад 4. Астроїдальний маятник.
Записати оператор Гамiльтона частинки маси m, що рухається в одно-

рiдному полi тяжiння напруженостi g по астроїдi: x = a sin3 θ, y = a cos3 θ,
0 ≤ θ ≤ π/2, параметр a > 0.

Функцiя Лаґранжа L = m
2
(ẋ2+ ẏ2)−mgy = m

2

(
3
2
a
)2
θ̇2 sin2 2θ−mga cos3 θ.

Зручно вибрати за узагальнену координату Q дугу астроїди (вiдраховуючи її
довжину вiд кiнця):

Q =
3

2
a cos2 θ.

Тепер функцiя Лаґранжа

L =
m

2
Q̇2 − αQ3/2, α =

(
2

3

)3/2
mg√
a
.
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Беручи до уваги, що узагальнений iмпульс P = mQ̇, легко знаходимо класи-
чну функцiю Гамiльтона i вiдповiдний їй оператор

Ĥ =
P̂ 2

2m
+ αQ3/2, 0 ≤ Q ≤ 3

2
a,

причому очевидно, що [Q, P̂ ] = i~.

§ 10. Властивостi власних функцiй i власних значень
ермiтових операторiв

Нехай задано самоспряжений оператор Â, що вiдповiдає фi-
зичнiй величинi A, яка набуває значення A1, A2, . . . , An, . . . у ста-
нах ψ1(q), ψ2(q), . . . , ψn(q), . . ., якi своєю чергою визначаються
з рiвняння на власнi значення для оператора Â. Сформулюймо
деякi властивостi An i ψn(q) у виглядi тверджень, якi фактично є
теоремами.

Твердження 1. Власнi значення ермiтових операторiв є дiйсни-
ми.

Це випливає iз самого означення, оскiльки так ми вводили опе-
ратори фiзичних величин. Справдi, маємо

Âψn(q) = Anψn(q),

далi здiйснiмо операцiю комплексного спряження цього рiвняння:

Â∗ψ∗
n(q) = A∗

nψ
∗
n(q).

Помножмо перше рiвняння на ψ∗
n, а друге — на ψn, проiнтеґруймо

за q i вiзьмiмо рiзницю (залежнiсть вiд q будемо виписувати явно
лише там, де це дiйсно потрiбно):
∫
ψ∗
n(q)Âψn(q)dq −

∫
ψn(q)Â

∗ψ∗
n(q)dq = (An −A∗

n)

∫
|ψn(q)|2dq.

Оскiльки ∫
|ψn(q)|2dq 6= 0,

то
An = A∗

n.
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Ця рiвнiсть має силу як для дискретного, так i для неперервного
спектрiв значень величини A.

Твердження 2. Власнi функцiї ермiтового оператора, що вiдпо-
вiдають рiзним власним значенням, є ортогональними мiж собою:

∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq = δn,m.

Розглянемо спочатку дискретний невироджений спектр опера-
тора Â:

Âψn = Anψn,

Âψm = Amψm,

Â∗ψ∗
n = Anψ

∗
n.

Друге рiвняння множимо на ψ∗
n, третє — на ψm(q), iнтеґруємо за q

i беремо рiзницю:
∫
ψ∗
n(q)Âψm(q)dq −

∫
ψm(q)Â∗ψ∗

n(q)dq = (Am −An)

∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq.

(Am −An)

∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq = 0.

Якщо Am 6= An, то
∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq = 0.

Якщо Am = An, m = n, то отримуємо умову нормування
∫

|ψn(q)|2dq = 1.

Отже, у загальному випадку
∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq = δn,m

— умова ортогональностi. Ми вже мали такi умови для хвильових
функцiй вiльної частинки.
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Нехай тепер маємо випадок виродженого дискретного спектра.
Отже,

Âϕnα(q) = Anϕnα(q),

тобто значенню An при s-кратному виродженнi вiдповiдають s
функцiй ϕn1(q), ϕn2(q), . . . , ϕns(q).

Утворимо лiнiйну комбiнацiю

ψnβ(q) =
∑

α

Cαβϕnα(q), α = 1, . . . , s,

яка своєю чергою є власною функцiєю оператора Â, що вiдповiдає
власному значенню An. Коефiцiєнти Cαβ пiдберемо так, щоб новi
функцiї ψnβ(q) були ортонормованими:

∫
ψ∗
nβ′(q)ψnβ(q)dq = δβ′,β

— ця умова задає систему рiвнянь, з якої визначаємо коефiцiєнти
Cαβ.

Процедура ортогоналiзацiї для виродженого випадку є неодно-
значною. Справдi, замiсть набору функцiй ψnβ, вiзьмемо iнший

ψ′
nγ =

∑

β

aγβψnβ.

Далi
∫
ψ′∗
nγ′(q)ψ′

nγ(q)dq=
∑

β′

∑

β

a∗γ′β′aγβ

∫
ψ∗
nβ′(q)ψnβ(q)dq=

∑

β

a∗γ′βaγβ.

Якщо пiдiбрати коефiцiєнти так, щоб (унiтарне перетворення)

∑

β

a∗γ′βaγβ = δγ′,γ ,

то новi функцiї ψ′
nγ(q) також будуть задовольняти умову ортого-

нальностi. Отже, у випадку виродженого спектра хвильовi фун-
кцiї визначаються з точнiстю до унiтарного перетворення.
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Таким чином, якщо пiд iндексом n розумiти складний iндекс
(n, α), то умову ортогональностi пишемо у виглядi

∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq = δn,m.

Перейдемо до неперервного спектра,

ÂψA(q) = AψA(q),

A — неперервна величина. Умова ортогональностi записується за
допомогою δ-функцiї:

∫
ψ∗
A(q)ψA′(q)dq = δ(A−A′)

— цю умову ми також уже мали для хвильових функцiй вiльної
частинки, що рухається в необмеженому об’ємi простору.

Твердження 3. Власнi функцiї ермiтових операторiв утворю-
ють замкнену систему функцiй.

Означення замкненостi: нехай ми маємо систему (набiр) функ-
цiй ψ1(q), ψ2(q), . . . , ψN (q). Вiзьмiмо довiльну функцiю ψ(q) i
спробуймо представити її у виглядi

ψ(q) =
N ′∑

n=1

Cnψn(q) +RN ′(q),

де ψn(q) — власнi функцiї ермiтового оператора. Система {ψn(q)}
називається замкненою, якщо

lim
N ′→N

∫
|RN ′(q)|2dq = lim

N ′→N

∫ ∣∣∣∣∣ψ(q)−
N ′∑

n=1

Cnψn(q)

∣∣∣∣∣

2

dq = 0,

або, iншими словами, коли виконується рiвнiсть

ψ(q) =

N∑

n=1

Cnψn(q),

причому N може бути як скiнченним числом, так i безмежним.
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Розгляньмо ще iншу форму запису умови замкненостi:

∫
|RN (q)|2dq =

∫
|ψ(q)|2dq −

N∑

n=1

Cn

∫
ψ∗(q)ψn(q)dq

−
N∑

n=1

C∗
n

∫
ψ∗
n(q)ψ(q)dq +

N∑

n=1

N∑

m=1

C∗
nCm

∫
ψ∗
n(q)ψm(q)dq.

Будемо вимагати, щоб
∫

|RN (q)|2dq = min,

а це означає, що
δ

δCn

∫
|RN (q)|2dq = 0,

звiдки

−
∫
ψ∗(q)ψn(q)dq + C∗

n = 0,

тобто коефiцiєнти, що реалiзують мiнiмум величини
∫
|RN |2dq:

Cn =

∫
ψ∗
n(q)ψ(q)dq.

Таким чином, при так пiдiбраних коефiцiєнтах

∫
|RN (q)|2dq =

∫
|ψ(q)|2dq −

N∑

n=1

|Cn|2.

Отже, умову замкненостi запишемо так (рiвнiсть Парсеваля):

∫
|ψ(q)|2dq =

N∑

n=1

|Cn|2.

Систему функцiй {ψn(q)}, що задовольняють цю умову, назива-
ють повною системою функцiй.

Назва “замкнена система функцiй” походить вiд того, що до
сукупностi {. . . , ψn(q), . . .} вже не можна “пiд’єднати” ще одну
функцiю, яка була б ортогональною до всiх ψn(q). Це можливо
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лише, коли всi Cn = 0, тобто “пiд’єднана” функцiя ψ(q) = 0 для
всiх q.

Ми приймемо сформульоване вище твердження 3 без доведе-
ння. Воно означає, що довiльну функцiю ψ(q) можна розкласти в
ряд за власними функцiями ермiтового оператора:

ψ(q) =
∑

n

Cnψn(q),

де коефiцiєнти розкладу

Cn =

∫
ψ∗
n(q)ψ(q)dq.

Якщо значок n приймає й неперервнi значення, то пiд сумою за n
слiд розумiти як пiдсумовування, так й iнтеґрування. Такий роз-
клад ми вже мали: це був ряд Фур’є, тобто розклад у ряд за вла-
сними функцiями оператора iмпульсу, якi є нiчим iншим, як хви-
лями де Бройля.

Твердження 4. Власна функцiя ψ0 = ψ0(q), яка вiдповiдає най-
нижчому власному значенню оператора, не перетворюється в нуль
при жодних значеннях координати q (кажуть, що функцiя не має
вузлiв).

Рис. 16. Хвильовi функцiї основного ψ0 та першого збудженого ψ1

станiв.

Зауваження:

1◦. Це твердження, загалом кажучи, правильне лише для хви-
льової функцiї однiєї частинки.
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2◦. Якщо рух вiдбувається в обмеженiй областi простору, то на
границi ψ0(q) = 0. Отже, мова йде про нулi функцiї всере-
динi областi.

3◦. Тому що ψ0 не змiнює знака, її можна вибрати дiйсною й
додатною, ψ0 = ψ∗

0 ≥ 0.

4◦. Найнижче власне значення оператора є невиродженим.

Справдi, якщо є двi функцiї ψ′
0, ψ

′′
0 , то ψ0 = C1ψ

′
0 + C2ψ

′′
0

також є власною функцiєю з тим самим власним значенням.
Пiдбираючи C1, C2, можна знайти точку q, де ψ0 = 0, що
суперечить твердженню 4.

5◦. Хвильовi функцiї вищих, як кажуть, збуджених станiв обо-
в’язково мають вузли. Це випливає з умови ортогональностi

∫
ψ0(q)ψ1(q)dq = 0.

Справдi, функцiя ψ1 мусить змiнювати знак, щоб “занулити”
iнтеґрал, а це означає, що вона обертається в нуль усерединi
областi змiни q. Це твердження неважко перевiрити на си-
стемi плоских хвиль. Для комплексної функцiї вузли мають
її дiйсна й уявна частини.

§ 11. Спiввiдношення невизначеностей для фiзичних
величин, що представляються некомутуючими операторами

Твердження. Якщо два оператори мають спiльну систему вла-
сних функцiй, то вони комутують мiж собою (необхiдна й доста-
тня умова).

Розгляньмо оператори Â, B̂, власна функцiя яких ψA,B(q),
а власнi значення вiдповiдно A та B. Отже,

ÂψA,B(q) = AψA,B(q),

B̂ψA,B(q) = BψA,B(q).

Довiльна функцiя ψ(q) може бути представлена рядом

ψ(q) =
∑

A,B

C(A,B)ψA,B(q).
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Подiємо на цю функцiю комутатором

(ÂB̂ − B̂Â)ψ(q) =
∑

A,B

C(A,B)(ÂB̂ − B̂Â)ψA,B(q)

=
∑

A,B

C(A,B)(AB −BA)ψA,B(q) = 0.

Таким чином,
ÂB̂ − B̂Â = 0.

Якщо два оператори Â та B̂ комутують мiж собою, то вони
мають спiльну систему власних функцiй. Доведемо це.

Нехай

ÂψA = AψA,

B̂ϕB = BϕB .

Розкладаємо функцiю ψA в ряд за ϕB ,

ψA =
∑

B

C(B)ϕB,

i подiємо на неї оператором Âf(B̂), де f — довiльна функцiя.
Отже,

Âf(B̂)ψA = Â
∑

B

C(B)f(B̂)ϕB = Â
∑

B

C(B)f(B)ϕB.

З iншого боку,

f(B̂)ÂψA = f(B̂)AψA = A
∑

B

C(B)f(B̂)ϕB = A
∑

B

C(B)f(B)ϕB .

Однак цi два вирази рiвнi мiж собою, оскiльки оператори Â та B̂
комутують мiж собою i з цього випливає, що

Âf(B̂)− f(B̂)Â = 0.

Отже,
Â
∑

B

C(B)f(B)ϕB = A
∑

B

C(B)f(B)ϕB
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або ∑

B

f(B)C(B)[ÂϕB −AϕB ] = 0.

Унаслiдок довiльностi функцiї f(B) знаходимо, що

ÂϕB = AϕB ,

тобто ϕB є також власною функцiєю оператора A, що й потрiбно
було довести.

Отже, якщо два оператори Â, B̂ мають спiльну систему вла-
сних функцiй ψA,B(q), то в станах, що описують цi функцiї, вiдпо-
вiднi фiзичнi величини мають точнi значення A, B. Тобто, якщо
вимiрюємо величину A, то одержуємо значення A, у цьому ж станi
вимiрювання величини B дає значення B. Тому ми можемо одно-
часно вимiрювати значення фiзичних величин, якщо оператори
цих величин комутують мiж собою.

А якщо не комутують? Тодi

ÂψA(q) = AψA(q),

але
B̂ψA(q) = ϕ(q),

причому ϕ(q) 6= λψA(q), тобто величина B не має певного значе-
ння в станi ψA(q), у якому фiзична величина A має значення A.
Ми можемо говорити лише про середнє значення в цьому станi:

〈B〉 =
∫
ψ∗
A(q)B̂ψA(q)dq.

Перейдемо до кiлькiсної характеристики невизначеностей фiзи-
чних величин, оператори яких не комутують.

Нехай задано стан ψ(q), нехай далi комутатор

ÂB̂ − B̂Â = iĈ,

де очевидно Ĉ — ермiтовий оператор. Нагадаймо, що, за умовою,
оператори Â та B̂ є ермiтовими. Уведемо середнi:

〈Â〉 =
∫
ψ∗(q)Âψ(q)dq,
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〈B̂〉 =
∫
ψ∗(q)B̂ψ(q)dq.

Визначимо оператори вiдхилень:

∆̂A = Â− 〈Â〉, ∆̂B = B̂ − 〈B̂〉.

Розглянемо величину

I(α) =

∫ ∣∣∣(∆̂A− αi∆̂B)ψ(q)
∣∣∣
2
dq ≥ 0,

α — дiйсний параметр.
Використовуючи ермiтовiсть операторiв Â, B̂, маємо

I(α) =

∫ [
(∆̂A

∗
+ iα∆̂B

∗
)ψ∗(q)

]
(∆̂A− iα∆̂B)ψ(q)dq

=

∫
ψ∗(q)(∆̂A+ iα∆̂B)(∆̂A− iα∆̂B)ψ(q)dq

= 〈(∆̂A)2〉+ α2〈(∆̂B)2〉+ iα〈∆̂B∆̂A− ∆̂A∆̂B〉,

I(α) = 〈(∆̂A)2〉+ α2〈(∆̂B)2〉+ α〈Ĉ〉.

Ми скористались тут тим, що

∆̂A∆̂B − ∆̂B∆̂A = ÂB̂ − B̂Â = iĈ.

Знайдемо таке значення α, яке приносить мiнiмум функцiї I(α):

I(α) = min

за умови
dI(α)

dα
= 0,

яка дає
2α〈(∆̂B)2〉+ 〈Ĉ〉 = 0,

α = −1

2
〈Ĉ〉/〈(∆̂B)2〉.
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Тепер маємо

Imin = 〈(∆̂A)2〉 − 1

4
〈Ĉ〉2/〈(∆̂B)2〉 ≥ 0.

Отже, остаточно

〈(∆̂A)2〉〈(∆̂B)2〉 ≥ 〈Ĉ〉2
4

.

Ми отримали узагальнене спiввiдношення невизначеностей. З
нього, як частковий випадок, випливають спiввiдношення Гайзен-
берґа для координати й iмпульсу, якi ми одержали ранiше :

Â = x̂, B̂ = p̂, Ĉ = ~,

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 ≥ ~2

4
.

Тепер можна також записати подiбнi спiввiдношення i для iн-
ших операторiв, наприклад, для компонент оператора моменту
iмпульсу:

Â = L̂x, B̂ = L̂y, Ĉ = ~L̂z.

Тому остаточно

〈(∆̂Lx)
2〉〈(∆̂Ly)

2〉 ≥ ~2

4

〈
L̂z

〉2
.

Звiдси робимо висновок, що x та y компоненти моменту кiль-
костi руху не мають певного значення у станi, у якому Lz-ком-
понента набуває певного значення. Якщо усереднення йде за вла-
сними функцiями оператора L̂z, то, як ми знаємо, 〈L̂z〉 = ~m,
де m = 0, ±1, ±2, . . . i отже,

〈(∆̂Lx)
2〉〈(∆̂Ly)

2〉 ≥ ~4

4
m2.

При m = 0 маємо тривiальну нерiвнiсть

〈(∆̂Lx)
2〉〈(∆̂Ly)

2〉 ≥ 0.
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Оскiльки всi компоненти оператора L̂ є рiвноправними, то ця рiв-
нiсть виконується ще для двох пар операторiв L̂x, L̂z та L̂y, L̂z. От-
же, компоненти моменту кiлькостi руху не можна вимiряти одно-
часно, за винятком випадку, коли всi вони мають нульовi значен-
ня.

Одночасне точне вимiрювання фiзичних величин класу A
та B, оператори яких не комутують, неможливе. Точне вимiрюва-
ння величин A на певнiй експериментальнiй установцi позбавляє
нас iнформацiї щодо величин B. Однак вимiр рiзних фiзичних ве-
личин A та B на рiзних експериментальних установках дає нам
повнiшу взаємодоповнювальну iнформацiю про властивостi кван-
тових систем. У цьому й полягає змiст так званого принципу до-
повнювальностi Бора, що “узаконює” неможливiсть опису явищ
атомних масштабiв з тiєю повнотою, якої вимагає класична меха-
нiка з її лапласiвським детермiнiзмом. Ще раз пiдкреслимо, що
мова йде не стiльки про вимiрювання фiзичних величин, скiль-
ки про одночасне застосування самих цих понять до опису явищ
мiкросвiту.

Скажемо декiлька слiв про вимiрювання енерґiї. У релятивiст-
ськiй механiцi 4-вимiрному простору координат i часу вiдповiд-
ає спряжений до нього 4-вектор “енерґiї–iмпульсу”. Тому повиннi
iснувати, згiдно з вимогами принципу вiдносностi, спiввiдношен-
ня невизначеностей для енерґiї й часу, подiбно до спiввiдношень
Гайзенберґа для iмпульсу та координати:

∆E∆t & ~.

Однак iнтерпретацiя цього спiввiдношення iнша. Iдеться про
те, що для вимiрювання енерґiї з точнiстю ∆E необхiдний певний
час ∆t ≥ ~/∆E. Так само, як немає сенсу говорити про вимiрюва-
ння в певний момент часу частоти коливного процесу, не можна
говорити про вимiрювання енерґiї в певний момент часу.

Як випливає з виразу для I(α), стан ψ(q), для якого

(∆̂A− iα∆̂B)ψ(q) = 0,

тобто такий, що задовольняє рiвняння
{
∆̂A+ i

〈Ĉ〉
2〈(∆̂B)2〉

∆̂B

}
ψ(q) = 0,
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дає знак рiвностi у спiввiдношеннi невизначеностей. Розв’язок
цього рiвняння для iмпульсу й координати дає “мiнiмiзуючий па-
кет”. Це рiвняння можна розглядати як рiвняння на власнi значе-
ння для оператора

f̂ = Â+ i
〈Ĉ〉

2〈(∆̂B)2〉
B̂.

Власнi значення f̂ є комплексними, оскiльки цей оператор неермi-
товий. Власнi стани цього оператора називають когерентними ста-
нами. Вони були розглянутi ще в перших роботах Е.Шрединґера.
Назва прийшла з праць Р. Ґлаубера5 1960-х рокiв, присвячених
дослiдженню когерентних джерел свiтла за допомогою таких
станiв.

§ 12. Рiзнi представлення станiв квантових систем.
Бра- i кет-вектори

Нехай нам задана фiзична величина A. Для знаходження мож-
ливих результатiв вимiрювань A1, A2, . . . цiєї величини необхiдно
розв’язати рiвняння на власнi значення:

Âψn(q) = Anψn(q).

Поставимо питання: якщо нам задано довiльний стан ψ(q), то яка
ймовiрнiсть того, що в результатi вимiрювання величини A ми
отримаємо значення An?

Для того, щоб вiдповiсти на це питання, обчислимо середнє

〈A〉 =
∫
ψ∗(q)Âψ(q)dq.

Система функцiй ψn(q) є повною:

ψ(q) =
∑

n

Cnψn(q),

5За внесок у квантову теорiю оптичної когерентностi Р. Ґлауберу прису-
джено Нобелiвську премiю 2005 року.
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тому

〈A〉 =
∑

m

∑

n

C∗
mCn

∫
ψ∗
m(q)Âψn(q)dq

=
∑

m

∑

n

C∗
mCnAn

∫
ψ∗
m(q)ψn(q)dq

=
∑

m

∑

n

C∗
mCnAnδmn =

∑

n

|Cn|2An.

Таким чином,
〈A〉 =

∑

n

|Cn|2An.

Свiй внесок у середнє значення 〈A〉 величина An дає з вагою |Cn|2.
Крiм того, з умови повноти

∑
n |Cn|2 = 1. Отже, |Cn|2 дорiвнює

ймовiрностi реалiзацiї значення An при вимiрюваннi фiзичної ве-
личини A в станi ψ(q).

Таким чином, маючи, завдяки повнотi системи функцiї
{. . . , ψn(q), . . .}, взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж ψ(q) та Cn,
можемо говорити, що числа Cn є повноважними представниками
хвильової функцiї ψ(q). Iнакше кажучи, Cn — це хвильова фун-
кцiя частинки, яка описує той самий стан, що й ψ(q), однак зале-
жить вiд змiнних n. Отже, змiнними, вiд яких залежить хвильова
функцiя, можуть бути значення довiльних фiзичних величин.

Розглянемо це питання докладнiше з огляду на його важ-
ливiсть. Конкретизуємо стан ψ(q). Отже, задано двi фiзичнi ве-
личини A i B. Нехай далi

ÂψA(q) = AψA(q), B̂ϕB(q) = BϕB(q).

Вiзьмемо стан ψA(q), у якому величина A має значення A. Яка
ймовiрнiсть того, що в цьому станi величина B набуває значен-
ня B? Для цього стан ψA(q) розкладемо в ряд за ϕB(q):

ψA(q) =
∑

B

CBAϕB(q), CBA =

∫
ϕ∗
B(q)ψA(q)dq.

Величина CBA — представник ψA(q), отже, це i є хвильова фун-
кцiя, яка залежить вiд змiнних B, тобто CBA дорiвнює амплiтудi
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ймовiрностi того, що фiзична величина B набуває значення B,
якщо фiзична величина A точно має значення A.

Мовою, якою ми писали ранiше, ця хвильова функцiя

χA(B) ≡ CBA,

де A називають “iндекс стану”, тобто це сукупнiсть квантових чи-
сел, що описують стан системи; B — це “iндекс представлення”:
сукупнiсть змiнних, вiд яких залежить хвильова функцiя. Як A,
так i B можуть бути багатовимiрними. Щодо термiнологiї, то ми
вживатимемо замiсть “представлення” також еквiвалентний тер-
мiн “зображення”6.

Якщо нас цiкавить iмовiрнiсть реалiзацiї величини A, коли си-
стема перебуває в станi ϕB(q), то робимо розклад навпаки:

ϕB(q) =
∑

A

C ′
ABψA(q), C ′

AB =

∫
ψ∗
A(q)ϕB(q)dq.

Очевидно, що представник хвильової функцiї ϕB(q)

C ′
AB = C∗

BA.

Наприклад,

ψp(x) =
1√
L
eipx/~

6Нам видається, що рiвноправне вживання цих двох термiнiв є виправда-
ним i збагачує нашу мову, оскiльки, з одного боку, коефiцiєнт розкладу Cn

хвильової функцiї ψ за базисом ψn є її представником або репрезентантом
(саме цей термiн i увiв до вжитку автор теорiї представлень П. А. М. Дiрак)
i має властивостi, що точно вiдповiдають властивостям ψ. З iншого боку, мо-
жна говорити, що величини Cn зображують хвильову функцiю ψ на iншому
тлi, тобто в n-просторi. Хоча термiн “зображення” з огляду на його багато-
значнiсть може творити в нашiй уявi образи, далекi вiд цiєї теми.

Тут доречно навести слова Iвана Франка з його працi “Iз секретiв поетичної
творчостi” щодо мови вченого, яка не повинна викликати поетичних навiю-
вань та неоднозначностей: “. . . чим докладнiша, доказнiша має бути наука,
тим сильнiше мусить учений боротися з сею поетичною сугестiєю, отже, по-
перед усього з мовою, — вiдси йде, напр., конечнiсть витворювати наукову
термiнологiю, звичайно, дику, варварську в очах фiлолога, або звичай ужи-
вати для такої термiнологiї чужих слiв, вiдiрваних вiд живого зв’язку тої
мови, в яку їх вплетено, — на те, щоби не збуджували нiяких побiчних обра-
зiв в уявi”. (I. Франко. Зiбрання творiв у 50-и томах. К.: Наук. думка, 1981.—
Т. 31.— С. 47).
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— амплiтуда ймовiрностi знаходження частинки в точцi x, якщо
вона має iмпульс p, а

ψ∗
p(x) = ϕx(p) =

1√
L
e−ipx/~

— амплiтуда ймовiрностi того, що частинка має значення iмпульсу
p, якщо вона знаходиться в точцi x.

Як бачимо, роль змiнних i роль квантових чисел є рiвноправ-
ними, тобто байдуже, у якому представленнi ми працюємо.

Якщо ми пишемо ψn(q), то пiд змiнною q будемо розумiти до-
вiльну змiнну, яка вiдповiдає певнiй фiзичнiй величинi: q = r —
“координатне представлення”, q = p — “iмпульсне представлення”,
q = E — “енерґетичне представлення” i т. д.

Уведемо зручнi позначення, якi запропонував П.А.М.Дiрак
ще в 1930 роцi:

ψA = |A〉
— кет-вектор (стан, амплiтуда),

ψ∗
A = 〈A|

— бра-вектор (стан, амплiтуда). Назва пiшла вiд “уполовинення”
англiйського слова “дужка”: 〈 дужка 〉 = 〈bracket〉 = 〈bra|cket〉.
Нехай далi

ψA(q) = 〈q|A〉, ψ∗
A(q) = 〈q|A〉∗ = 〈A|q〉,

де A — iндекс стану, q — iндекс представлення (або зображення).
Запишемо, наприклад, вiдомi нам вирази в цих позначеннях:

〈x|p〉 = 1√
L
eipx/~, 〈p|x〉 = 1√

L
e−ipx/~,

CBA = 〈B|A〉, CBA =

∫
ϕ∗
B(q)ψA(q)dq =

∫
〈B|q〉〈q|A〉dq.

Якщо змiнна q набуває дискретних значень, то цю рiвнiсть запи-
суємо так:

〈B|A〉 =
∑

q

〈B|q〉〈q|A〉.
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Ми маємо не що iнше, як добуток матриць.
Отже, хвильову функцiю можна розглядати як матрицю:

ψA(q) = 〈q|A〉 =




〈q1|A1〉 〈q1|A2〉 . . . 〈q1|An〉
〈q2|A1〉 〈q2|A2〉 . . . 〈q2|An〉
· · · · · · . . . · · ·

〈qm|A1〉 . . . . . . 〈qm|An〉



.

Якщо iндекс стану фiксований A = A1, то

〈q|A1〉 =




〈q1|A1〉
〈q2|A1〉

...

〈qm|A1〉



.

Кажуть, що хвильова функцiя ψA задана у власному пред-
ставленнi, коли в ролi змiнних виступають власнi значення цього
ж оператора Â

ψA(A
′) = 〈A′|A〉.

З iншого боку,

〈A|A′〉 =
∫
ψ∗
A(q)ψA′(q)dq = δAA′ .

Отже,
〈A|A′〉 = δAA′ ,

тобто хвильова функцiя у власному представленнi є одиничною
матрицею.

Наприклад, якщо фiзична величина може набувати лише два
значення A1, A2, то хвильова функцiя у власному зображеннi —
це матриця-стовпчик з двома елементами:

〈A|1〉 =


 〈1|1〉

〈2|1〉


 =


 1

0


 , 〈A|2〉 =


 〈1|2〉

〈2|2〉


 =


 0

1


 .
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У подальшому викладi ми не раз будемо зустрiчатись iз цими
векторами станiв.

Запишемо в дiракiвських позначеннях умову повноти системи
функцiї {. . . , ψn(q), . . .}, тобто подамо розклад довiльної функцiї
ψ(q) = 〈q|ψ〉 в ряд за функцiями ψn(q) = 〈q|n〉:

〈q|ψ〉 =
∑

n

〈q|n〉〈n|ψ〉,

у “старих” позначеннях коефiцiєнт розкладу 〈n|ψ〉 ≡ Cn. Символi-
чно в операторнiй формi цю умови повноти можна записати так:

∑

n

|n〉〈n| = 1.

Дiракiвськi позначення є дуже зручними. Вони економнi у вико-
ристаннi лiтер для позначень хвильових функцiй, оскiльки зосе-
реджують увагу лише на головному: iндексах станiв та iндексах
зображень. Пiсля кiлькох вправ до них звикаєш, i тому надалi ми
використовуємо їх нарiвнi зi звичайними позначеннями.

§ 13. Рiзнi представлення операторiв. Матрицi операторiв

Дотепер ми розглядали дiю операторiв на хвильовi функцiї,
що залежать вiд координат частинки, тобто хвильовi функцiї бу-
ли заданi в координатному представленнi. Отже, i оператори бу-
ли заданi в координатному представленнi: наприклад, оператор
iмпульсу p̂ = −i~ d/dx. Розглянемо, як перетворюються операто-
ри при переходi до iншого представлення. Ми вводили поняття
оператора Â через потребу знаходити середнi значення фiзичної
величини A. Тому й перехiд до iншого зображення здiйснюємо,
виходячи з означення оператора.

Нехай ми маємо оператор Â i шукаємо його середнє значення
в станi ψ(q):

〈A〉 =
∫
ψ∗(q)Âψ(q)dq.

Розкладемо ψ(q) в ряд за довiльною повною системою ϕn(q):

ψ(q) =
∑

n

Cnϕn(q),
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〈A〉 =
∑

m

∑

n

C∗
mCn

∫
ϕ∗
m(q)Âϕn(q)dq =

∑

m

∑

n

C∗
mCnAmn ,

де числа

Amn =

∫
ϕ∗
m(q)Âϕn(q)dq

задають дiю оператора Â на хвильовi функцiї ϕn(q). Бачимо, що
сукупнiсть чисел Amn є повноважним представником спостережу-
ваної величини A, причому система значень Amn є двовимiрною,
тобто має два значки, хоч iндекси (m,n) самi можуть бути бага-
товимiрними. Таким чином, для обчислення середнього значення
нам достатньо знати табличку Amn. Цi величини утворюють ма-
трицю оператора Â, Amn — матричнi елементи оператора Â в “n-
представленнi”. Матриця Amn повнiстю задає оператор Â, оскiль-
ки нею визначена його дiя на будь-яку функцiю. Справдi, маємо,
що

Âψ(q) =
∑

n

CnÂϕn(q),

а нову функцiю Âϕn(q) знову розкладаємо в ряд

Âϕn(q) =
∑

m

Amnϕm(q),

i отже,
Âψ(q) =

∑

m

∑

n

CnAmnϕm(q).

Таким чином, щоб знайти дiю оператора Â на довiльну функцiю
ψ(q), нам достатньо обчислити його матричнi елементи Amn на
хвильових функцiях {. . . , ϕn(q), . . .}, що утворюють повну систе-
му. Про цю систему говорять як про базисну систему функцiй.
Якщо iндекс f , що нумерує функцiї ϕf (q) базисної системи, тобто
iндекс стану, є неперервним, то дiю оператора Â на функцiю ψ(q)
записуємо через iнтеґрали:

ψ(q) =

∫
df C(f)ϕf (q),

Âψ(q) =

∫
df

∫
df ′C(f)Af ′fϕf ′(q).
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Домовимось про дiракiвське позначення матричних елементiв
оператора:

Amn = 〈m|Â|n〉 =
∑

q

〈m|q〉Â〈q|n〉.

У цих позначеннях розклад функцiї ψ(q) = 〈q|ψ〉 в ряд за повною
системою ϕn(q) = 〈q|n〉 виглядає як

〈q|ψ〉 =
∑

n

〈q|n〉〈n|ψ〉,

(пригадуємо, що в старих позначеннях 〈n|ψ〉 ≡ Cn) i дiю операто-
ра Â на ψ(q), тобто

Âψ(q) = 〈q|Âψ〉,

записуємо так:

〈q|Âψ〉 =
∑

m

∑

n

〈q|m〉〈m|Â|n〉〈n|ψ〉.

Для неперервних iндексiв стану

〈q|Âψ〉 =
∫
df ′
∫
df 〈q|f ′〉〈f ′|Â|f〉〈f |ψ〉.

Для iлюстрацiї сказаного обчислимо, наприклад, матрицю
оператора координати x в iмпульсному p-представленнi:

xp′p = 〈p′|x̂|p〉 =
∫
dx〈p′|x〉x〈x|p〉

=

∞∫

−∞

e−ip′x/~
√
2π~

x
eipx/~√
2π~

dx =
~

i

d

dp

∞∫

−∞

ei(p−p′)x/~

2π~
dx.

Отже,

xp′p = 〈p′|x̂|p〉 = ~

i

d

dp
δ(p − p′).
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Якщо задана хвильова функцiя в iмпульсному зображеннi
C(p) = 〈p|C〉, то результат дiї оператора координати є таким:

x̂C(p) = 〈p|x̂C〉 =
∫
dp′〈p|x̂|p′〉〈p′|C〉

=

∫
dp′〈p′|C〉~

i

d

dp′
δ(p′ − p) = (iнтеґруємо частинами)

=

∫
dp′δ(p′ − p)i~

d

dp′
〈p′|C〉 = i~

dC(p)

dp
.

Отже, оператор координати в iмпульсному зображеннi

x̂ = i~
d

dp
.

Оператор у власному зображеннi представляється дiагональ-
ною матрицею:

Amn =
∑

q

〈m|q〉Â〈q|n〉 = An

∑

q

〈m|q〉〈q|n〉 = An〈m|n〉 = Anδmn.

Наприклад, матриця оператора координати в координатному
представленнi

〈x′|x̂|x〉 = xδ(x− x′),

а матриця оператора iмпульсу в iмпульсному представленнi

〈p′|p̂|p〉 = pδ(p − p′).

Розглянемо добуток операторiв i знайдемо його матрицю

(ÂB̂)mn = 〈m|ÂB̂|n〉

=
∑

q

〈m|q〉ÂB̂〈q|n〉 =
∑

q

〈m|q〉Â
∑

k

〈k|B̂|n〉〈q|k〉

=
∑

k

∑

q

〈m|q〉Â〈q|k〉〈k|B̂|n〉 =
∑

k

〈m|Â|k〉〈k|B̂|n〉,

(ÂB̂)mn =
∑

k

AmkBkn.
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Ми отримали правило множення матриць.
Знайдемо тепер умову ермiтовостi операторiв у матричнiй

формi. Маємо

Amn =

∫
ϕ∗
m(q)Âϕn(q)dq =

∫
ϕn(q)

˜̂
Aϕ∗

m(q)dq,

A∗
mn =

∫
ϕ∗
n(q)

˜̂
A

∗
ϕm(q)dq =

∫
ϕ∗
n(q)Â

+ϕm(q)dq.

Якщо Â+ = Â, то
A∗

mn = Anm

— це i є умова ермiтовостi операторiв у матричнiй формi.
Розглянемо рiвняння на власнi значення оператора Â в мат-

ричнiй формi:
Âψ(q) = Aψ(q).

Розкладемо ψ(q) у ряд за довiльною повною ортогоналiзованою
системою функцiй ϕn(q),

ψ(q) =
∑

n

Cnϕn(q),
∑

n

CnÂϕn(q) = A
∑

n

Cnϕn(q),

множимо злiва на ϕ∗
m(q), iнтеґруємо за q й отримуємо

∑

n

CnAmn = A
∑

n

Cnδmn,

тобто систему лiнiйних однорiдних алґебраїчних рiвнянь на ви-
значення невiдомих коефiцiєнтiв Cn:

∑

n

Cn(Amn −Aδmn) = 0.

Умова нетривiальностi її розв’язку:

det‖Amn −Aδmn‖ = 0.

Ця умова й визначає можливi значення A, при яких рiвняння на
власнi значення має нетривiальний розв’язок. Отже, коренi цього
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рiвняння7 i дають власнi значення. Це рiвняння не що iнше, як
рiвняння на знаходження власних значень матрицi Amn.

Таким чином, робимо висновок, що всi дiї над операторами,
якi заданi в матричнiй формi, є дiями над матрицями.

Приклад 1. Оператор спiну. Розгляньмо оператор σ̂ = iσ̂x + jσ̂y +kσ̂z, що
задається матрицями Паулi:

σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
.

З множником ~/2 вiн є оператором власного моменту iмпульсу, тобто спi-
ну, наприклад, електрона. Покажiмо, що вiн є ермiтовим. Маємо для y-
компоненти

˜̂σy =

(
0 i

−i 0

)
, σ̂y

+ = ˜̂σy
∗
=

(
0 −i
i 0

)
.

Очевидно, що (σ̂y)mn = (σ̂y)
∗
nm i оператор σ̂y є ермiтовим. Аналогiчно для

iнших компонент, отже σ̂+ = σ̂.
Легко перевiрити також, що

σ̂xσ̂y = iσ̂z, σ̂zσ̂x = iσ̂y , σ̂yσ̂z = iσ̂x.

Крiм того, σ̂2
x = σ̂2

y = σ̂2
z = 1, тому розкладом в ряд Тейлора переконуємося,

що
eiασ̂x = cosα+ iσ̂x sinα,

α — число. Таку ж рiвнiсть маємо для σ̂y , σ̂z.
Власнi значення λ оператора σ̂y визначаємо з рiвняння

det||(σ̂y)mn − λδmn|| = 0,

або ∣∣∣∣∣
−λ −i
i −λ

∣∣∣∣∣ = 0,

тобто
λ2 = 1, λ = ±1.

Власнi значення операторiв σ̂x, σ̂z також дорiвнюють ±1.

Приклад 2. Оператор Адамара. Цей оператор визначаємо лiнiйною ком-
бiнацiєю:

Ĥ = (σ̂x + σ̂z)/
√
2,

7Воно вiдоме як секулярне, або вiкове, рiвняння. Назва походить з небе-
сної механiки, де такi рiвняння визначають вiковi змiщення параметрiв орбiт
планет.
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де σ̂x, σ̂z — матрицi Паулi. Очевидно, що

Ĥ =
1√
2

(
1 1

1 −1

)

є самоспряженим оператором, Ĥ+ = Ĥ . Крiм того, вiн є унiтарним, оскiльки

Ĥ2 =
1

2

(
1 1

1 −1

)(
1 1

1 −1

)
=

1

2

(
2 0

0 2

)
=

(
1 0

0 1

)

i отже, Ĥ2 = 1 або Ĥ = Ĥ−1, i нарештi, Ĥ+ = Ĥ−1. Його власнi значення λ
знаходимо iз секулярного рiвняння

∣∣∣∣∣
1− λ

√
2 1

1 −1− λ
√
2

∣∣∣∣∣ = 0,

звiдки λ = ±1. Оператор Адамара цiкавий тим, що вiн здiйснює елементарнi
дiї, з яких складається ланцюгоперацiй у так званому квантовому комп’ютерi.

Приклад 3. Енерґетичнi рiвнi полiенового ланцюжка. Матричнi елементи
Hn,n′ гамiльтонiана, який описує стан електронiв на π-зв’язках в органiчних
молекулах зi структурою ланцюжка (див. рис. 17) iз системою одинарних та
подвiйних суперпозицiйних зв’язкiв, що чергуються (етилен, бутадiєн, . . . ),
задаються рiвняннями:

Hn,n = E0, Hn,n±1 = A,

рештаHn,n′ = 0; n — номер зв’язку (n = 1, . . . , N), де E0 — енерґiя електрона
на цьому зв’язку, A — обмiнна енерґiя.

Рис. 17. Полiеновий ланцюжок.

Секулярне рiвняння, з якого визначаємо рiвнi енерґiї молекули, має ви-
гляд: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

E0 − E A 0 ... 0

A E0 −E A ... 0

0 A E0 − E ... 0

. .

. .

. .

0 0 ... E0 − E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.
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Уведiмо змiнну x = (E−E0)/A i перепишiмо визначник, попередньо подiлив-
ши його на AN , так:

∆N =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 1 0 0 ...

1 −x 1 0 ...

0 1 −x 1 ...

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . −x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Розкладаючи ∆N за елементами першого стовпчика, отримуємо два додан-
ки, у другому з яких робимо розклад за елементами першого рядка з одним
доданком:

∆N = −x∆N−1 −∆N−2.

Ця рекурентна формула породжує полiноми Чебишова (∆0 = 1):

∆1 = −x, ∆2 = x2 − 1, ∆3 = −x3 + 2x, ∆4 = x4 − 3x2 + 1, . . . .

Легко зауважити, що при x = −2 cos θ

∆N =
sin[(N + 1)θ]

sin θ
.

Справдi, оскiльки

sin[(N + 1)θ] = sin(Nθ) cos θ + cos(Nθ) sin θ,

sin[(N − 1)θ] = sin(Nθ) cos θ − cos(Nθ) sin θ,

то сума цих виразiв дає рекурентне рiвняння

sin[(N + 1)θ] + sin[(N − 1)θ] = 2 cos θ sin(Nθ),

яке збiгається з наведеним вище спiввiдношенням, що зв’язує ∆N з ∆N−1 та
∆N−2. Тому покладаємо ∆N = f(θ) sin[(N + 1)θ], причому з умови ∆0 = 1
знаходимо множник f(θ) = 1/ sin θ, а умова ∆1 = −x дає x = −2 cos θ.

Отже, тепер умова ∆N = 0 дає (N + 1)θ = kπ, k = 1, 2, . . . , N . Таким
чином, x = −2 cos[kπ/(N + 1)], або у явнiй формi для рiвнiв енерґiї маємо:

Ek = E0 − 2A cos
kπ

N + 1
.

Зокрема для етилену (N = 2, k = 1, 2) маємо E1 = E0−A, E2 = E0+A (див.
приклад 3 у §3).
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Для молекули бутадiєну N = 4 i рiвнi енерґiї є такими:

E1 = E0 − 2A cos
π

5
= E0 − A

√
5 + 1

2
,

E2 = E0 − 2A cos
2π

5
= E0 −A

√
5− 1

2
,

E3 = E0 − 2A cos
3π

5
= E0 +A

√
5− 1

2
,

E4 = E0 − 2A cos
4π

5
= E0 +A

√
5 + 1

2
.

За словами Фейнмана, яких лише чудес не буває в математицi: золотий пе-
рерiз грекiв дає найнижче значення енерґiї бутадiєну (див. Вiдступ до цiєї
глави). Отже, “Божественна пропорцiя” Φ = (

√
5+1)/2 не дiлить наш свiт на

квантовий та класичний, вона виявляє себе в рiзноманiтних явищах з одна-
ковою силою як на атомних масштабах, так i в масштабах макроскопiчних —
це також є свiдченням єдностi нашого свiту.

Повна енерґiя чотирьох електронiв на π-зв’язках

E = 2E1 + 2E2 = 4E0 − 2
√
5A

— на двох нижнiх рiвнях маємо по два електрони з протилежно напрямле-
ними спiнами. Якщо розглядати молекулу бутадiєну як систему з двома iзо-
льованими подвiйними зв’язками, то повна енерґiя E = 4E0−4A. Отже, коли
електронам “дати волю” i дозволити рухатись по всiх зв’язках, то енерґiя з
розрахунку на один електрон понижується на величину ∆ = A(

√
5/2 − 1).

Маємо iлюстрацiю зв’язку принципу суперпозицiї з принципом мiнiмальностi
енерґiї основного стану.

§ 14. Квантова механiка — теорiя лiнiйних операторiв
у гiльбертовому просторi

Задача квантової механiки — передбачення можливих резуль-
татiв наступних вимiрювань на основi попереднiх вимiрювань та
ймовiрностi, з якою отримується кожен цей результат. Самi ви-
мiрювання можна розглядати як деякi операцiї над фiзичними
системами. Тому i математика, яка описує цi операцiї на мiкро-
скопiчному рiвнi, мусить бути математикою операторiв.

Фундаментальний принцип квантової механiки — це принцип
суперпозицiї. Тому стани квантовомеханiчної системи повиннi бу-
ти такими математичними величинами, якi можна додавати, мно-
жити на комплекснi числа i дiставати величини такого ж типу. Це
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означає, що стани квантової системи слiд зiставляти з векторами
деякого лiнiйного простору.

Беручи це до уваги й узагальнюючи результати, якi ми одер-
жали в попереднiх параграфах, основнi положення квантової ме-
ханiки можна сформулювати у виглядi аксiом (постулатiв).

Постулат 1. Стани квантовомеханiчної системи описуються ве-
кторами |ψ〉 абстрактного гiльбертового простору.

Нагадаємо означення: кажуть, що заданий гiльбертiв простiр
векторiв |ψ〉, |ϕ〉, |χ〉, . . ., якщо цей простiр лiнiйний i в ньому
визначений скалярний добуток векторiв 〈ψ|ϕ〉. Аксiоми:

1◦. Два довiльнi вектори |ψ〉, |ϕ〉 або рiзнi (|ψ〉 6= |ϕ〉), або тото-
жнi (|ψ〉 = |ϕ〉); якщо |ψ〉 = |χ〉 i |ϕ〉 = |χ〉, то |ψ〉 = |ϕ〉.

2◦. Для двох векторiв |ψ〉, |ϕ〉 iснує сума |ψ〉 + |ϕ〉, яка сама є
вектором i

|ψ〉+ |ϕ〉 = |ϕ〉 + |ψ〉, |ψ〉 + (|ϕ〉+ |χ〉) = (|ψ〉 + |ϕ〉) + |χ〉.

3◦. Нехай α — довiльне комплексне число, тодi для кожного ве-
ктора |ϕ〉 величина α|ϕ〉 також є вектором i

α(|ψ〉 + |ϕ〉) = α|ψ〉 + α|ϕ〉.

Постулат 2. Кожнiй спостережувальнiй величинi A вiдповiдає
лiнiйний оператор Â, що дiє в гiльбертовому просторi векторiв
станiв.

У заданому ортонормованому базисi |ψn〉 оператор визначає-
ться сукупнiстю чисел:

Amn = 〈ψm|Â|ψn〉 = 〈m|Â|n〉.

Постулат 3. Єдиними можливими результатами вимiрювання
даної фiзичної величини A в заданому станi |ψ〉 є власнi значення
оператора Â, що зiставляються з цiєю величиною:

Â|ψn〉 = An|ψn〉.

Постулат 4. Iмовiрнiсть отримання значення An для фiзичної
величини A при її вимiрюваннi в станi |ψ〉 дорiвнює

|Cn|2 = |〈ψn|ψ〉|2 =

∣∣∣∣
∫
ψ∗
n(q)ψ(q)dq

∣∣∣∣
2

.
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Постулат 5. Координатам qi i канонiчно спряженим iмпуль-
сам pi квантовомеханiчної системи вiдповiдають оператори q̂i
та p̂i, що задовольняють переставнi спiввiдношення:

q̂ip̂j − p̂j q̂i = i~δij

— алгебра Гайзенберґа. Це i є умова квантування.
Решту результатiв отримуємо з цих постулатiв як теореми.
Вiдступ. “Божественна пропорцiя”. Тисячi рокiв хвилює людину так зва-

ний золотий перерiз, або “Божественна пропорцiя”, що проникла в усi дiлянки
її iнтелектуальної дiяльностi i як одне з пояснень природи найвищої довер-
шеностi та краси, i як мiстичний елемент у сприйняттi свiту. Золотий перерiз
Φ = (

√
5 + 1)/2 = 1.618033988749894 . . . є вiдношенням сторiн прямокутни-

ка, який можна розрiзати на подiбний до нього прямокутник та квадрат, i
отже, Φ є розв’язком квадратного рiвняння Φ2 − Φ − 1 = 0. Винахiд числа
Φ приписують стародавнiм грекам (iснує думка, що поняття про Φ пiфаго-
рiйцi запозичили у вавiлонцiв), хоч архiтектура єгипетських пiрамiд указує
на те, що його використовували, i, мабуть, не випадково, ще в Стародавньо-
му Єгиптi — зокрема в пiрамiди Хеопса (висота дорiвнює 146.6 м, основа —
230.4 м) вiдношення висоти бiчної гранi (апофеми) до її пiвоснови дорiвнює
Φ, а вiдношення висоти пiрамiди до її пiвоснови дорiвнює

√
Φ. В iншiй ча-

стинi свiту, неподалiк Мехiко, на полi руїн — залишкiв культури народу, що
жив тут до ацтекiв — височать пiрамiди Теотiхуакана. Пiрамiда Сонця (ви-
сота — 71.5 м, основа — 223.5 м) також мiстить Φ: вiдношення апофеми до
пiвоснови дорiвнює

√
Φ, а висоти до пiвоснови — 1/Φ. Як вiдомо, Пiфагор

(VI ст. до Р.Х.) поклав в основу гармонiї музики простi числовi вiдношення.
Вiн зауважив, що накладання двох звукiв рiзної висоти є приємним для вуха,
якщо їхнi частоти спiввiдносяться як невеликi числа. Мабуть, бажання пiфа-
горiйцiв звести до числових спiввiдношень i гармонiю просторових образiв,
яка була би приємною для ока, привели їх до вiдкриття числа Φ.

Платон (428 або 427 до Р.Х.–348 або 347 до Р.Х.) устами пiфагорiйця
Тiмея (Платон. Дiалоги. “Тiмей”, 31с–32b) виклав мiркування про те, як з двох
частин скласти одне цiле так, щоб їхню роз’єднанiсть перетворити в єднiсть:
“Неможливо, щоб двi речi досконало були з’єднанi без третьої, тому що мiж
ними повинен з’явитись певний зв’язок, що їх скрiплював би. Найкраще це
може зробити пропорцiя — бо, якщо три числа виявляють таку властивiсть,
що середнє є в такому вiдношеннi до меншого, як бiльше до середнього, i
навпаки, менше є в такому вiдношеннi до середнього, як середнє до бiльшого,
то останнє й перше буде середнiм, а середнє — першим i останнiм. Отже,
все з необхiдностi буде тим самим, а оскiльки воно буде тим самим, то воно
складатиме єднiсть.” Така пропорцiя для трьох додатних величин a, b, a + b
i a < b приводить нас до золотого перерiзу b/a = Φ, хоча сам Платон не
використовував цi мiркування для виведення числа Φ.

Питанню золотого перерiзу придiлив увагу i Евклiд (бл. 365–бл. 300 до
н.е.) у своїх “Елементах”. В епоху Вiдродження число Φ вiдiгравало виня-
ткову роль (аж до мiстифiкацiї) в архiтектурi, мистецтвi, законах естетики
й дiстало назву “Божественна пропорцiя”, або “золотий перерiз” (aurea sectio)
— так назвав його Леонардо да Вiнчi (1452–1519). Перший твiр про золотий
перерiз “Про Божественну пропорцiю” (de Divina propotione) написав в остан-
нiх роках XV столiття iталiйський математик мiнорит Лука Пачiолi (близько
1445–пiсля 1509). Вiн був особистим другом Леонардо да Вiнчi (1452–1519),
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який iлюстрував цю книжку. Пачiолi, як математик, навчав геометрiї худо-
жникiв й архiтекторiв, а видатний венецiанський художник Джакопо де Бар-
барi (близько 1445–пiсля 1516) на знак подяки написав картину, де зобразив
себе поруч зi своїм учителем: перед ними на столi стоїть додекаедр, у якому
наявна пропорцiя Φ, а в лiвому вiльному кутi картини намальовано напiв-
правильний багатогранник Архiмеда — тiло, поверхня якого складається з
квадратiв i рiвностороннiх трикутникiв. Площина, що проходить через сере-
дину висоти цього тiла, дiлить ребра, якi вона перетинає, пропорцiєю золотого
перерiзу.

Чари таємничостi навколо золотого перерiзу, який викликає в нас вiдчут-
тя завершеностi й естетичного задоволення, зумовленi тим, що цю пропорцiю
часто бачимо як у творiннях Природи, так i в рукотворних об’єктах. Зокре-
ма золотий перерiз наявний у пропорцiях людського тiла: пояс дiлить його
у вiдношеннi Φ, рот також дiлить нижню частину обличчя, як i брови —
всю голову в такiй же Божественнiй пропорцiї i т. п. Наприклад, легко заува-
жити, що вiдношення сторiн 42-рядкової двостовпцевої шпальти Бiблiї 1455
року першого винахiдника книгодрукування Йоганна Ґутенберґа (мiж 1394 i
1399–1468), як i шпальти “Апостола” Iвана Федорова (р. н. невiд.–1583), на-
друкованого у Львовi 1574 року, є близьким до золотого перерiзу Φ. Узагалi
шпальти багатьох книжок мають саме такий формат або близький до нього,
як i шпальти книжки, яку Читач тримає в руках. . .

Цiкаво, що число Φ iтеруванням наведеного вище рiвняння, Φ = 1+ 1/Φ,
можна зобразити нескiнченним ланцюговим дробом,

Φ = 1 +
1

1 + 1
1+...

,

або, якщо рiвняння для Φ переписати як Φ =
√
1 + Φ, то, iтеруючи його,

знайдемо, що

Φ =

√
1 +

√
1 +

√
1 + . . . .

Як тут не згадати “Божественну одиницю” Пiфагора, з якої складається Все.
Обриваючи ланцюговий дрiб для Φ на кожнiй ланцi, отримаємо послiдовнiсть
його наближених значень Φ = 1, 2, 3/2, 5/3, 8/5, . . . , якi є вiдношеннями чи-
сел Фiбоначчi (кожне наступне таке число дорiвнює сумi двох попереднiх,
причому два першi числа дорiвнюють одиницi). Iталiйський математик Фiбо-
наччi, вiдомий також як Леонардо Пiзанський (бл. 1170–пiсля 1240), прийшов
до них, розв’язуючи знамениту “задачу про розмноження крiликiв”: потрiбно
обчислити, скiльки пар крiликiв народжується протягом року, якщо через мi-
сяць пара крiликiв вiдтворює нову пару, а народжують вони з другого мiсяця
пiсля свого народження. Число Φ є границею виписаної вище послiдовностi.
Довiв цей факт уперше 1596 року Й. Кеплер (1571–1630). Цiкаво також, що з
цiєю послiдовнiстю пов’язане гвинтоподiбне розташування листкiв на стеблi
рослин (фiлотаксис), яке характеризується деяким кутом повороту мiж дво-
ма послiдовними листками. Цей кут є часткою повного кута 2π i для рiзних
рослин є рiзним, але, як правило, ця частка дорiвнює вiдношенню сусiднiх
чисел Фiбоначчi. . .

Виявляє “Божественну пропорцiю” й логарифмiчна спiраль, яку знаходи-
мо у творiннях природи — згадаймо хоча б черепашки слимакiв i молюскiв чи
розташування зерен соняшника на його шляпцi, чи яскравих плям-прикрас
на розпущеному вiялом барвистому хвостi пави. Якщо наведене на початку
нашої розповiдi розрiзання “золотого прямокутника” продовжити на наступнi
все меншi прямокутники, то виявимо, що спiльнi зовнiшнi вершини квадратiв

153



i прямокутникiв лежать на логарифмiчнiй спiралi. Наслiдуванням цiєї при-
родної симетрiї є одна з ренесансних мiстобудiвних композицiй iталiйських
архiтекторiв так званого iдеального мiста, в якому не кiлька окремих колових
вулиць перетинають радiальнi, а одна — яка розкручується логарифмiчною
спiраллю вiд головної площi мiста. Спiраль бачимо й на загадковому диску з
Феста (о. Крiт, XVII ст. до Р.X.).

Як ми бачили, золотий перерiз є i в квантовiй теорiї — його виявляє енер-
ґетичний спектр молекули бутадiєну. Можна знайти Φ i в кутовому розподiлi
протонiв, якi народжуються при розпадi Λ0-частинки. . .

Композитори та режисери також послуговуються золотим перерiзом для
спричинення глибшого впливу своїх творiв на людину: вони ставлять пере-
ходи мiж сюжетними лiнiями в “точках”, якi дiлять часовий простiр вико-
нання твору на промiжки, що спiввiдносяться мiж собою через величину Φ.
Художники-кубiсти, якi сповiдували геометричнi принципи в малярствi, утво-
рили на початку XX столiття групу “Золотий перерiз”.

Так звана “вiдьмина стопа”, тобто пентаграма (п’ятикутна зiрка) на по-
розi кiмнати Фауста, стала завадою Мефiстофелевi, мабуть, саме тому, що
в нiй є чудодiйна сила Божественної пропорцiї — кожна сторона пентаграми
перетинає двi iншi її сторони у вiдношеннi золотого перерiзу, а вiдношення
основ рiвнобедрених трикутникiв зiрки до їх бiчних сторiн дорiвнює 1/Φ. 8

Ми отримуємо естетичне задоволення вiд споглядання рiзноманiтних спо-
руд, структур та явищ, де проявляється золотий перерiз, водночас пропорцiї,
якi далекi вiд Φ, викликають дисонансну, а то й депресивну дiю. Можливо,
що першопричиною цього вiдчуття, яке запускає в нашiй пiдсвiдомостi якийсь
таємничий механiзм, i є всеохопний принцип мiнiмальностi деякої характерної
для конкретної системи величини — мiнiмум енерґiї для молекули бутадiєну,
оптимальне для фотосинтезу розташування листкiв рослин рiзної форми i
площi, ощадна витрата матерiалу в архiтектурних спорудах . . . Така загад-
кова кореляцiя мiж вiдчуттями та подразниками певної симетрiї чи гармонiї
стосується, зрештою, не лише геометричних конструкцiй, але й кольорiв чи
музичних звукiв, якi є на дуже “короткiй вiдстанi” до пiдсвiдомостi, оскiльки
вони фактично миттєво “перекидають” нас з одного стану в iнший на вiдмiну
вiд слова, що потребує для його усвiдомлення певного часу. Саме ця таємни-
чiсть — джерело рiзноманiтних мiстифiкацiй та фантазiй, i в художнiх творах
зокрема, щодо проявiв та дiї на психiку людини Божественної пропорцiї Φ.

8 Мефiстофель:
Та так то так! А звiдси вийти як?
Завадою постане пiд ногами
Бiля порога тайний знак.

Фауст:
А! Ти злякався пентаграми,
Що має силу над чортами?
Пекельнику, як ти сюди пробравсь?
I як це дух такий попавсь?

Мефiстофель:
А придивись до неї пильно, —
Вона накреслена нещiльно:
Не вийшов трохи крайнiй кут.

(Й.-В. Ґете “Фауст”. Переклад М.Лукаша.)



ГЛА ВА III

РIВНЯННЯ ШРЕДИНҐЕРА

§ 15. Хвильове рiвняння

Перейдемо до побудови рiвняння, яке описує змiну станiв кван-
тових систем iз часом — основного, фундаментального рiвняння
квантової механiки. Почнемо розгляд iз порiвняння з класичною
теорiєю. Аналогiя з класичною механiкою вiдiграє велику роль.
По-перше, класична механiка є граничним випадком квантової ме-
ханiки, коли квант дiї ~ → 0; по-друге, цей зв’язок є додатковим
евристичним принципом.

Отже, розглянемо класичну систему. Її стан повнiстю задає-
ться канонiчно спряженими змiнними q, p (для простоти розгля-
даємо один ступiнь вiльностi). Твердження “величини повнiстю
задають стан системи” означає, що, задавши їх у деякий момент
часу t, ми можемо за цими значеннями знайти їх у наступний
момент часу t+∆t,

q(t+∆t) = q(t) + q̇(t)∆t,

p(t+∆t) = p(t) + ṗ(t)∆t,

використовуючи рiвняння руху — канонiчнi рiвняння Гамiльтона:

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
,

де H = H(p, q, t) — класична функцiя Гамiльтона. Цi рiвнян-
ня, як i еквiвалентнi їм рiвняння Ньютона, або Лаґранжа, або
Гамiльтона–Якобi, не виводяться. Вони встановлюються i посту-
люються на основi експериментальних фактiв. Щоб не було не-
порозумiнь, укажемо, що всi цi рiвняння є наслiдком принципу
найменшої дiї, який теж постулюється. Сам цей принцип був уве-
дений пiзнiше, нiж були написанi рiвняння руху Ньютона. Отже,
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ми бачимо, якщо величини q, p задають стан системи, то рiвня-
ння руху мiстять лише першi похiднi за часом q̇, ṗ, якi необхiднi
для визначення координат та iмпульсiв у наступнi моменти часу.

Така ж ситуацiя виникає i в класичнiй електродинамiцi. Стан
електромагнiтного поля повнiстю задається напруженостями еле-
ктричного та магнiтного полiв E i H, якi є функцiями точки про-
стору та часу. Для визначення напруженостей поля в момент часу
t+∆t нам необхiдно знайти їхнi похiднi за часом у момент t (про-
сторову змiнну не виписуємо):

E(t+∆t) = E(t) + Ė(t)∆t,

H(t+∆t) = H(t) + Ḣ(t)∆t.

Рiвняннями руху поля є рiвняння Максвелла, до яких також вхо-
дять лише першi похiднi за часом вiд напруженостей:





−1

c
Ė + rotH =

4π

c
ρv,

1

c
Ḣ+ rotE = 0,

divH = 0,

divE = 4πρ,

тут ρ, v — густина та швидкiсть зарядiв. Як i рiвняння Ньютона,
рiвняння Максвелла є узагальненням експериментальних фактiв.
Рiвняння Ньютона i Максвелла — це фундаментальнi рiвняння,
якi класичною мовою описують матерiю.

Наше завдання — установити вигляд рiвнянь руху для кван-
товомеханiчних систем. Стан такої системи задається хвильовою
функцiєю ψ = ψ(q, t). Маючи хвильову функцiю в момент часу t,
ми зможемо знайти її в наступний момент t+∆t, якщо вiдома її
перша похiдна за часом у момент t:

ψ(q, t+∆t) = ψ(q, t) +
∂ψ(q, t)

∂t
∆t.

Тепер необхiдно знайти рiвняння для першої похiдної за часом вiд
ψ(q, t). Це i буде квантовомеханiчне рiвняння руху.
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Розглянемо так званий “аксiоматичний пiдхiд”, тобто сформу-
люємо ряд вимог i на їхнiй основi встановимо загальний вигляд
цього рiвняння.

Вимоги.

1◦. Рiвняння повинно мiстити лише першу похiдну за часом вiд
ψ(q, t) — це є наслiдком того, що ψ(q, t) повнiстю визначає
стан системи. Наприклад, якби рiвняння мiстило другу по-
хiдну за часом, то для знаходження його розв’язку необ-
хiдно було б задавати двi початковi умови: для ψ(q, t) та
∂ψ(q, t)/∂t.

2◦. Рiвняння повинно бути лiнiйним щодо ψ — ця вимога дикту-
ється принципом суперпозицiї, основним принципом кванто-
вої механiки. Якщо ψ1 i ψ2 є розв’язками, то i лiнiйна комбi-
нацiя ψ = c1ψ1+c2ψ2 також є розв’язком шуканого рiвняння.

3◦. Рiвняння повинно зберiгати умову нормування хвильової
функцiї. Зокрема для довiльного моменту часу t

∫
|ψ(q, t)|2dq = 1.

Це означає, що частинка в будь-який момент часу повинна
знаходитись в областi змiни q: вона не зникає, а зi стовiдсо-
тковою ймовiрнiстю перебуває в межах цiєї областi.

4◦. Це рiвняння повинна задовольняти хвиля де Бройля.

5◦. У рiвняння, крiм ψ, повиннi входити лише фундаментальнi
константи типу ~, c, . . . та константи типу маси m i заряду e,
що характеризують саму частинку, а також силовi характе-
ристики поля, яке дiє на частинку. У рiвняння не повиннi
входити конкретнi динамiчнi змiннi, як наприклад iмпульс
або енерґiя.
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З перших двох вимог випливає, що рiвняння має вигляд:

∂ψ(q, t)

∂t
= L̂ψ(q, t),

L̂ — лiнiйний оператор. Третя вимога накладає деякi обмеження
на оператор L̂. Справдi, маємо:

d

dt

∫
|ψ(q, t)|2dq = 0.

Уважаємо, що межi областi визначення величини q не змiнюються
в часi, тому ця умова є такою:

∫ {
∂ψ∗

∂t
ψ + ψ∗ ∂ψ

∂t

}
dq = 0,

арґументи хвильової функцiї для простоти запису опускаємо. Далi
використовуємо загальний вигляд рiвняння i виключимо похiднi
за часом t: ∫ {

ψL̂∗ψ∗ + ψ∗L̂ψ
}
dq = 0

або, вводячи в першому доданку транспонований оператор,
∫
ψ∗(˜̂L

∗
+ L̂)ψ dq = 0.

Оскiльки функцiя ψ = ψ(q, t) довiльна, то повинно виконуватись

˜̂
L
∗
+ L̂ = 0

або

L̂+ = −L̂.
Отже, оператор L̂ є антиермiтовим. Увiвши оператор Ĥ:

L̂ = Ĥ/i~,

маємо:

− 1

i~
Ĥ+ +

1

i~
Ĥ = 0

або

Ĥ+ = Ĥ.
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Сталу Планка ми ввели тiльки з мiркувань зручностi, щоб не до-
давати промiжних позначень. Таким чином, рiвняння руху наби-
рає вигляду:

i~
∂ψ(q, t)

∂t
= Ĥψ(q, t),

де Ĥ — лiнiйний самоспряжений оператор. Отже, ми встанови-
ли загальний вигляд рiвняння, яке описує еволюцiю в часi станiв
квантовомеханiчних систем.

Для встановлення змiсту оператора Ĥ звернемось до гiпотези
де Бройля i врахуємо вимогу 4◦. Пам’ятаючи, що для хвилi де
Бройля

i~
∂ψ

∂t
= Eψ,

знаходимо, що

Ĥψ = Eψ.

Ми отримали рiвняння на власнi функцiї та власнi значення.
За своїм змiстом E — це повна енерґiя частинки, стан якої опи-
сується хвилею де Бройля. Отже, оператор Ĥ — це не що iнше,
як оператор енерґiї, або оператор Гамiльтона. Припустимо, що
змiст оператора Ĥ як оператора енерґiї не буде змiнюватись при
переходi до розгляду iнших квантовомеханiчних об’єктiв, а мiня-
тиметься лише його конкретний вигляд.

Таким чином, постулюємо:
Рiвняння, що описує змiну станiв квантовомеханiчних систем

з часом, має вигляд

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

де Ĥ — оператор Гамiльтона системи. Це рiвняння називають хви-
льовим рiвнянням Шрединґера, або просто хвильовим рiвнянням.
Воно є фундаментальним рiвнянням квантової механiки.

До винайденого рiвняння справдi не входять такi “деталi”,
як iмпульс чи енерґiя i т. п. — тобто воно задовольняє пункт 5◦.

Зробимо тепер декiлька зауважень до нього. Як i при встанов-
леннi рiвнянь Ньютона або Максвелла, ми не вивели хвильово-
го рiвняння, а постулювали його на основi загальних принципiв
i деяких конкретних припущень. Установлення Е.Шрединґером
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цього рiвняння було генiальною здогадкою, i 1926 рiк, коли воно
було винайдене, є великим iсторичним моментом — ми отримали
у своє розпорядження iнструмент для квантовомеханiчного опису
матерiї.

Розв’язки цього рiвняння i висновки з них дають змогу по-
яснити безлiч експериментальних фактiв, починаючи вiд стабiль-
ностi атомiв, структури їхнiх енерґетичних рiвнiв, хiмiчного зв’яз-
ку та властивостей твердих тiл i аж до явищ надплинностi рiдкого
гелiю, надпровiдностi металiв, природи космiчних об’єктiв, скла-
дних реакцiй з участю бiлкових молекул i ролi ферментiв. Усi цi
явища квантова механiка, у принципi, пояснює за допомогою рiв-
няння Шрединґера. Для цього нам необхiдно зробити лише один
крок i записати його для N частинок:

i~
∂ψ

∂t
=



−

N∑

j=1

~2

2mj
∇2

j + U(r1, . . . , rN , t)



ψ,

ψ = ψ(r1, . . . , rN , t).

Фактично всi наступнi роздiли, якi ми вивчатимемо, так або
iнакше пов’язанi з цим рiвнянням.

Однак i рiвняння Шрединґера має свої межi застосовностi. Пе-
редусiм безпосередньо з цього рiвняння можна вже вiзуально за-
уважити, що в нього не входить швидкiсть свiтла. Отже, рiвня-
ння не може описувати явищ, пов’язаних з теорiєю вiдносностi.
Не може воно в такому виглядi повнiстю описати й магнетизм.
У нерелятивiстськiй квантовiй теорiї час t входить у рiвняння як
параметр. У релятивiстськiй теорiї просторовi координати i час є
рiвноправними змiнними. Отже, вони повиннi входити в рiвнян-
ня симетричним чином, чого немає в рiвняннi Шрединґера. Пра-
вильне релятивiстське рiвняння для електрона вiдкрив через рiк
П.А.М.Дiрак.

Зрозумiло, що рiвняння Шрединґера має точнi розв’язки лише
для деяких задач типу гармонiчного осцилятора, атома водню та
ще декiлькох. Однак за допомогою рiзних наближених методiв,
часом не обґрунтованих строго, можна зрозумiти багато чудових
явищ, якi вiдбуваються в природi.
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Вiдступ. “Геометрична” i “хвильова” механiка.

Е.Шрединґер опублiкував чотири статтi пiд загальною назвою “Кванту-
вання як проблема власних значень”.

Наведемо його мiркування з другого повiдомлення, де проводиться анало-
гiя мiж геометричними оптикою та механiкою. Якщо “геометрична” механiка
незастосовна, коли радiуси кривизни й розмiри траєкторiї невеликi порiвняно
з певною довжиною хвилi, то необхiдно розвинути “хвильову” механiку.

Для простоти почнiмо з одновимiрного випадку.

Гiпотеза де Бройля:

E = ~ω,

p = ~k,

ψ(x, t) = Cei(kx−ωt)

— хвиля де Бройля, що задовольняє хвильове рiвняння:

∂2ψ

∂x2
− 1

v2
∂2ψ

∂t2
= 0,

де

v =
ω

k
=
E

p

— фазова швидкiсть хвилi. Використаймо класичне спiввiдношення для енер-
ґiї

E =
p2

2m
+ U(x)

i знайдемо фазову швидкiсть

v =
~ω

p
=

~ω√
2m[~ω − U(x)]

.

З явного вигляду для ψ одержуємо

∂ψ

∂t
= −iωψ, ∂2ψ

∂t2
= −ω2ψ,
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тодi з хвильового рiвняння, урахувавши вираз для фазової швидкостi, отри-
муємо

∂2ψ

∂x2
+

2m

~2
[~ω − U(x)]ψ = 0,

тобто

− ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+ U(x)ψ = Eψ

— стацiонарне рiвняння Шрединґера. Повертаючись до похiдних за часом,
знаходимо нестацiонарне рiвняння Шрединґера

i~
∂ψ

∂t
=

(
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

)
ψ.

У загальному записi перепишемо це рiвняння так:

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

де оператор Ĥ є нiчим iншим, як оператором Гамiльтона

Ĥ = − ~2

2m

∂2

∂x2
+ U(x) =

p̂2x
2m

+ U(x).

Ми без зусиль узагальнюємо рiвняння на випадок трьох вимiрiв, коли
ψ = ψ(x, y, z, t):

i~
∂ψ(x, y, z, t)

∂t
=

(
− ~2

2m
∇2 + U(x, y, z, t)

)
ψ(x, y, z, t).

Це i є хвильове рiвняння Шрединґера, що описує рух частинки у тривимiр-
ному просторi в полi з потенцiальною енерґiєю U(x, y, z, t), яка залежить не
лише вiд координат, а й вiд часу t. Iнтерпретацiя ψ-функцiї за Шрединґе-
ром пов’язана з хвильовими пакетами, з якими вiн ототожнював частинки.
Це, однак, не вiдповiдає дiйсностi: хвильовий пакет iз часом розпливається,
а частинки, як показує досвiд, — нi.

§ 16. Закон збереження ймовiрностi. Рiвняння
неперервностi

Так само, як у класичнiй гiдродинамiцi iснує рiвняння непе-
рервностi для густини маси, а з рiвнянь Максвелла випливає рiв-
няння неперервностi для густини заряду (тобто закон збереження
заряду), так i з хвильового рiвняння Шрединґера випливає рiвня-
ння неперервностi, яке дає закон збереження густини ймовiрностi.
Дiйсно,

ρ = |ψ|2
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— густина ймовiрностi, i нехай оператор Гамiльтона

Ĥ = − ~2

2m
∇2 + U(r).

Далi маємо, використовуючи рiвняння Шрединґера,

∂ρ

∂t
=
∂ψ∗

∂t
ψ + ψ∗ ∂ψ

∂t
=

1

i~
(ψ∗Ĥψ − ψĤψ∗)

i з урахуванням явного вигляду оператора Ĥ отримуємо:

∂ρ

∂t
= − ~

2mi
(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗).

Якщо ввести поняття густини потоку ймовiрностi

j =
1

2m
(ψ∗p̂ψ − ψp̂ψ∗) = − i~

2m
(ψ∗

∇ψ − ψ∇ψ∗),

то

div j = − i~

2m
(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗).

Отже, ми отримали, що

∂ρ

∂t
+ div j = 0.

Це i є рiвняння неперервностi, яке описує закон збереження густи-
ни ймовiрностi. Вигляд цього рiвняння є в повнiй аналогiї з кла-
сичною механiкою, де воно описує закон збереження речовини,
або з класичною електродинамiкою, де воно виражає збереження
електричних зарядiв.

З рiвняння неперервностi випливає закон збереження ймовiр-
ностi в iнтеґральнiй формi:

d

dt

∫
|ψ|2dr = 0.

Це й не дивно, оскiльки саме ця рiвнiсть була покладена як одна
з вимог, яку повинно задовольняти основне рiвняння квантової
механiки — рiвняння Шрединґера. Однак рiвняння в диферен-
цiальнiй формi дає змогу нам зробити дуже важливий висновок
про неперервнiсть потоку j. А це приводить, як видно з явного
виразу для j, до вимог неперервностi хвильових функцiй та їхнiх
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перших похiдних. Отже, хвильовi функцiї ψ(r, t) та їх похiднi за
просторовими координатами повиннi бути неперервними функцiя-
ми незалежно вiд поведiнки потенцiальної енерґiї, яка може бути
i розривною функцiєю. Цi умови вiдiграють важливу роль при
розв’язуваннi рiвняння Шрединґера для частинки, що рухається
в полi зi складною топологiєю.

Зауважимо, якщо ψ є дiйсною функцiєю, то j = 0. Зобразимо
хвильову функцiю як комплексну величину в показниковiй формi

ψ = |ψ|eiϑ,
де ϑ — фаза хвильової функцiї, тодi

j = ρv,

де швидкiсть

v =
~

m
gradϑ.

Якщо частинка iз зарядом e знаходиться в електромагнiтному
полi, то оператор Гамiльтона, який вiдповiдає класичнiй функцiї
Гамiльтона,

Ĥ =
(p̂− eA/c)2

2m
+ eϕ,

де A, ϕ — векторний та скалярний потенцiали поля. У цьому ви-
падку:

∂ρ

∂t
=

∂ψ∗

∂t
ψ + ψ∗ ∂ψ

∂t
=

1

i~

(
ψ∗Ĥψ − ψĤ∗ψ∗

)

=
1

i~

{
ψ∗
(
p̂− e

cA
)2

2m
ψ − ψ

(
p̂∗ − e

cA
)2

2m
ψ∗
}

=
1

2mi~

{
ψ∗p̂2ψ − ψp̂∗2ψ∗ − e

c
ψ∗(p̂A+Ap̂)ψ

+
e

c
ψ(p̂∗A+Ap̂∗)ψ∗

}

=
1

2mi~

{
ψ∗p̂2ψ − ψp̂2ψ∗ − e

c
ψ∗(p̂A+Ap̂)ψ
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− e

c
ψ(p̂A+Ap̂)ψ∗

}

=
p̂

2mi~

{
ψ∗p̂ψ − ψp̂ψ∗ − 2

e

c
ψ∗Aψ

}
.

Тут ми використали умову поперечностi поля, divA = 0. Легко
бачити, що ми знову приходимо до рiвняння неперервностi з гус-
тиною потоку ймовiрностi

j =
1

2m
(ψ∗p̂ψ − ψp̂ψ∗)− e

mc
Aψ∗ψ.

Для частинки в електромагнiтному полi у випадку, коли ψ
записана в показниковiй формi, потiк

j =
~

m
|ψ|2grad ϑ− e

mc
A|ψ|2 = ρ

(
v− e

mc
A
)

= ρ
(p− eA/c)

m
,

тобто “вмикання” поля зсуває iмпульс частинки p на величину
(−eA)/c, що цiлком узгоджується з класичною електродинамi-
кою.

§ 17. Змiна середнiх значень фiзичних величин iз часом.
Квантовi дужки Пуаcсона

Розглянемо деяку фiзичну величину A i вiдповiдний їй опера-
тор Â. Середнє значення

〈A〉 =
∫
ψ∗(q, t)Âψ(q, t) dq.

Розглянемо тепер, як змiнюється це середнє iз часом. Для цього
обчислимо похiдну

d

dt
〈A〉 =

∫ {
∂ψ∗

∂t
Âψ + ψ∗ ∂Â

∂t
ψ + ψ∗Â

∂ψ

∂t

}
dq

=

∫ {
− 1

i~
(Âψ)Ĥψ∗ + ψ∗ ∂Â

∂t
ψ +

1

i~
ψ∗ÂĤψ

}
dq
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=

∫ {
−ψ∗ ĤÂ

i~
ψ + ψ∗ ∂Â

∂t
ψ + ψ∗ ÂĤ

i~
ψ

}
dq.

Уведемо оператор похiдної за часом вiд оператора Â такий,
що

d

dt
〈A〉 =

〈
d̂A

dt

〉
,

тобто похiдна вiд середнього значення величини A дорiвнює сере-
дньому значенню вiд уведеного оператора похiдної:

d̂A

dt
=
∂Â

∂t
+

1

i~
(ÂĤ − ĤÂ).

Ми вже ранiше вводили квантовi дужки Пуасcона

{Â, Ĥ} =
1

i~
(ÂĤ − ĤÂ).

Отже, маємо:

d̂A

dt
=
∂Â

∂t
+ {Â, Ĥ}.

Повна аналогiя з класичною механiкою: для фiзичної величини
f = f(q, p, t) повна похiдна

df

dt
=
∂f

∂t
+ {f,H}кл,

де H = H(q, p, t) — класична функцiя Гамiльтона, а класична
дужка Пуассона для величин f1 i f2

{f1, f2}кл =
∂f1
∂q

∂f2
∂p

− ∂f2
∂q

∂f1
∂p

.

Квантовi дужки Пуасcона тодi є ермiтовим оператором, коли вони
складенi з ермiтових операторiв,

{Â, Ĥ}+ = {Â, Ĥ},

Â+ = Â,

Ĥ+ = Ĥ,
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як i повинно бути, оскiльки вони описують реальний процес —
еволюцiю в часi фiзичних величин.

Якщо фiзична величина A i вiдповiдний їй оператор Â не за-
лежать явно вiд часу, то

d̂A

dt
= {Â, Ĥ}.

Розглянемо важливий клас фiзичних величин, так званих iн-
теґралiв руху, тобто фiзичних величин, якi зберiгаються з часом:

d〈A〉
dt

= 0, 〈A〉 = const.

Як видно з означення оператора похiдної, для того щоб величи-
на A була iнтеґралом руху, дужка Пуассона повинна дорiвнювати
нулевi:

{Â, Ĥ} = 0,

ÂĤ − ĤÂ = 0.

Iнакше кажучи, якщо оператор фiзичної величини комутує з га-
мiльтонiаном, то ця фiзична величина є iнтеґралом руху. Зокрема,
якщо Ĥ не залежить явно вiд часу (консервативна система), а опе-
ратор Ĥ завжди комутує сам iз собою, то його середнє значення,
тобто енерґiя, зберiгається.

Iснування iнтеґралiв руху вiдображає певну симетрiю систе-
ми. Причиною того, що оператор Гамiльтона не залежить явно вiд
часу, є однорiднiсть часу. З уваги на цю однорiднiсть властивостi
замкненої фiзичної системи не змiнюються при зсувах часу на де-
яку величину, оскiльки всi моменти часу для неї є еквiвалентними.
Наслiдком цього, як бачимо, є закон збереження енерґiї1.

1Такi зсуви в часi є в нашiй iсторiї. Вiдомо, що твори античних авторiв пе-
реважно були вiдшуканi в епоху Вiдродження або безпосередньо перед нею,
причому до нас дiйшли лише переписанi в цей час рукописи. Зокрема, це сто-
сується “Елементiв” Евклiда i творiв Архiмеда, праць батька iсторiї Геродота
й текстiв риторичних творiв Цiцерона та iнших. У зв’язку з цим, крiм пи-
тань причетностi античних авторiв саме до цих рукописiв та чужих пiзнiших
вставок, виникає проблема хронологiї: виявилось, що необхiдно зсувати де-
якi дати iсторичних подiй, як правило, до нас, i стискати перiоди iсторичних
епох. Мiж iншим, цим питанням займався i Ньютон, стиснувши, наприклад,
на порядок “час життя” Стародавнього Єгипту, чим сполошив традицiйних
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Закон збереження iмпульсу випливає з однорiдностi простору.
Дiйсно, однорiднiсть простору означає, що при перемiщеннi си-
стеми як цiлого на будь-який довiльний вектор a гамiльтонiан Ĥ,
який визначає її властивостi, не повинен змiнюватись. Iнакше ка-
жучи, оператор Ĥ мусить комутувати з оператором змiщення

T̂ = ea∇ = e
i
~
ap̂,

де a — постiйний вектор, p̂ — оператор iмпульсу. А це означає, що
оператор Ĥ комутує з оператором iмпульсу. Отже, виявляється,
що iмпульс є iнтеґралом руху2.

Ранiше ми мали твердження: якщо два оператори комутують
мiж собою, то вони мають спiльну систему власних функцiй i вiд-
повiднi фiзичнi величини можуть бути одночасно вимiрянi. От-
же, iнтеґрали руху вимiрюються одночасно з енерґiєю системи.

хронологiв. Iсторики досi не можуть дати собi ради з цими перенесеннями та
стискуваннями епох.

2Першим, хто висловив iдею про закон збереження кiлькостi руху, на осно-
вi своєї евристичної концепцiї “незмiнностi першопричинно створеної кiлько-
стi матерiї з її рухом i спокоєм”, був Р. Декарт (1596–1650), iнтуїтивно визна-
чивши цю величину як добуток швидкостi на розмiри фiзичної системи. За
Декартом, матерiя має лише одну властивiсть — протяжнiсть, тому в озна-
чення iмпульсу вiн увiв розмiр, а не кiлькiсть матерiї чи масу тiла m; не
йшлося в нього i про напрям швидкостi v. Ця початкова розмитiсть в озна-
ченнi приводила й до непорозумiнь, i до неправильних тверджень. Х. Гюйґенс
(1629–1695), дослiджуючи цю проблему в процесах зiткнення тiл, попутно
винайшов ще один iнтеґрал руху mv2 — “живу силу”, як пiзнiше її назвав
Ґ. В. Ляйбнiц (1646–1716). Драматична iсторiя, “що зберiгається — mv чи
mv2”, тривала майже столiття, поки з’ясувалось, що й справдi маємо два iн-
теґрали руху. Пригоди “живої сили” продовжувались i в наступному, XIX
столiттi, поки молодий нiмецький лiкар Р. Маєр (1814–1878) дивними й на
ту пору майже мiстичними мiркуваннями, спостерiгаючи за кольором “вiд-
працьованої”, тобто окисленої венозної кровi людини в рiзних температурних
умовах, не винайшов у 1841 роцi закон збереження й перетворення енерґiї
(а цiй величинi назву дав ще ранiше в 1807 роцi молодий англiйський лi-
кар Т. Юнґ (1773–1829) — один iз творцiв хвильової теорiї свiтла), йому мiж
iншим належать також першi кроки на довгому шляху розшифрування єги-
петських iєроглiфiв. До кiнця справу з цим законом довели Г. Гельмгольц
(1821–1894), також лiкар за освiтою, своїми теоретичними узагальненнями
i, особливо, Дж. П. Джоуль (1818–1889) рiзноманiтними й беззаперечними
дослiдами (вiн мав лише домашню iнженерну освiту). Як ми тепер знаємо,
у фундаментi цих обох великих законiв збереження є простий i зрозумiлий
принцип однорiдностi простору–часу.
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Якщо зберiгаються фiзичнi величини, оператори яких не комуту-
ють, то стан є виродженим. Справдi, нехай ми маємо двi фiзичнi
величини A та B, яким вiдповiдають оператори Â та B̂. За умовою

[Â, Ĥ ] = 0, [B̂, Ĥ] = 0, [Â, B̂] 6= 0.

Тобто ми маємо двi рiзнi системи власних функцiй. Функцiї обох
цих систем є власними функцiями гамiльтонiана Ĥ. Отже, одно-
му власному значенню енерґiї вiдповiдає бiльше нiж одна власна
функцiя, тобто маємо виродження. Прикладом може бути вiль-
ний рух частинки: енерґiї p2/2m вiдповiдає безлiч плоских хвиль
з рiзними напрямками вектора iмпульсу p за умови |p| = const.
Це безмежнократне виродження зумовлене iснуванням двох iнте-
ґралiв руху: iмпульсу та моменту кiлькостi руху, оператори яких
не комутують мiж собою.

Нарештi розглянемо рiвняння руху для координати та iмпуль-
су в операторнiй формi в одновимiрному просторi:

ˆ̇x =
xĤ − Ĥx

i~
, ˆ̇p =

p̂Ĥ − Ĥp̂

i~
,

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x), p̂ = −i~ ∂

∂x
,

ˆ̇p =

(
−i~∂U

∂x

)/
i~,

ˆ̇x =
1

2im~
(xp̂2 − p̂2x) =

p̂

m
.

Отже, система




ˆ̇x =
p̂

m
,

ˆ̇p = −∂U
∂x

— аналог рiвнянь Гамiльтона. Цi рiвняння i становлять змiст так
званої теореми Еренфеста: квантовi рiвняння руху для операторiв
отримуємо з класичних рiвнянь формальною замiною фiзичних
величин вiдповiдними операторами.
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§ 18. Стацiонарнi стани

Стани, у яких енерґiя має певнi значення, називають стацiо-
нарними станами. Як уже вказувалось, якщо на систему не дiють
зовнiшнi сили, то {Ĥ, Ĥ} = 0 й енерґiя є iнтеґралом руху, тобто
дiє закон збереження енерґiї. У хвильовому рiвняннi, що описує
стани з певними значеннями енерґiї, змiннi q i t роздiляються.
Нехай ми маємо хвильове рiвняння

i~
∂ψ(q, t)

∂t
= Ĥψ(q, t).

Для роздiлення змiнних застосуємо метод Фур’є:

ψ(q, t) = ϕ(t)ψ(q).

Оператор Гамiльтона Ĥ не залежить вiд часу, тому

i~
dϕ(t)

dt
ψ(q) = ϕ(t)Ĥψ(q),

або

i~
ϕ̇

ϕ
=
Ĥψ

ψ
,

де крапка означає повну похiдну за часом. Лiва частина цього
рiвняння є функцiєю лише часу t, а права — тiльки координат q.
Рiвнiсть очевидно виконується, якщо лiва i права частини рiвня-
ння дорiвнюють сталiй величинi, яку ми позначимо через E:

i~
ϕ̇

ϕ
= E,

Ĥψ(q) = Eψ(q).

З першого рiвняння знаходимо

ϕ = Ce−iEt/~.

З другої умови ми отримуємо рiвняння на власнi значення для
оператора енерґiї Ĥ. Величина E має змiст енерґiї. Отже, як i
повинно бути, значення, якi може набувати енерґiя, визначаємо
з рiвняння на власнi значення та власнi функцiї гамiльтонiана
системи. Це рiвняння називають також стацiонарним рiвнянням
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Шрединґера. Таким чином, дописуючи iндекси, що нумерують
стани, маємо хвильову функцiю, яка описує стацiонарнi стани з
певною енерґiєю En:





ψn(q, t) = e−iEnt/~ψn(q),

Ĥψn(q) = Enψn(q).

Система функцiй ψn(q, t) є повною, i будь-яка функцiя

ψ(q, t) =
∑

n

Cne
−iEnt/~ψn(q),

а величина |Cn|2 дорiвнює, згiдно з принципом суперпозицiї, iмо-
вiрностi рiзних значень енерґiї.

Зробимо тепер кiлька зауважень. Для дискретних станiв iснує
iнтеґрал

∫
|ψn(q, t)|2dq =

∫
|ψn(q)|2dq = 1

— це означає, що ψn(q) достатньо швидко спадає на безмежностi.
Iншими словами, iмовiрнiсть перебування частинки на безмежно-
стi є зникаюче малою — частинка рухається в обмеженому об’ємi.
Висновок: якщо частинка рухається в обмеженiй дiлянцi просто-
ру (фiнiтний рух), то її рiвнi енерґiї дискретнi, вони квантуються.
Навпаки, у випадку неперервного спектра хвильовi функцiї нор-
муються на δ-функцiю й iнтеґрал не iснує:

∫
|ψE(q)|2dq = ∞. Це

означає, що ψE(q) слабо спадає на безмежностi або взагалi не спа-
дає, i, таким чином, iмовiрнiсть знайти частинку на безмежностi
вiдмiнна вiд нуля. Отже, якщо частинка рухається в необмеженiй
дiлянцi (iнфiнiтний рух), то енерґетичний спектр є неперервним.

Стацiонарним станом, як показує досвiд, фактично є лише
основний стан атомної системи, решта — квазiстацiонарнi. У збу-
дженому станi атом перебуває лише деякий час, а згодом вiн спон-
танно переходить на нижнiй рiвень, випромiнюючи кванти енерґiї.
Причиною спонтанного випромiнювання свiтла є взаємодiя еле-
ктронiв атома з нульовими коливаннями електромагнiтного поля.
Хоча середнi значення напруженостей поля у вакуумному ста-
нi дорiвнюють нулевi, середнi квадратичнi вiдхилення, унаслiдок
принципу невизначеностей, вiдмiннi вiд нуля.
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Тут ми торкаємось питання необоротностi фiзичних подiй
у часi. Рiвняння Шрединґера є оборотним у часi: замiна t на (−t)
та ψ на ψ∗ залишає його незмiнним. Отже, воно не може опи-
сувати квазiстацiонарних станiв, якщо їх не “заносити в теорiю
руками”. Внесення необоротностi означає, що вiдбирається лише
певний клас розв’язкiв рiвняння Шрединґера для системи “атоми
плюс поле”. При такому вiдборi розв’язкiв неявно припускається,
що випромiнений фотон, блукаючи Всесвiтом, бiльше нiколи не
зустрiне атома i не переведе його знову в збуджений стан.

Розв’язування стацiонарного рiвняння Шрединґера — це одна
iз центральних задач квантової механiки, оскiльки власнi значе-
ння енерґiї En квантовомеханiчних систем, або, як кажуть, їхнiй
енерґетичний спектр, є найважливiшою фiзичною характеристи-
кою, яка визначає низку iнших властивостей, а хвильовi функцiї
ψn(q) дозволяють розраховувати не лише середнi значення спо-
стережуваних величин, а й просторову структуру атомiв та їх
сукупностей, iмовiрностi переходiв мiж станами, зокрема iнтен-
сивностi випромiнювання й поглинання свiтла та перерiзи розсiя-
ння одних частинок на iнших. Фактично бiльша частина нашого
курсу присвячена знаходженню розв’язкiв рiвняння Шрединґера
для рiзноманiтних задач. Зрозумiло, що не для всiх потенцiалiв
це рiвняння допускає точний аналiтичний розв’язок. З кiлькома
такими задачами, що мають точний розв’язок, ми ознайомимось
у наступних роздiлах. Для iнших задач розвинемо наближенi ме-
тоди, такi, як теорiя збурень та варiацiйний принцип.

На рiвняння Шрединґера можна дивитись i по-iншому. А саме,
воно дає змогу за вiдомою хвильовою функцiєю знаходити потен-
цiальну енерґiю. Така постановка питання у класичнiй механiцi
вiдповiдає обчисленню сили чи потенцiалу за вiдомою траєкторi-
єю частинки (формула Бiне).

Розгляньмо, наприклад, рух частинки в одновимiрному про-
сторi з координатою x у силовому полi з потенцiальною енерґiєю
U = U(x). Вiзьмiмо до уваги основний стан. Нагадаємо, що стан з
найнижчим значенням енерґiї називають основним станом. Як ми
знаємо, основний стан є невиродженим i його хвильова функцiя не
має вузлiв (див. §10). У зв’язку з цим, хвильову функцiю основ-
ного стану ψ = ψ(x) завжди можна вибрати дiйсною i додатною,
тому записуємо її так:

ψ = ceu,
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c — стала нормування, а для функцiї u = u(x) знаходимо
рiвняння, яке випливає зi стацiонарного рiвняння Шрединґера

− ~2

2m
ψ′′ + Uψ = Eψ,

E — енерґiя основного стану, а штрих означає похiдну за коорди-
натою x. Отже, для u маємо таке рiвняння:

− ~2

2m
[u′′ + (u′)2] + U = E.

Оскiльки функцiя u за умовою задана, то звiдси й знаходимо по-
тенцiальну енерґiю.

Наприклад, якщо u = −ax2, a > 0, то наше рiвняння є таким:

~2

m
(a− 2a2x2) + U = E,

звiдси

E =
~2

m
a,

а потенцiальна енерґiя

U =
2~2a2

m
x2.

Тобто виявляється, що U є потенцiальною енерґiєю лiнiйного гар-
монiчного осцилятора iз частотою ω = 2~a/m. Отже, записана
через частоту повна енерґiя E = ~ω/2, а з умови нормування зна-
ходимо сталу c:

|c|2
∞∫

−∞

e−2ax2
dx = 1,

iнтеґрал дорiвнює
√
π/2a i c = (mω/π~)1/4.

Вiзьмiмо складнiшу функцiю

u = −ax2 − bx4

i з рiвняння для неї маємо

E =
~2

m
a,
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U =
2~2

m

[
4b2x6 + 4abx4 + (a2 − 3b)x2

]
.

Цей результат можна трактувати ще й так: для потенцiальної
енерґiї

U =
2~2

m

(
Ax6 +Bx4 + Cx2

)

рiвняння Шрединґера допускає точний аналiтичний розв’язок за
умови, що A = 4b2, B = 4ab, а C = a2 − 3b, тобто за умови, що
коефiцiєнт C вже не є довiльним, а

C =
B2

4A
− 3

√
A

2
.

Якщо C = 0, то точний розв’язок маємо за умови, що B =
√
6A3/4.

Дослiджуваний потенцiал має один точний розв’язок. Заува-
жимо, що потенцiали, для яких вiдомо кiлька точних розв’язкiв
(для основного i збуджених станiв), мають назву “квазiточноро-
зв’язуванi”.

Приклад. Довести, що середнє значення вiд похiдної гамiльтонiана Ĥ за
деяким параметром λ дорiвнює похiднiй енерґiї E за λ.

Нехай гамiльтонiан системи Ĥ , а отже, i його власнi значення, i власнi
функцiї залежать вiд деякого параметра λ. Продиференцiюймо рiвняння на
власнi значення для Ĥ за λ:

∂Ĥ

∂λ
ψ + Ĥ

∂ψ

∂λ
=
∂E

∂λ
ψ + E

∂ψ

∂λ
.

Помножмо це рiвняння злiва на ψ∗ i проiнтеґруймо за змiнними q:
∫
ψ∗ ∂Ĥ

∂λ
ψ dq +

∫
ψ∗Ĥ

∂ψ

∂λ
dq =

∂E

∂λ
+ E

∫
ψ∗ ∂ψ

∂λ
dq.

Користуючись самоспряженiстю оператора Ĥ, “перекидаємо” його дiю в дру-
гому доданку злiва на ψ∗. У результатi цей доданок скорочується з другим
доданком у правiй частинi рiвняння. Отже, ми отримуємо остаточно, що

〈
∂Ĥ

∂λ

〉
=
∂E

∂λ
, E = 〈Ĥ〉.

Цей результат справедливий, очевидно, для будь-якого ермiтового оператора.
Вiн вiдомий як теорема про те, що середнє значення вiд похiдної ермiтового
оператора за параметром λ дорiвнює похiднiй вiд середнього значення цього
оператора за λ. Помiчаємо, що ця теорема нагадує результат, який ми одержа-
ли для швидкостi змiни середнiх значень операторiв iз часом. У цьому нiчого
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дивного немає, оскiльки час t в нерелятивiстськiй теорiї є параметром, а не
змiнною.

Для iлюстрацiї можливостей цiєї теореми розгляньмо гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(r).

Якщо в ролi параметра λ узяти масу частинки m, то отримуємо

dE

dm
= −

〈
p2

2m2

〉
.

Тобто середнє значення кiнетичної енерґiї частинки знаходимо простим ди-
ференцiюванням повної енерґiї:

〈
p̂2

2m

〉
= −mdE

dm
.

Цiкаве спiввiдношення можна одержати, якщо зробити замiну змiнних
r = λr′, у результатi якої

Ĥ =
1

λ2

p̂′2

2m
+ U(λr′),

оператор p̂′ — канонiчно спряжений до r′. Тепер маємо:

∂E

∂λ
= − 2

λ3

〈
p̂′2

2m

〉
+

1

λ
〈(r′∇′)U(λr′)〉

або, повертаючись у правiй частинi до нештрихованих змiнних, отримуємо

∂E

∂λ
= − 2

λ

〈
p̂2

2m

〉
+

1

λ
〈(r∇)U(r)〉.

Оскiльки енерґiя не залежить вiд змiни масштабу довжини, тобто вiд пара-
метра λ, ∂E/∂λ = 0, то ми отримуємо рiвняння

2

〈
p̂2

2m

〉
= 〈(r∇)U(r)〉.

Величину, яка стоїть в правiй частинi цього рiвняння, називають вiрiалом
сил. Цей вираз є узагальненням на квантовий випадок вiдомої теореми вiрiалу
Р.Ю.Е. Клаузiуса (1870 р.).
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§ 19. Представлення Шрединґера i представлення
Гайзенберґа

Розглянемо хвильове рiвняння, яке описує еволюцiю стану
в часi

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ, ψ = ψ(q, t).

Еволюцiю в часi можна розглядати як дiю деякого оператора Ŝ
на хвильову функцiю, задану в певний початковий момент часу,
який ми виберемо рiвним нулевi, t = 0:

ψ(q, t) = Ŝ(t)ψ(q), Ŝ(0) = 1,

ψ(q) = ψ(q, t = 0).

З рiвняння Шрединґера дiстаємо рiвняння для оператора еволюцiї
Ŝ = Ŝ(t) :

i~
∂Ŝ

∂t
= ĤŜ.

Якщо Ĥ не залежить вiд часу, то

Ŝ(t) = exp

(
− i

~
Ĥt

)
.

Операторну експоненту розумiють як ряд:

exp

(
− i

~
Ĥt

)
= 1− i

~
Ĥt+

1

2!

(
− i

~
Ĥ

)2

t2 + · · · .

Оператор Ŝ повинен задовольняти умову
∫
ψ∗(q, t)ψ(q, t) dq =

∫
ψ∗(q)ψ(q) dq

— тобто вiн мусить зберiгати норму хвильової функцiї з часом,
iншими словами: частинка десь знаходиться в просторi змiни q
в довiльний момент часу t.

Таким чином, маємо:
∫

(Ŝ∗ψ∗(q))Ŝψ(q) dq =
∫
ψ∗(q)Ŝ+Ŝψ(q) dq.
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Отже, оператор еволюцiї повинен бути унiтарним:

Ŝ+Ŝ = 1, Ŝ+ = Ŝ−1.

Явний вигляд знайденого оператора Ŝ, коли Ĥ не залежить вiд
часу, вказує, що вiн унiтарний:

Ŝ+ = exp

(
i

~
Ĥ+t

)
= exp

(
i

~
Ĥt

)
= Ŝ−1.

Якщо хвильову функцiю ψ(q) розкласти в ряд за власними
хвильовими функцiями оператора Ĥ,

Ĥψn(q) = Enψn(q),

то

ψ(q, t) = Ŝψ(q) = Ŝ(t)
∑

n

Cnψn(q) =
∑

n

Cn exp

(
− i

~
Ĥt

)
ψn(q)

=
∑

n

Cn

(
1− i

~
Ĥt+

1

2!

(
− i

~
Ĥ

)2

t2 + · · ·
)
ψn(q)

=
∑

n

Cn

(
1− i

~
Ent+

1

2!

(
− i

~
En

)2

t2 + · · ·
)
ψn(q)

=
∑

n

Cn exp

(
− i

~
Ent

)
ψn(q).

Такий спосiб опису часової еволюцiї квантової системи, коли хви-
льовi функцiї залежать вiд часу, називають представленням Шре-
динґера. Вiдзначимо, що термiн “представлення”, який iсторично
утвердив себе, насправдi тут є недоречним — мова йде саме про
спосiб опису. Тому про такий опис еволюцiї говорять ще як про
“картину Шрединґера”.

Можна будувати квантову механiку i так, щоб усю залежнiсть
вiд часу перенести на оператори, а хвильовi функцiї в такому
представленнi не будуть залежати вiд часу. Такий опис назива-
ють зображенням, або “картиною Гайзенберґа”.

177



Отже, будемо вважати, що хвильовi функцiї ψ = ψ(q) не зале-
жать вiд часу. Очевидно, що

ψ(q) = Ŝ−1ψ(q, t) = Ŝ+ψ(q, t).

Для знаходження залежностi вiд часу операторiв обчислюємо се-
реднє:

〈A〉 =

∫
ψ∗(q, t)Âψ(q, t)dq =

∫
(Ŝ∗ψ∗(q))ÂŜψ(q)dq

=

∫
ψ∗(q)Ŝ+ÂŜψ(q)dq =

∫
ψ∗(q)Â(t)ψ(q)dq.

Отже, можемо розраховувати середнi значення за хвильовими
функцiями, незалежними вiд часу. Однак тепер оператор Â за-
лежить вiд часу i має вигляд:

Â(t) = Ŝ+ÂŜ = exp

(
i

~
Ĥt

)
Â exp

(
− i

~
Ĥt

)

— представлення Гайзенберґа. Приймаючи, що Â не залежить яв-
но вiд часу, вiзьмемо похiдну за t:

dÂ(t)

dt
=
i

~
Ĥ exp

(
i

~
Ĥt

)
Â exp

(
− i

~
Ĥt

)

− i

~
exp

(
i

~
Ĥt

)
Â exp

(
− i

~
Ĥt

)
Ĥ =

i

~
ĤÂ(t)− i

~
Â(t)Ĥ.

Або

dÂ(t)

dt
=
Â(t)Ĥ − ĤÂ(t)

i~
= {Â(t), Ĥ}

— це рiвняння руху для операторiв у представленнi Гайзенберґа.
Обчислимо матричнi елементи оператора у представленнi Гай-

зенберґа, вибравши для цього власнi функцiї Ĥ:

Amn(t) = 〈m|Â(t)|n〉 = 〈m| exp
(
i

~
Ĥt

)
Â exp

(
− i

~
Ĥt

)
|n〉

= exp

(
− i

~
Ent

)
〈m| exp

(
i

~
Ĥt

)
Â|n〉
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= exp

(
− i

~
Ent

)∑

k

〈m| exp
(
i

~
Ht

)
|k〉〈k|Â|n〉

= exp

(
− i

~
Ent

)∑

k

exp

(
i

~
Ekt

)
δmk〈k|Â|n〉

= exp

(
− i

~
Ent

)
exp

(
i

~
Emt

)
Amn.

Отже,

Amn(t) = eiωmntAmn,

де частота переходу ωmn = (Em − En)/~, а похiдна за часом, яку
ми позначимо крапкою,

Ȧmn(t) = iωmnAmn(t).

Цi матрицi вводив Гайзенберґ при побудовi матричної квантової
механiки, не знаючи й не вводячи поняття оператора.

Зупинимось ще на одному промiжному способi опису еволю-
цiї квантових систем у часi — так званому представленнi взаємо-
дiї. Представлення взаємодiї здiйснюється оператором еволюцiї,
у якому є лише частина повного гамiльтонiана

Ĥ = Ĥ0 + V̂ .

Оператор еволюцiї, що творить представлення взаємодiї

Ŝ0(t) = exp

(
− i

~
Ĥ0t

)
.

У цьому представленнi не вся часова залежнiсть переведена з хви-
льової функцiї на оператори: i оператори, i хвильовi функцiї за-
лежать вiд часу:

dÂ(t)

dt
= {Â(t), Ĥ0},

де оператор у представленнi взаємодiї

Â(t) = S+
0 ÂS0 = exp

(
i

~
Ĥ0t

)
Â exp

(
− i

~
Ĥ0t

)
.
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Повний оператор еволюцiї

Ŝ(t) = Ŝ0(t)σ̂(t),

де оператор σ̂(t) задовольняє рiвняння, яке випливає з рiвняння
для Ŝ(t):

i~
∂σ̂(t)

∂t
= V̂ (t)σ̂(t),

V̂ (t) = S+
0 V̂ S0 = exp

(
i

~
Ĥ0t

)
V̂ exp

(
− i

~
Ĥ0t

)
.

Оператор σ̂(t) здiйснює еволюцiю в часi, яка зумовлена взаємо-
дiєю. Отже, у представленнi взаємодiї оператори залежать вiд
часу, як i в гайзенберґiвському представленнi, але з гамiльтонi-
аном Ĥ0; залежнiсть хвильових функцiй вiд часу зумовлена опе-
ратором взаємодiї:

ψ(q, t) = Ŝ(t)ψ(q) = Ŝ0(t)σ̂(t)ψ(q),

ψвз(q, t) = σ̂(t)ψ(q),

i~
∂ψвз(q, t)

∂t
= V̂ (t)ψвз(q, t).

Представлення взаємодiї зручно використовувати у випадках, ко-
ли розв’язок рiвняння Шрединґера з оператором Ĥ0 є вiдомим,
а для розв’язку задачi з повним гамiльтонiаном Ĥ застосовують
наближенi методи.



ГЛА ВА IV

НАЙПРОСТIШI ЗАДАЧI КВАНТОВОЇ МЕХАНIКИ

§ 20. Частинка в одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй
ямi з безмежно високими стiнками

Розглянемо рух частинки в одновимiрному прямокутному
ящику з непроникними стiнками, U(0) = U(a) = ∞; U(x) = 0,
0 < x < a, a — розмiр ящика.

Стацiонарне рiвняння Шрединґера запишеться так:

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x),

з граничними умовами, що забезпечують непроникнiсть стiнок:

ψ(0) = ψ(a) = 0.

Загальний розв’язок рiвняння




ψ(x) = C sin(kx+ δ),

E =
~2k2

2m
.

C, k, δ — сталi, якi однозначно визначаються з граничних умов
та умови нормування:

ψ(0) = 0, δ = 0,

ψ(a) = 0, ka = nπ,

∫ a

0
|ψ(x)|2dx = 1.
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Отже, маємо

ψ(x) = C sin kx, k =
π

a
n, n = 1, 2, 3, . . . .

Стан з n = 0 вiдсутнiй, вiн тотожно дорiвнює нулевi. Стани
з вiд’ємними числами n з точнiстю до фазового множника eiπ

виявляються однаковими зi станами, для яких n > 0. Фазовий
множник не впливає на фiзичнi результати, а оскiльки хвильова
функцiя визначається з точнiстю до фазового множника, то стани
з n > 0 та з n < 0 збiгаються. Далi беремо до уваги лише додатнi
квантовi числа n. З умови нормування маємо

1 =

∫ a

0
|ψ(x)|2dx = |C|2

∫ a

0
sin2 kx dx

= |C|2
∫ a

0

1− cos 2kx

2
dx = |C|2a

2

або (знову ж таки з точнiстю до фазового множника)

C =

√
2

a
.

Остаточний результат:

ψn(x) =

√
2

a
sin

π

a
nx, En =

~2

2m

(π
a

)2
n2, n = 1, 2, . . . .

Розглянута задача є доброю iлюстрацiєю загальних висновкiв,
зроблених ранiше щодо властивостей власних функцiй та власних
значень ермiтових операторiв. Хвильова функцiя основного стану
ψ1(x) на промiжку 0 < x < a не має вузлiв, вона є дiйсною i до-
датною. Наступна функцiя ψ2(x), що описує перший збуджений
стан, має один вузол при x = a/2 (див. рис. 18) i т. д.

Частинка, рухаючись в обмеженому об’ємi простору, має дис-
кретнi рiвнi енерґiї, причому, вiдповiдно до принципу невизначе-
ностей, характерний масштаб енерґiї ∼ ~2/2ma2. Система {ψn(x)}
утворює повний набiр ортонормованих хвильових функцiй,

∫ a

0
ψn(x)ψn′(x)dx = δn,n′ .
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Рис. 18. Хвильовi функцiї двох нижнiх станiв частинки в ящику.

Повнота функцiй дає змогу отримати чимало цiкавих спiввiд-
ношень. Вiзьмемо, наприклад, функцiю ψ(x) = 1/

√
a, 0 < x < a,

ψ(0) = ψ(a) = 0. Розкладемо її в ряд:

ψ(x) =
∑

n

Cnψn(x),

де

Cn =

∫ a

0
ψn(x)ψ(x)dx =

√
2

a

∫ a

0
sin
(π
a
nx
)
dx =

√
2

πn
[1− (−1)n] ,

або

Cn =
2
√
2

πn
, n = 1, 3, 5, . . . ; Cn = 0, n = 2, 4, 6, . . . .

Враховуючи явний вигляд ψ(x), знаходимо цiкавий ряд

π

4
=

∑

n=1,3,5,...

1

n
sin
(π
a
nx
)
.

З умови замкненостi
∞∑

n=1

|Cn|2 = 1
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отримаємо також цiкавий результат

∑

n=1,3,5,...

1

n2
=
π2

8
.

Це своєю чергою дає
∞∑

n=1

1

n2
=

∑

n=1,3,5,...

1

n2
+

∑

n=2,4,...

1

n2
=
π2

8
+

1

4

∞∑

n=1

1

n2
,

звiдки
∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
,

дзета-функцiя Рiмана ζ(2).

Приклад 1. Хвильова функцiя частинки в одновимiрнiй прямокутнiй без-
межно глибокiй потенцiальнiй ямi в iмпульсному зображеннi. За означенням,
хвильова функцiя в iмпульсному зображеннi

C(p) =

∫ a

0

e−ipx/~

√
2π~

ψn(x) dx =
1√
πa~

∫ a

0

e−ipx/~ sin
(π
a
nx
)
dx

= 2n
√
πa~3

sin
(
pa
2~

+ π
2
n
)

(πn~)2 − (pa)2
exp

{
−i
(pa
2~

+
π

2
(n− 1)

)}
,

де ψn(x) взято з основного тексту цього параграфа. Розподiл за iмпульсами

|C(p)|2 =
4πa~3n2

(π2n2~2 − p2a2)2
sin2

(pa
2~

+
π

2
n
)
.

Очевидно повинна виконуватись умова

∞∫

−∞

|C(p)|2dp = 1.

Перевiрмо її. Зробимо замiну змiнної iнтеґрування

x = pa/2~+ πn/2

i знайдемо

∞∫

−∞

|C(p)|2 dp =
π

2
n2

∞∫

−∞

sin2 x

x2(πn− x)2
dx
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=
π

2
n2

∞∫

0

sin2 x

x2

[
1

(πn− x)2
+

1

(πn+ x)2

]
dx

=
π

2
n2

(
− d

dα

) ∞∫

0

sin2 x

x2

(
1

α− x
+

1

α+ x

)
dx

= πn2

(
− d

dα

)
α

∞∫

0

sin2 x

x2(α2 − x2)
dx,

тимчасове позначення α = πn. Iнтеґрал є табличним (див., наприклад, Град-
штейн И. С., Рыжик И. М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений.
М.: Наука, 1971, на стор. 463), i тепер

∞∫

−∞

|C(p)|2 dp = πn2

(
− d

dα

)
π

4α

(
2− sin 2α

α

)

=
(πn

2

)2 2

α2

(
1 + cos 2α− sin 2α

α

)
= 1,

оскiльки α = πn.

Приклад 2. Рух частинки в одновимiрнiй прямокутнiй потенцiальнiй ямi
скiнченної глибини. Нехай потенцiальна енерґiя частинки U(x) = 0, 0 ≤ x ≤ a
i U(x) = U = const для x > a та x < 0. Розв’язок рiвняння Шрединґера в
серединi ями беремо з §20:

ψ(x) = C sin(kx+ δ), E = ~
2k2/2m.

Для дiлянок поза ямою, коли енерґiя E < U , хвильова функцiя є очевидно
експоненцiально спадною:

ψ1(x) = C1e
κx, x < 0; ψ2(x) = C2e

−κ(x−a), x > a,

причому енерґiя E = U − ~2κ2/2m.
З умов зшивання хвильових функцiй, тобто прирiвнювання в точках x =

0, x = a хвильових функцiй i їхнiх похiдних, знаходимо таку систему рiвнянь:

C sin δ = C1, Ck cos δ = C1κ при x = 0;

C sin(ka+ δ) = C2, Ck cos(ka+ δ) = −C2κ при x = a.

Iз вiдношення перших та других двох рiвнянь маємо:

tgδ = k/κ, tg(ka+ δ) = −k/κ.
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Звiдси випливає, що кути δ i (−ka − δ) можуть вiдрiзнятися хiба що на nπ,
де n = 1, 2, . . .. Отже,

2δ + ka = nπ.

Далi з виразу tgδ = k/κ маємо sin δ = k
√

1− sin2 δ/κ, звiдки sin2 δ =

(k/κ)2/[1 + (k/κ)2], тому sin δ =
√
E/U , i наше рiвняння для фаз набуває

вигляду:

2arcsin
√
E/U +

√√√√E

/
~2

2ma2
= nπ.

Оскiльки нас цiкавить значення енерґiї E/U < 1, то можемо вважати,

що 0 < arcsin
√
E/U < π/2. У знерозмiрених величинах E∗ = E

/
~
2

2ma2 , U∗ =

U
/

~
2

2ma2 це рiвняння на визначення рiвнiв енерґiї є таким:

2arcsin
√
E∗/U∗ +

√
E∗ = nπ.

Якщо яма нескiнченно глибока, U → ∞, ми, зрозумiло, приходимо до
рiвнiв енерґiї En = ~2π2n2/2ma2, якi знайденi в цьому параграфi, а в за-
гальному випадку це рiвняння розв’язуємо чисельними методами. Зокрема,
при U∗ = 1 маємо один рiвень E∗ = 0.810661; при U∗ = 5 також є один
рiвень E∗ = 2.485569; при U∗ = 13 виникає другий рiвень: E∗

1 = 3.917762,
E∗

2 = 12.501569; при U∗ = 43 виникає вже третiй рiвень: E∗
1 = 5.731783,

E∗
2 = 21.991611, E∗

3 = 42.430476.

§ 21. Гармонiчний осцилятор. Хвильовий пiдхiд

У класичнiй механiцi гармонiчним осцилятором називають си-
стему, функцiя Гамiльтона якої

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2.

Розв’язки класичних рiвнянь руху добре вiдомi:




x = x0 sin(ωt+ δ),

p = mωx0 cos(ωt+ δ),

тут ω — частота коливань, x0 — амплiтуда, δ — початкова фаза.
Енерґiя E набуває неперервний ряд значень:

E =
mω2

2
x20.
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У квантовiй механiцi iмпульс та координату замiнюємо на опе-
ратори. Тодi гамiльтонiан гармонiчного осцилятора

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2.

Завдання полягає в знаходженнi розв’язку рiвняння Шрединґера

Ĥψ = Eψ.

Iншими словами, нам необхiдно вiдшукати власнi функцiї та вла-
снi значення оператора Ĥ.

Розглянемо спочатку пiдхiд на основi хвильової механiки.
У координатному зображеннi рiвняння Шрединґера має такий ви-
гляд:

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+
mω2

2
x2ψ(x) = Eψ(x), −∞ < x <∞.

Уведемо знерозмiрену величину ξ = x/l0, де l0 =
√

~/mω — хара-
ктерний масштаб довжини (квантова амплiтуда). Знерозмiримо
це рiвняння:

−d
2ψ(ξ)

dξ2
+ ξ2ψ(ξ) =

2E

~ω
ψ(ξ).

З фiзичних мiркувань, беручи до уваги зростання потенцiальної
енерґiї при x → ±∞, випливає, що ψ → 0 при ξ → ±∞. У цьому
випадку права частина рiвняння прямує до нуля швидше, нiж
лiва:

−d
2ψ(ξ)

dξ2
+ ξ2ψ(ξ) = 0.

Отже, при великих значеннях ξ розв’язок рiвняння ψ(ξ) ∼
exp(±ξ2/2). З фiзичних мiркувань, знак “+” вiдкидаємо, i хви-
льова функцiя в цiй границi ψ(ξ) ∼ exp(−ξ2/2). Звiдси випливає,
що хвильову функцiю можна зобразити так:

ψ(ξ) = CH(ξ)e−ξ2/2,

причому невiдома функцiя H(ξ) на безмежностi не повинна зро-
стати швидше, нiж exp(ξ2/2), C — стала нормування.
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Пiдстановка цього виразу в рiвняння Шрединґера дає

H ′′(ξ)− 2ξH ′(ξ) +

(
2E

~ω
− 1

)
H(ξ) = 0.

Запишемо невiдому функцiю H(ξ) у виглядi ряду

H(ξ) =
∑

k≥0

akξ
k

i пiдставимо його в рiвняння. Маємо

∑

k≥2

akk(k − 1)ξk−2 − 2
∑

k≥0

akkξ
k +

(
2E

~ω
− 1

)∑

k≥0

akξ
k = 0.

У першому доданку покладаємо k− 2 = k′, а потiм k′ знову пере-
позначаємо через k:

∑

k≥0

[
(k + 2)(k + 1)ak+2 − 2kak +

(
2E

~ω
− 1

)
ak

]
ξk = 0.

Для того щоб сума степеневого ряду дорiвнювала нулевi, необхi-
дно, щоб кожний член ряду дорiвнював нулевi. Це дає рекурентне
рiвняння для невiдомих коефiцiєнтiв ak:

ak+2 = ak
2k + 1− 2E/~ω

(k + 2)(k + 1)
.

При великих значеннях k знаходимо, що ak+2 = 2ak/k. Звiдси
бачимо, що для коефiцiєнтiв з парними значками a2k ∼ 1/k!, i наш
ряд для H(ξ) дає H(ξ) ∼ exp(ξ2). У результатi хвильова функцiя
не буде задовольняти граничних умов ψ → 0, ξ → ±∞. Для їх
забезпечення обриваємо ряд, покладаючи an+2 = 0, але an 6= 0:

2n + 1− 2E/~ω = 0.

Це рiвняння визначає рiвнi енерґiї E = En гармонiчного осци-
лятора

En = ~ω(n+ 1/2), n = 0, 1, 2, . . .
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Рис. 19. Рiвнi енерґiї лiнiйного гармонiчного осцилятора.

— вони, як бачимо, є еквiдистантними (див. рис. 19). При цьому
коефiцiєнти

ak+2 = ak
2(k − n)

(k + 2)(k + 1)
,

а функцiя H(ξ) = Hn(ξ):

Hn(ξ) =

n∑

k=0

akξ
k

— полiном Ермiта. Оскiльки стала нормування ще не визначена,
за вже давньою домовленiстю, вибираємо коефiцiєнт при ξn рiв-
ним 2n, решта знаходимо з рекурентних спiввiдношень:

Hn(ξ) = (2ξ)n−n(n− 1)

1!
(2ξ)n−2+

n(n− 1)(n − 2)(n − 3)

2!
(2ξ)n−4+. . .

Декiлька перших полiномiв мають вигляд:

H0(ξ) = 1, H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ,

H1(ξ) = 2ξ, H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12,

H2(ξ) = 4ξ2 − 2, H5(ξ) = 32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ.
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Виявляється, що полiноми Ермiта можна записати в дуже зру-
чнiй формi:

Hn(ξ) = eξ
2

(
− d

dξ

)n

e−ξ2 .

Справдi, неважко переконатись, що цей вираз задовольняє рiв-
няння для функцiї H(ξ), якщо енерґiя E = En. Полiном Ермiта
можна зобразити i так:

Hn(ξ) = eξ
2

(
− d

dξ

)n

e−ξ2 = eξ
2/2

(
ξ − d

dξ

)n

e−ξ2/2.

З цього означення та стартового рiвняння для полiномiв Ермiта
легко доводимо рекурентнi спiввiдношення для них:

Hn+1(ξ) = 2ξHn(ξ)− 2nHn−1(ξ),

dHn(ξ)

dξ
= 2nHn−1(ξ).

Отже, хвильовi функцiї гармонiчного осцилятора

ψn(x) = Cne
−ξ2/2Hn(ξ).

Сталi Cn вважаємо дiйсними величинами i знаходимо їх з умови
нормування. Для цього пiдрахуємо iнтеґрал
∫ ∞

−∞
ψn′(x)ψn(x)dx =

√
~

mω
Cn′Cn

∫ ∞

−∞
e−ξ2Hn′(ξ)Hn(ξ)dξ

= Cn′Cn

√
~

mω

∫ ∞

−∞
Hn′(ξ)

(
− d

dξ

)n

e−ξ2dξ.

Ми використали явний вигляд полiнома Ермiта. Нехай n′ < n i
iнтеґруємо n разiв частинами:

∫ ∞

−∞
ψn′(x)ψn(x)dx = Cn′Cn

√
~

mω

∫ ∞

−∞
e−ξ2 d

nHn′(ξ)

dξn
dξ.

Похiдна пiд iнтеґралом при n′ < n дорiвнює нулевi, а отже, iн-
теґрал також дорiвнює нулевi. Якщо n > n′, то розкриваємо яв-
но полiном Hn′(ξ) i проводимо так само n′-кратне iнтеґрування

190



частинами — знову отримуємо, що iнтеґрал дорiвнює нулевi. От-
же, хвильовi функцiї є ортогональними, як i повинно бути. Якщо
n = n′, то похiднi пiд iнтеґралом дають внесок лише вiд макси-
мального степеня полiнома. Цей внесок дорiвнює 2nn!. З умови
нормування

1 =

∫ ∞

−∞
ψ2
n(x)dx = C2

n

√
~

mω
2nn!

∫ ∞

−∞
e−ξ2dξ = C2

n

√
~

mω
2nn!

√
π

знаходимо

Cn =
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

.

Отже, остаточно

ψn(x) =
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

e−ξ2/2Hn(ξ),

причому ∫ ∞

−∞
ψn′ψn dx = δn′,n.

Стани є невиродженими, i кожному значенню енерґiї вiдповiдає
одна хвильова функцiя.

В основному станi, коли n = 0, енерґiя осцилятора має най-
менше значення, але не дорiвнює нулевi:

E0 =
~ω

2

— так звана енерґiя нульових коливань. Це наслiдок принципу
невизначеностей Гайзенберґа: не може бути одночасно 〈x2〉 = 0 i
〈p2〉 = 0 (див. Приклади до §7).

Хвильова функцiя основного стану

ψ0(ξ) =
(mω
π~

)1/4
e−ξ2/2.

Як бачимо, вона є безвузловою. Хвильова функцiя першого збу-
дженого стану

ψ1(ξ) =
(mω
π~

)1/4
e−ξ2/2

√
2 ξ,

яка вiдповiдає енерґiї E1 = 3~ω/2, має один вузол (рис. 20).

191



Рис. 20. Хвильовi функцiї лiнiйного гармонiчного осцилятора.

Зробимо зауваження. Якщо розглянути задачу про рух ча-
стинки в полi з потенцiальною енерґiєю mω2x2/2 для x ≥ 0 i
безмежно високою стiнкою при x = 0, то в нашому попередньо-
му розглядi необхiдно врахувати ще додаткову умову: хвильовi
функцiї в точцi x = 0 повиннi дорiвнювати нулевi. Цю умову за-
довольняють розв’язки з непарним значенням квантового числа,
n = 1, 3, 5, . . .. Це i будуть хвильовi функцiї такого обрiзаного гар-
монiчного осцилятора за умови, що x ≥ 0.

Приклад 1. Обчислити середнi значення координати 〈xk〉 для гармонiчно-
го осцилятора.

Виходимо з того, що для будь-якого оператора, незалежного вiд часу,

середнє 〈ˆ̇f〉 = 0. Нехай ермiтовий оператор f̂ = ϕp̂+ e.c., де ϕ = ϕ(x). Отже,
〈ϕ̇p̂+ ϕˆ̇p+ e.c.〉 = 0 i, оскiльки ϕ̇ = [ϕ, Ĥ]/i~ = [ϕ, p̂2]/2mi~ = (ϕ′p̂+ p̂ϕ′)/2m,
а ˆ̇p = −U ′, U — потенцiальна енерґiя (штрихами позначаємо похiднi за x), то
отримуємо таке рiвняння:

〈ϕ′p̂2〉/m− i~〈ϕ′′ p̂〉/2m− 〈ϕU ′〉+ 〈e.c.〉 = 0.

Оскiльки дiя оператора p̂2/2m = Ĥ−U на власнi хвильовi функцiї оператора
Ĥ (“налiво” чи “направо”) еквiвалентна множенню на (E −U), де E — власне
значення енерґiї, то рiвняння набуває такого вигляду:

4〈ϕ′(E − U)〉 + ~
2〈ϕ′′′〉/2m− 2〈ϕU ′〉 = 0.

При ϕ = x отримуємо теорему вiрiалу 2〈p̂2/2m〉 = 〈xU ′〉, тому це рiвняння
називають узагальненою теоремою вiрiалу.
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Для гармонiчного осцилятора E = ~ω(n + 1/2) квантове число n =
0, 1, 2, . . ., U = mω2x2/2. Покладаючи ϕ = xk, k = 1, 2, . . ., легко знаходимо

〈x2〉 = ~

2mω
(2n+ 1), 〈x3〉 = ~

mω

2

3
(2n+ 1)〈x〉,

〈x4〉 =
(

~

2mω

)2

3(2n2 + 2n+ 1), 〈x5〉 =
(

~

mω

)2
2

15
(16n2 + 16n+ 13)〈x〉,

〈x6〉 =
(

~

2mω

)3

5(4n3 + 6n2 + 8n+ 3),

〈x7〉 =
(

~

mω

)3
24

105
(16n3 + 24n2 + 46n+ 19)〈x〉,

〈x8〉 =
(

~

2mω

)4

35(2n4 + 4n3 + 10n2 + 8n+ 3).

Очевидно, що для звичайного гармонiчного осцилятора 〈x〉 = 0, однак для
“обрiзаного”, коли змiнна x ≥ 0 i квантове число n набуває лише непарних
значень, це середнє вiдмiнне вiд нуля i прямий розрахунок дає:

〈x〉 =
√

~

mω

4Γ(1 + n/2)

πΓ(1/2 + n/2)
, n = 1, 3, 5, . . . .

Приклад 2. Знайти розв’язки рiвняння Шрединґера для частинки маси
m з гамiльтонiаном циклоїдального маятника (див. Приклад до §9):

Ĥ =
P̂ 2

2m
+
mω2

2
Q2, −4a ≤ Q ≤ 4a,

тут P̂ = −i~ d/dQ — оператор iмпульсу, ω — частота iзохронних коливань
класичного маятника, параметр a — радiус кола, що творить циклоїду.

Рiвняння Шрединґера нашої задачi збiгається з рiвнянням для гармонi-
чного осцилятора, але з додатковою умовою на хвильовi функцiї: ψ(Q) = 0,
Q = ±4a. Передусiм зауважимо, що з усiєї сукупностi розв’язкiв ми можемо
вiдiбрати тi, якi є розв’язками задачi про гармонiчний осцилятор, якщо на
полiноми Ермiта накласти умову:

Hn(ξ) = 0, при ξ = Q
/√

~

mω
= ±4a

/√
~

mω
.

Зрозумiло, що сталi нормування хвильових функцiй будуть iншими, нiж у
гармонiчного осцилятора.

Очевидно, що n ≥ 2 i, зокрема, для n = 2 рiвняння на нулi полiнома
Ермiта дає зв’язок мiж частотою, масою й параметром a: ω = ~/32ma2, при
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цьому енерґiя E = 5~2/64ma2. Аналогiчно для n = 3 маємо ω = 3~/32ma2,
E = 21~2/64ma2; для n = 4, ω = (3 ±

√
6)~/32ma2, E = 9(3 ±

√
6)~2/64ma2.

Читач може знайти такi розв’язки i для вищих значень n.

За термiнологiєю, введеною в §18, це i є “квазiточнi розв’язки”, оскiль-
ки вони iснують лише за певних зв’язкiв мiж параметрами гамiльтонiана (у
нашiй задачi мiж ω i ma2).

Тепер звернiмося до точного розв’язку цiєї задачi. У загальному випадку
рiвняння Шрединґера (записане в знерозмiрених змiнних ξ) має два лiнiйно
незалежнi, парний i непарний, розв’язки:

ψ1(Q) = С1e
−ξ2/2M

(
−ν
2
,
1

2
, ξ2
)
, ψ2(Q) = С2e

−ξ2/2ξM

(
1− ν

2
,
3

2
, ξ2
)
,

де M(a, b, z) — так звана вироджена гiпергеометрична функцiя (див., на-
приклад, Справочник по специальным функциям. Под ред. М. Абрамовица,
И. Стиган. М.: Наука, 1979, на стор. 321), яка в частковому випадку зводиться
до полiномiв Ермiта,

H2n(ξ) = (−)n
(2n)!

n!
M(−n, 1

2
, ξ2), H2n+1(ξ) = (−)n

(2n+ 1)!

n!
2ξM(−n, 3

2
, ξ2),

n = 0, 1, 2, . . . ;C1, C2 — сталi нормування.

Рiвнi енерґiї знаходимо з умови рiвностi нулевi хвильової функцiї в точках
Q = ±4a:

En = ~ω

(
νn +

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

де νn — коренi рiвнянь

M

(
−ν
2
,
1

2
, η

)
= 0, M

(
1− ν

2
,
3

2
, η

)
= 0,

параметр η = ~ω
/

~
2

16ma2 є вiдношенням характерних енерґiй гармонiчного

осцилятора й частинки в прямокутнiй потенцiальнiй ямi з безмежно високими
стiнками шириною 4a.
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n η = 3−
√

6
2

η = 1
2

η = 3
2

η = 3+
√

6
2

η = 25

0 4.000 2.0000 0.4185 0.1197 0.0000

1 17.467 9.4402 3.0000 1.6851 1.0000

3 39.881 21.7843 7.1357 4.0000 2.0000

4 71.2565 39.0586 12.9005 7.1842 3.0000

5 111.595 61.2664 20.3060 11.265 4.0000

6 160.898 88.4084 29.3549 16.2484 5.0001

7 219.165 120.485 40.0480 22.1361 6.0006

8 286.395 157.496 52.3857 28.9288 7.0029

9 362.590 199.442 66.3681 36.6266 8.0115

10 447.748 246.323 81.9953 45.2299 9.0366

11 541.871 298.138 99.2674 54.7385 10.0962

12 644.957 354.889 118.184 65.1526 11.2131

У таблицi подано величини νn для кiлькох перших станiв, знайденi чи-
сельними методами при рiзних значеннях параметра η, причому λn з парни-
ми iндексами дає перше рiвняння, а з непарними — друге. Серед цих значень
рiвнiв енерґiї є також “квазiточнi розв’язки” (при η = 1/2, 3/2, (3 ±

√
6)/2),

знайденi вище. Очевидно, при η → ∞ рiвнi енерґiї збiгаються з енерґетичним
спектром звичайного гармонiчного осцилятора.

§ 22. Гармонiчний осцилятор. Метод операторiв
породження та знищення

Почнiмо з того, що знову запишемо вихiднi вирази для опе-
ратора Гамiльтона нашої задачi, переставнi спiввiдношення для
операторiв координати й iмпульсу та рiвняння на власнi функцiї
i власнi значення, не конкретизуючи представлення:





Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2,

x̂p̂− p̂x̂ = i~,

Ĥψ = Eψ.
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Гамiльтонiан є квадратичною формою, i напрошується його роз-
клад на “простi множники”. Для цього введемо оператори

b̂ =
1√
2

(√
mω

~
x̂+ i

p̂√
m~ω

)
,

b̂+ =
1√
2

(√
mω

~
x̂− i

p̂√
m~ω

)
.

Вiзьмемо добуток

b̂+b̂ =
1

2

{
mω

~
x̂2 +

√
mω

~

1√
m~ω

i(x̂p̂− p̂x̂) +
p̂2

m~ω

}
,

тобто

b̂+b̂ =
mωx̂2

2~
+

p̂2

2m~ω
− 1

2
.

Аналогiчно

b̂b̂+ =
mωx̂2

2~
+

p̂2

2m~ω
+

1

2
.

Так що переставнi спiввiдношення для цих операторiв:

b̂b̂+ − b̂+b̂ = 1.

Очевидно, що

Ĥ = ~ω

(
b̂+b̂+

1

2

)
.

Тому вихiдне рiвняння на власнi значення та власнi функцiї для Ĥ
набирає вигляду:

~ω

(
b̂+b̂+

1

2

)
ψ = Eψ.

Подiємо злiва на це рiвняння оператором b̂+:
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~ω

(
b̂+b̂+b̂+

1

2
b̂+
)
ψ = Eb̂+ψ.

Використаймо тепер переставнi спiввiдношення операторiв b̂, b̂+:

~ω

(
b̂+b̂b̂+ − b+ +

1

2
b̂+
)
ψ = Eb̂+ψ,

~ω

(
b̂+b̂− 1 +

1

2

)
b̂+ψ = Eb̂+ψ,

~ω

(
b̂+b̂+

1

2

)
b̂+ψ = (E + ~ω)b̂+ψ.

Ми знову прийшли до рiвняння на власнi функцiї та власнi
значення, але з енерґiєю, збiльшеною на ~ω, i з хвильовою фун-
кцiєю b̂+ψ. Отже, якщо хвильовiй функцiї ψ вiдповiдає енерґiя E,
то хвильовiй функцiї ψ1 = b̂+ψ — енерґiя E + ~ω:

~ω

(
b̂+b̂+

1

2

)
ψ1 = (E + ~ω)ψ1.

Проводячи аналогiчнi перетворення i далi, отримаємо такий лан-
цюжок для хвильових функцiй та вiдповiдних значень енерґiї:

ψ → E,

ψ1 = b̂+ψ → E1 = E + ~ω,

ψ2 = b̂+ψ1 = (b̂+)2ψ → E2 = E1 + ~ω = E + 2~ω,

...............................................................................

ψn = (b̂+)nψ → En = E + n~ω.

Подiємо тепер оператором b̂ на наше вихiдне рiвняння

~ωb̂

(
b̂+b̂+

1

2

)
ψ = Eb̂ψ,
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такi ж мiркування, як i щойно наведенi, дають

~ω

(
b̂+b̂+

1

2

)
ψ′
1 = (E − ~ω)ψ′

1,

ψ′
1 = b̂ψ.

Отже, якщо ψ вiдповiдала енерґiя E, то ψ′
1 = b̂ψ — енерґiя на

квант ~ω менша: E − ~ω. Повторюючи цей процес, приходимо до
такого ланцюжка спiввiдношень:

ψ → E,

ψ′
1 = b̂ψ → E′

1 = E − ~ω,

ψ′
2 = b̂ψ′

1 = (b̂)2ψ → E′
2 = E′

1 − ~ω = E − 2~ω,

..........................................................................

ψ′
n = (b̂)nψ → E′

n = E − n~ω.

Як бачимо, оператор b̂+, дiючи на деяку стартову амплiтуду
стану, збiльшує енерґiю на квант ~ω, а оператор b̂ зменшує E на
квант ~ω. Звiдси їхня назва: b̂+ — оператор породження, b̂ — опе-
ратор знищення квантiв. Пiдберемо тепер цю стартову хвильову
функцiю так, щоб енерґiя, яка їй вiдповiдає, була найменшою, тоб-
то мова йде про основний стан. Означення основного стану, або,
як його ще називають, вакуумного стану ψ0, фiксуємо рiвнянням:

b̂ψ0 = 0.

Це постулат, який ми приймаємо без доведення на пiдставi iн-
туїтивних мiркувань: станiв з енерґiєю меншою, нiж мiнiмальне
значення, уже не iснує, хвильовi функцiї таких станiв просто до-
рiвнюють нулевi. Можна мiркувати ще й так. Вiзьмемо середнє
значення гамiльтонiана за деякою хвильовою функцiєю ψ:

〈Ĥ〉 = ~ω

∫
ψ∗
(
b̂+b̂+ 1/2

)
ψ dq = ~ω

∫
ψ∗b̂+b̂ψ dq + ~ω/2

= ~ω

∫
(b̂∗ψ∗)(b̂ψ) dq + ~ω/2 = ~ω

∫
|b̂ψ|2 dq + ~ω/2.
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Звiдси маємо, що завжди 〈Ĥ〉 ≥ ~ω/2, а мiнiмальне значення енер-
ґiї ~ω/2 досягається для такої функцiї ψ, яка задовольняє умову
b̂ψ = 0. А це i є наше означення основного стану.

З рiвняння Шрединґера, беручи до уваги означення ψ0, зна-
ходимо енерґiю основного стану E0:

~ω(b̂+b̂+ 1/2)ψ0 = E0ψ0, E0 =
~ω

2
.

Отже, розв’язок нашої задачi такий:




ψn = Cn(b̂
+)nψ0, C0 = 1,

En = ~ω(n+ 1/2).

де Cn — сталi нормування. Обчислимо їх. Отже,
∫
ψ∗
nψn dq = 1,

або в явному виглядi

|Cn|2
∫ [

(b̂+)nψ0

]∗
(b̂+)nψ0 dq = 1.

Далi

|Cn|2
∫ (

b̂+
ψn−1

Cn−1

)∗
b̂+
ψn−1

Cn−1
dq = 1.

“Перекиньмо” дiю оператора (b̂+)∗ направо, увiвши транспонова-

ний оператор (
˜̂
b+)∗ = (b̂+)+ = b̂:
∣∣∣∣
Cn

Cn−1

∣∣∣∣
2 ∫

ψ∗
n−1b̂b̂

+ψn−1 dq = 1.

Оскiльки

~ω(b̂+b̂+ 1/2)ψn−1 = En−1ψn−1 = ~ω(n− 1 + 1/2)ψn−1,

то

b̂b̂+ψn−1 = (1 + b̂+b̂)ψn−1 = [1 + (n− 1)]ψn−1.
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Тепер маємо
∣∣∣∣
Cn

Cn−1

∣∣∣∣
2

n

∫
ψ∗
n−1ψn−1 dq = 1,

∣∣∣∣
Cn

Cn−1

∣∣∣∣
2

n = 1

або з точнiстю до фазового множника, з якою визначаються хви-
льовi функцiї,

Cn =
Cn−1√
n
.

Маємо рекурентну формулу:

Cn =
Cn−1√
n

=
1√
n

Cn−2√
n− 1

=
1√

n(n− 1)

Cn−3√
n− 2

= · · · = 1√
n!
C0

=
1√
n!
.

Отже, остаточно




ψn =
(b̂+)n√
n!

ψ0,

En = ~ω(n+ 1/2).

Пiдкреслимо, що ми отримали цей результат, не переходячи до
конкретного зображення, на якому реалiзується алґебра операто-
рiв b̂+ та b̂.

Знайдемо тепер результат дiї операторiв породження та зни-
щення на хвильову функцiю

b̂+ψn =
1√
n!
b̂+(b+)nψ0 =

1√
n!

√
(n+ 1)!

(b̂+)n+1

√
(n+ 1)!

ψ0

=

√
(n+ 1)!

n!
ψn+1 =

√
n+ 1ψn+1,
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b̂ψn =
1√
n!
b̂(b̂+)nψ0 =

1√
n!

√
(n− 1)! b̂b̂+

(b̂+)n−1

√
(n− 1)!

ψ0

=

√
(n− 1)!

n!
b̂b̂+ ψn−1 =

√
nψn−1,

як i при обчисленнi сталої нормування, ми використали те, що

b̂+b̂ ψn = nψn,

а

b̂b̂+ψn = (n+ 1)ψn.

Ми знайшли важливi рiвняння:

b̂+ψn =
√
n+ 1ψn+1,

b̂ ψn =
√
nψn−1.

Таким чином, згiдно з цими правилами, оператор породження
збiльшує iндекс стану хвильової функцiї на одиницю, а оператор
знищення зменшує його на одиницю.

Маючи цi правила, легко знаходимо матричнi елементи опера-
торiв координати й iмпульсу та їхнiх степенiв. З означення опера-
торiв b̂ та b̂+ випливає, що

x̂ =

√
~

2mω
(b̂+ + b̂),

p̂ = i

√
m~ω

2
(b̂+ − b̂).

Тепер:

xn′n = 〈n′|x̂|n〉 =
√

~

2mω
〈n′|b̂+ + b̂|n〉

=

√
~

2mω

(√
n+ 1δn′,n+1 +

√
nδn′,n−1

)
,
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(x2)n′n = 〈n′|x̂2|n〉 = ~

2mω
〈n′|b̂+b̂+ + b̂+b̂+ b̂b̂+ + b̂b̂|n〉

=
~

2mω

[√
(n + 1)(n + 2) δn′,n+2 + (2n+ 1)δn′,n

+
√
n(n− 1) δn′,n−2

]
,

(x3)n′n = 〈n′|x̂3|n〉 =
(

~

2mω

)3/2

〈n′|b̂+b̂+b̂+ + b̂+b̂+b̂+ b̂+b̂b̂

+ b̂+b̂b̂+ + b̂b̂+b̂+ b̂b̂+b̂+ + b̂b̂b̂+ + b̂b̂b̂|n〉

=

(
~

2mω

)3/2 [√
(n + 1)(n+ 2)(n + 3) δn′,n+3

+ 3(n+ 1)
√
n+ 1 δn′,n+1 + 3n

√
n δn′,n−1

+
√
n(n− 1)(n − 2) δn′,n−3

]
.

Аналогiчно знаходимо матричнi елементи i для степенiв операто-
ра p̂: їх отримуємо з наведених вище формул замiною множника
(~/2mω)1/2 на i

√
m~ω/2, а в дужках знаки “+” бiля доданкiв з

парними порядковими номерами замiнюємо на знак “−”.
Розглянемо координатне представлення, коли p̂ = −i~d/dx,

x̂ = x, а оператори

b̂ =
1√
2

(
ξ +

d

dξ

)
, b̂+ =

1√
2

(
ξ − d

dξ

)
,

де

ξ = x

/√
~

mω
.

Знайдемо явний вигляд вакуумного стану ψ0 = ψ0(ξ), виходячи з
його означення:

b̂ψ0 = 0,
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ξψ0 +
dψ0

dξ
= 0.

Очевидно, що

ψ0 = Ce−ξ2/2,

де сталу нормування отримуємо з умови
∫∞
−∞ |ψ0|2dx = 1,

C =
(mω
π~

)1/4
,

так що хвильова функцiя

ψ0(ξ) =
(mω
π~

)1/4
e−ξ2/2.

Тепер, за означенням, хвильова функцiя збудженого стану

ψn(ξ) =
(b̂+)nψ0√

n!
=
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

(
ξ − d

dξ

)n

e−ξ2/2

або

ψn(ξ) =
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

e−ξ2/2Hn(ξ),

де полiном Ермiта, з яким ми вже знайомi з попереднього пара-
графа

Hn(ξ) = eξ
2/2

(
ξ − d

dξ

)n

e−ξ2/2 = eξ
2

(
− d

dξ

)n

e−ξ2 .

Метод операторiв породження i знищення широко використо-
вують у рiзних задачах квантової теорiї. Розглянуте представ-
лення застосовується до опису електромагнiтного поля, коливань
ґратки, явища надплинностi i т. д. Це представлення є частко-
вим випадком загального представлення вторинного квантуван-
ня, як його називають, або представлення чисел заповнення для
випадку, коли частинки або елементарнi збудження мають цiлий
спiн — випадок статистики Бозе–Айнштайна.

Торкнемось ще питання когерентних станiв. Розгляньмо фор-
мально рiвняння на власнi значення для оператора знищення:

b̂ψα = αψα, b̂|α〉 = α|α〉,
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α — iндекс представлення (квантове число). Оператор b̂ неермiто-
вий, тому його власне значення

α = Reα+ i Imα

— комплексне число. Набiр функцiй ψα утворює повну систему.
Функцiї ψα називають ще когерентними станами1. Вони є тими
станами, якi мiнiмiзують невизначенiсть Гайзенберґа:

〈(∆̂x)2〉〈(∆̂p)2〉 = ~2

4
,

де усереднення вiдбувається за станами ψα. У цьому легко пере-
конатись, якщо рiвняння на мiнiмiзуючий пакет, яке ми розгляда-
ли ранiше, порiвняти з рiвнянням на власне значення оператора b̂
в координатному представленнi — цi рiвняння (з точнiстю до мно-
жника) є однаковими. Тому представлення когерентних станiв ψα

ще називають представленням мiнiмiзуючих хвильових пакетiв.
Цiкаво навести розклад ψα в ряд за власними станами опера-

тора b̂+b̂, тобто за хвильовими функцiями осцилятора ψn. Просте
доведення цього спiввiдношення залишаємо читачевi (див. також
Приклад 3 для цього параграфа):

ψα = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!
ψn.

Приклад 1. Матричний пiдхiд до осциляторної задачi. Запишемо рiвнян-
ня Еренфеста, тобто рiвняння руху для операторiв координати та iмпульсу
осцилятора з гамiльтонiаном Ĥ = p̂2/2m+mω2x̂2/2:

ˆ̇x =
p̂

m
, ˆ̇p = −mω2x̂.

Поставимо ще по однiй крапцi злiва i справа в першому рiвняннi i, ско-
риставшись другим, знаходимо

ˆ̈x+ ω2x̂ = 0.

Вiзьмемо матричний елемент, побудований на власних функцiях оператора
Ĥ:

ẍkn + ω2xkn = 0.

1Назва вiдображає той факт, що Р. Ґлаубер цi стани застосував для дослi-
дження когерентних джерел свiтла (1963 р.). Уперше цi стани розглянув ще
в 1926 роцi Е.Шрединґер.
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Далi пригадаємо, що з рiвнянь Гайзенберґа випливає

ẋkn = iωknxkn,

ẍkn = iωknẋkn = −ω2
knxkn,

i тому наше рiвняння дає
(
ω2 − ω2

kn

)
xkn = 0.

Отже, xkn 6= 0 лише за умови, що ωkn = ±ω. Перенумеруємо елементи
матрицi xkn так, щоб ненульовi значення позначались сусiднiми iндексами:
xn±1,n 6= 0, ωn±1,n = ±ω. Вираз для енерґiї знайдемо, обчисливши дiаго-
нальний матричний елемент гамiльтонiана,

En = (Ĥ)nn =
m

2
(ˆ̇x)2nn +

mω2

2
(x̂)2nn

=
m

2

∑

k

ẋnkẋkn +
mω2

2

∑

k

xnkxkn

=
∑

k

(m
2
ω2
kn +

m

2
ω2
)
xnkxkn

=
m

2
ω2
n+1,nxn,n+1xn+1,n +

m

2
ω2
n−1,nxn,n−1xn−1,n

+
m

2
ω2(xn,n+1xn+1,n + xn,n−1xn−1,n)

= mω2
(
x2
n+1,n + x2

n−1,n

)
,

нагадаємо, що з умови ермiтовостi оператора координати xkn=xnk. З перестав-
них спiввiдношень x̂p̂ − p̂x̂ = i~ та p̂ = mˆ̇x маємо x̂ˆ̇x− ˆ̇xx̂ = i~/m, або в
матричнiй формi для дiагональних елементiв

(x̂ˆ̇x)nn − (ˆ̇xx̂)nn =
i~

m
,

∑

k

(xnkẋkn − ẋnkxkn) =
i~

m

або ∑

k

xnkxknωkn =
~

2m
,

x2
n+1,nωn+1,n + x2

n−1,nωn−1,n =
~

2m
,

x2
n+1,n − x2

n−1,n =
~

2mω
.
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Ми отримали рекурентне рiвняння для An = x2
n,n−1:

An+1 − An =
~

2mω
.

Будемо починати нумерацiю з n=0, тому, за означенням, x0,−1=0. Тодi оче-
видно

An =
~

2mω
n.

Звiдси знаходимо (з точнiстю до фазового множника)

xn,n−1 = xn−1,n =

√
~

2mω
n,

решта xn,k = 0. З виразу для енерґiї знаходимо

En = mω2

(
~

2mω
(n+ 1) +

~

2mω
n

)
,

тобто
En = ~ω(n+ 1/2).

Задача розв’язана: знайдено рiвнi енерґiї та матричнi елементи операторiв.

Приклад 2. Iмпульсне представлення для осциляторної задачi. У цьому
представленнi p̂ = p, x̂ = i~ d/dp, а оператори

b̂ = i(η + d/dη)/
√
2,

b̂+ = −i(η − d/dη)/
√
2,

де η = p/
√
m~ω. Для основного стану маємо

b̂ψ0(η) = 0,

ψ0(η) = C0e
−η2/2,

де з умови нормування C0 = (π~mω)−1/4. Далi

ψn(η) =
(b̂+)n√
n!

ψ0 =
1√
n!2n

1

(π~mω)1/4
(−i)n

(
η − d

dη

)n

e−η2/2.

Або, опускаючи фазовий множник i згадавши означення полiномiв Ермiта,
остаточно маємо:

ψn(η) =
1

(π~mω)1/4
1√
n!2n

e−η2/2Hn(η).

Приклад 3. Когерентнi стани. Знайдемо розклад когерентних станiв за
хвильовими функцiями гармонiчного осцилятора i доведемо їхню повноту.

Працюємо в позначеннях Дiрака, i отже,

|α〉 =
∞∑

n=0

Cn|n〉,
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|n〉 — кет-вектори гармонiчного осцилятора. Пiдставимо цей розклад у рiвня-
ння на власнi значення оператора знищення

b̂|α〉 = α|α〉
i знаходимо

∞∑

n=0

Cn

√
n|n− 1〉 = α

∞∑

n=0

Cn|n〉,

або, перепозначаючи iндекси в лiвiй частинi рiвняння (n′ = n − 1, потiм
n′ → n), знаходимо, зважаючи на ортонормованiсть станiв |n〉, 〈n′|n〉 = δn′n,
рекурентне спiввiдношення:

Cn

√
n = αCn−1.

Звiдси

Cn =
α√
n
Cn−1 =

α√
n

α√
n− 1

Cn−2 = . . . =
αn

√
n!
C0,

i тому

|α〉 = C0

∞∑

n=0

αn

√
n!

|n〉,

а з умови нормування 〈α|α〉 = 1 знаходимо сталу C0:

〈α|α〉 = |C0|2
∞∑

n=0

∞∑

n′=0

α∗n′

αn

√
n′!n!

〈n′|n〉 = |C0|2
∞∑

n=0

|α|2n
n!

= |C0|2e|α|2 ,

i з точнiстю до фазового множника

C0 = e−|α|2/2.

Остаточно

|α〉 = e−|α|2/2
∞∑

n=0

αn

√
n!

|n〉.

Цей вираз можна записати через оператор породження b̂+ ще й так:

|α〉 = e−|α|2/2+αb̂+ |0〉.
Стани |α〉 є неортогональними. Справдi,

〈α|α′〉 = e−|α|2/2−|α′|2/2
∞∑

n=0

∞∑

n′=0

(α∗)n√
n!

(α′)n
′

√
n′!

〈n|n′〉

= e−|α|2/2−|α′|2/2
∞∑

n=0

(α∗α′)n

n!
,

i отже
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〈α|α′〉 = e−|α|2/2−|α′|2/2+α∗α′

.

Очевидно

|〈α|α′〉|2 = e−|α−α′|2 .

Доведемо повноту когерентних станiв:
∫
dα |α〉〈α| = 1.

Iнтеґрування тут вiдбувається в комплекснiй площинi з вагою 1/π, яка за-
безпечує правильне нормування: можемо iнтеґрувати за дiйсною i уявною
частиною α в безмежних межах або за модулем ρ = |α| i фазою ϕ, α = ρeiϕ,
(0 ≤ ρ <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π). Використовуючи знайдений вище розклад, маємо:

∫
dα|α〉〈α| =

∞∫

0

ρ dρ
1

π

2π∫

0

dϕ e−ρ2
∞∑

n=0

∞∑

n′=0

ρn+n′

√
n′!n!

eiϕ(n′−n)|n′〉〈n|

=

∞∫

0

2ρ dρ e−ρ2
∞∑

n=0

∞∑

n′=0

ρn+n′

√
n′!n!

δn′n|n′〉〈n|

=
∞∑

n=0

1

n!
|n〉〈n|

∞∫

0

xne−x dx =
∞∑

n=0

|n〉〈n| = 1.

Тут iнтеґрал за ϕ дає 2πδn′n, а iнтеґрал за x = ρ2 дорiвнює n!, крiм того,
ми використали умову повноти хвильових функцiй гармонiчного осцилятора.
Отже, когерентнi стани утворюють повний набiр.

§ 23. Метод факторизацiї для визначення власних значень
та власних функцiй операторiв

Метод операторiв породження i знищення, який ми застосу-
вали до розв’язку рiвняння Шрединґера для гармонiчного осци-
лятора, дозволяє провести його узагальнення й на iншi задачi.
Такий пiдхiд називають методом факторизацiї у зв’язку з тим,
що гамiльтонiан записують як добуток двох операторiв. Уперше
цей метод винайшов Е. Шрединґер у 1940 р. (вiн працював тодi в
Дублiнi). Зазвичай, метод факторизацiї не входив до пiдручникiв
(крiм задачi про гармонiчний осцилятор). Винятком є невеличка
за обсягом книжка Г. Ґрiна2, де цей метод покладено в основу

2Див. Х. Грин. Матричная квантовая механика. М.: Мир, 1968.
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розв’язування задач на власнi функцiї та власнi значення. Остан-
нiм часом метод факторизацiї дiстав подальший розвиток.

Отже, розглянемо в одновимiрному просторi рух частинки ма-
си m з координатою x у силовому полi з потенцiальною енерґiєю
U = U(x). Гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+ U,

p̂ — оператор iмпульсу. Наше завдання — знайти власнi функцiї
ψn(x) та власнi значення En оператора Ĥ:

Ĥψn(x) = Enψn(x).

Уведiмо оператори Â та Â+, що узагальнюють оператори зни-
щення b̂ та породження b̂+, якi ми запровадили в теорiї гармонi-
чного осцилятора:

Â =
ip̂√
2m

+W,

Â+ = − ip̂√
2m

+W,

тут W = W (x) — деяка функцiя координати, яку потрiбно буде
знайти. Надалi працюємо в координатному зображеннi, коли опе-
ратор iмпульсу p̂ = −i~ d/dx. Беремо до розгляду такi добутки
операторiв Â та Â+:

Â+Â =
p̂2

2m
+W 2 − ~√

2m
W ′,

ÂÂ+ =
p̂2

2m
+W 2 +

~√
2m

W ′,

штрих бiля W означає похiдну за координатою x. Припускаємо,
що ми так пiдiбрали невiдому функцiю W , що гамiльтонiан можна
подати у факторизованому виглядi,

Ĥ = Â+Â+ ε,
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тобто, що потенцiальна енерґiя

U =W 2 − ~√
2m

W ′ + ε,

сталу величину ε називають енерґiєю факторизацiї. Порiвняймо
цi нашi припущення з тим, що ми мали для гармонiчного осциля-
тора:

U = mω2x2/2, W = ωx
√
m/2, W ′ = ω

√
m/2, ε = ~ω/2;

b̂ = Â/
√
~ω, b̂+ = Â+/

√
~ω.

Розглянемо тепер рiвняння на власнi значення Ĥ для основ-
ного стану (n = 0):

(Â+Â+ ε)ψ0 = E0ψ0.

Визначимо основний стан подiбно до гармонiчного осцилятора
рiвнянням

Âψ0 = 0,

тодi енерґiя основного стану E0 дорiвнюватиме енерґiї фактори-
зацiї,

E0 = ε.

У явному виглядi, зважаючи на означення оператора Â, рiвняння
на ψ0 є таким:

[
~√
2m

d

dx
+W (x)

]
ψ0(x) = 0.

Його розв’язок

ψ0 = C exp


−

√
2m

~

x∫

x0

W (x′) dx′


 ,

нижня межа iнтеґрування визначена сталою нормування C,
оскiльки ψ0(x0) = C. Для того щоб функцiя ψ0(x) була хвильо-
вою функцiєю основного стану, вона (як ми вже знаємо з §10) не
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повинна мати вузлiв. Своєю чергою, це накладає умови на фун-
кцiю W (x). А саме, вона не повинна мати синґулярностей i має
забезпечити умову нормування,

∞∫

−∞

|ψ0(x)|2 dx = 1,

звiдки випливає така умова:

x∫

x0

W (x′) dx′ → +∞, при x→ ±∞.

Надалi будемо вважати, що функцiя W , яку ми пiдiбрали, задо-
вольняє цi умови, i таким чином, ми визначили хвильову функцiю
основного стану ψ0 i вiдповiдну енерґiю E0.

Для подальшого аналiзу збуджених станiв зручно вiдрахову-
вати енерґiю вiд значення E0, i тому запровадимо оператор

Ĥ− = Ĥ − E0 = Â+Â.

Поруч iз цим оператором уведемо до розгляду його партнера3

Ĥ+ = ÂÂ+

3Оператори Ĥ+ та Ĥ− називають суперсиметричними партнерами, а фун-
кцiя W має назву “суперпотенцiал”. Цi назви пiшли вiд того, що матри-

чний гамiльтонiан Ĥ =

(
Ĥ+ 0

0 Ĥ−

)
разом з так званими суперзарядами

Q̂1 =

(
0 Â

Â+ 0

)
та Q̂2 =

(
0 iÂ

−iÂ+ 0

)
задають узагальнену алґебру Лi

або супералґебру:

Q̂jQ̂l + Q̂lQ̂j = 2δljĤ, Q̂jĤ − ĤQ̂j = 0, l, j = 1, 2.

А квантову механiку систем, якi виявляють цю суперсиметрiю, називають
“суперсиметричною квантовою механiкою” або SUSY-квантовою механiкою.
Абревiатура походить вiд перших лiтер англiйських слiв Super Symmetric.
Для докладнiшого ознайомлення зi SUSY, а також з наведеними нижче ре-
зультатами див., наприклад, В. М.Ткачук. Суперсиметрiя у квантовiй меха-
нiцi. Львiв: ЛДУ, 1994.
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i будемо вивчати рiвняння на власнi значення для цих операторiв:




Â+Âψ
(−)
n = E

(−)
n ψ

(−)
n ,

ÂÂ+ψ
(+)
n = E

(+)
n ψ

(+)
n .

Позначення тут очевиднi i не потребують коментарiв. Зазначимо
лише, що нас цiкавлять саме функцiї ψ(−)

n i рiвнi енерґiї E(−)
n ,

причому рiвнi енерґiї вихiдного оператора Ĥ

En = E(−)
n + E0,

де E(−)
0 = 0, а ψ0 = ψ

(−)
0 .

Подiємо на друге рiвняння нашої системи оператором Â+,

Â+Â(Â+ψ(+)
n ) = E(+)

n (Â+ψ(+)
n ),

порiвняємо його з першим рiвнянням i бачимо, що

Â+ψ(+)
n = Cnψ

(−)
n ,

E(+)
n = E(−)

n ,

Cn — стала нормування. Отже, ми знайшли, що спектри власних
значень операторiв-партнерiв Ĥ+ та Ĥ− збiгаються (за винятком
стану з нульовим значенням енерґiї, як буде показано нижче),
а хвильовi функцiї зв’язанi простим спiввiдношенням. Сталу Cn

знаходимо з умови нормування:
∫ ∣∣∣Â+ψ(+)

n

∣∣∣
2
dx = |Cn|2

∫ ∣∣∣ψ(−)
n

∣∣∣
2
dx

або ∫
ψ(+)∗
n ÂÂ+ψ(+)

n dx = |Cn|2

i, використовуючи рiвняння на власнi значення для Ĥ+, маємо,
що

E(+)
n = |Cn|2.
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Хвильовi функцiї ψ(−)
n та ψ(+)

n є нормованими. Отже, (з точнiстю
до фазового множника)

ψ(−)
n =

1√
E

(+)
n

Â+ψ(+)
n .

Подiємо тепер оператором Â на рiвняння на власнi значення
для оператора Ĥ− (тобто на перше рiвняння з нашої системи):

ÂÂ+(Âψ(−)
n ) = E(−)

n (Âψ(−)
n ).

Звiдки (пiсля погляду на друге рiвняння системи) одержуємо:

E(−)
n = E(+)

n ,

Âψ(−)
n = C ′

nψ
(+)
n .

Сталу C ′
n визначаємо аналогiчно до попереднього i отримуємо

ψ(+)
n =

1√
E

(−)
n

Âψ(−)
n .

Ми знайшли зв’язок мiж власними функцiями операторiв-
партнерiв Ĥ+ та Ĥ− i нам залишось зробити ще одне важливе
зауваження: оператор Ĥ+ не має власного значення, рiвного ну-
левi, якщо таке власне значення має оператор Ĥ−. Справдi, це
означало би, що

Â+ψ
(+)
0 = 0

або в явному записi
[
− ~√

2m

d

dx
+W (x)

]
ψ
(+)
0 (x) = 0,

з розв’язком

ψ
(+)
0 (x) = C ′ exp



√
2m

~

x∫

x′
0

W (x′) dx′


 ,
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C ′, x′0 — сталi величини. Однак для цiєї функцiї не iснує iнтеґра-
ла нормування, оскiльки ранiше ми прийняли, що при x → ±∞
цей показник експоненти прямує до +∞, i тим самим забезпе-
чили умову нормування ψ0 — хвильової функцiї основного стану
оператора Ĥ−. Отже, ми доходимо висновку, що такого стану не
iснує, тобто в оператора Ĥ+ вiдсутнє власне значення, яке дорiв-
нює нулевi. Таким чином, власнi значення операторiв Ĥ+ та Ĥ−
збiгаються, за винятком того, що оператор Ĥ− має ще додаткове
власне значення, рiвне нулевi.

Одержанi вище результати дають змогу побудувати власнi
функцiї збуджених станiв оператора Ĥ− та вiдповiднi їм власнi
значення. Покажемо це. Отже, нехай функцiя W , яку ми назива-
тимемо також суперсиметричним потенцiалом, залежить вiд змiн-
ної x i вiд сукупностi параметрiв, якi ми позначимо однiєю лiтерою
α:

W =W (x;α).

Це означає, що i гамiльтонiани Ĥ+ = Ĥ+(α) та Ĥ− = Ĥ−(α), як

i оператори Â = Â(α), Â+ = Â+(α) та хвильовi функцiї ψ(+)
n =

ψ
(+)
n (x;α), ψ

(−)
n = ψ

(−)
n (x;α), також залежать вiд цих параметрiв.

Спробуймо тепер зобразити оператор Ĥ+(α) як оператор Ĥ−(α1),
але з iншим набором параметрiв α1:

Ĥ+(α) = Ĥ−(α1) + ∆1,

де ∆1 = ∆1(α1) — стала величина. Якщо це нам вдається зробити,
то оскiльки найнижче власне значення оператора Ĥ−(α1) дорiв-
нює нулевi, найнижчий рiвень (n = 1) для Ĥ+(α) дорiвнює ∆1,
а його хвильова функцiя ψ

(+)
1 (x;α) = ψ

(−)
0 (x;α1). А через те, що

спектри власних значень операторiв Ĥ−(α) i Ĥ+(α) збiгаються, то
виходить, що ∆1 — енерґiя першого збудженого стану для Ĥ−(α):

E
(−)
1 = ∆1,

а вiдповiдна хвильова функцiя, за знайденим вище рецептом,

ψ
(−)
1 (x;α) =

1√
∆1

Â+(α)ψ
(+)
1 (x;α) =

1√
∆1

Â+(α)ψ
(−)
0 (x;α1).
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Робимо наступний крок. Маючи Ĥ−(α1), будуємо його партне-
ра Ĥ+(α1) i для нього знову намагаємось записати рiвняння

Ĥ+(α1) = Ĥ−(α2) + ∆2,

∆2 = ∆2(α2) вже з новим набором параметрiв α2. Тепер ∆2 —
найнижче власне значення оператора Ĥ+(α1), тому наступне сто-

совно E(−)
1 власне значення Ĥ−(α1):

E
(−)
2 = E

(−)
1 +∆2 = ∆1 +∆2.

Хвильова функцiя оператора Ĥ+(α1)

ψ
(+)
2 (x;α1) = ψ

(−)
1 (x;α2),

а з iншого боку, за нашим рецептом

ψ
(−)
2 (x;α) =

1√
∆1 +∆2

Â+(α)ψ
(+)
2 (x;α).

Далi мiркування, аналогiчнi наведеним вище, дають:

ψ
(−)
2 (x;α) =

1√
∆1 +∆2

Â+(α)ψ
(−)
1 (x;α1)

=
1√

∆1 +∆2
Â+(α)

1√
∆2

Â+(α1)ψ
(−)
0 (x;α2).

Продовжуючи цю процедуру для n-го кроку, маємо:

Ĥ+(αn−1) = Ĥ−(αn) + ∆n

i звiдси спектр енерґiї

E(−)
n = ∆1 +∆2 + . . .+∆n,

а хвильовi функцiї

ψ(−)
n (x;α) =

1√
(∆1 + . . . +∆n)(∆2 + . . .+∆n) . . .∆n

× A+(α)Â+(α1) . . . A
+(αn−1)ψ

(−)
0 (x;αn),
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де хвильова функцiя основного стану визначена рiвнянням

Â(αn)ψ
(−)
0 (x;αn) = 0,

або [
~√
2m

d

dx
+W (x;αn)

]
ψ
(−)
0 (x;αn) = 0.

Наша задача розв’язана: остаточно спектр енерґiї вихiдного
гамiльтонiана Ĥ дорiвнює

En = E0 +∆1 +∆2 + . . . +∆n,

а хвильовi функцiї

ψn(x;α) = ψ(−)
n (x;α).

Для практичного розв’язування задач запишемо рекурентне
спiввiдношення мiж гамiльтонiанами Ĥ+(αn−1) i Ĥ−(αn) через ре-
курентнi спiввiдношення мiж функцiями W (x, αn) та W (x, αn−1)
та їхнiми похiдними, виходячи безпосередньо з означень цих га-
мiльтонiанiв:

W 2(x;αn−1) +
~√
2m

W ′(x, αn−1)

=W 2(x;αn)−
~√
2m

W ′(x, αn) + ∆n.

Проiлюструємо наведенi вище загальнi результати конкретни-
ми прикладами4.

Зробимо спочатку вправу для гармонiчного осцилятора. Фун-
кцiю W ми вже записували вище:

W = α
√
2mω2x, α = 1/2.

Наша рекурентна формула тепер дає:

2mω2α2
n−1x

2 + αn−1~ω = 2mω2α2
nx

2 − αn~ω +∆n.

4Читача, якого цiкавить загальний розв’язок рекурентного рiвняння для
суперпотенцiала W , вiдсилаємо до книжки Ф. М. Морс, Г. Фешбах. Методи
теоретичної фiзики. М.: Изд-во иностр. лит., 1958, с. 731.
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Звiдси маємо, що αn не залежить вiд iндексу n,

α2
n−1 = α2

n,
тобто

αn = α = 1/2,
а

∆n/~ω = αn−1 + αn = 1.

Тому рiвнi енерґiї з урахуванням енерґiї основного стану E0 = ε =
~ω/2 маємо такi:

En = E0+∆1+ . . .+∆n = E0+n~ω = ~ω(n+1/2), n = 1, 2, . . . .

Хвильова функцiя основного стану

ψ0(x) = C exp


−

√
2m

~
ω

√
m

2

x∫

x0

x′ dx′


 = C ′e−

mω
2~

x2
,

де сталу C ′ = C exp
(
mω
2~ x

2
0

)
знаходимо з умови нормування, C ′ =

(mω/π~)1/4, i маємо

ψ0(x) =
(mω
π~

)1/4
exp

(
−mω

2~
x2
)
.

Хвильовi функцiї збуджених станiв iз загальної формули дорiв-
нюють

ψn(x) =
1√
~ωn

Â+ 1√
~ω(n− 1)

Â+ . . .
1√
~ω

Â+ ψ0(x)

=
1√

(~ω)nn!
(A+)nψ0(x) =

1√
n!
(b̂+)nψ0(x),

де

b̂+ =
1√
2

(
− d

dξ
+ ξ

)
,

i збiгаються зi знайденими в §22.
Нехай тепер потенцiальна енерґiя частинки

U = − U0

ch2(x/a)
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— це так званий модифiкований потенцiал Пешля–Теллера, де ста-
лi величини U0 > 0, a > 0. Спробуймо, дивлячись на зв’язок мiж
U та функцiєю W , записати останню в такому виглядi:

W =W0th (x/a).

За означенням, маємо, що

U = W 2 − ~√
2m

W ′ + ε

= W 2
0 th2(x/a) −W0

√
~2

2ma2
1

ch2(x/a)
+ ε

= W 2
0 + ε−W0

(
W0 +

√
~2

2ma2

)
1

ch2(x/a)
.

Якщо покласти

W 2
0 + ε = 0,

W0

(
W0 +

√
~2

2ma2

)
= U0,

то ми i справдi приходимо до вихiдної функцiї U = U(x).
Уведемо знерозмiрений параметр

α =W0

/√
~2

2ma2
,

тодi

W =

√
~2

2ma2
α th ξ, ξ = x/a,

U0 =
~2

2ma2
α(α+ 1).

Запишемо наше головне рекурентне спiввiдношення для функцiй
W (x;αn):

α2
n−1th

2ξ +
αn−1

ch2ξ
= α2

nth
2ξ − αn

ch2ξ
+∆n

/
~2

2ma2
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або

(α2
n−1 − αn−1)th

2ξ + αn−1 = (α2
n + αn)th

2ξ − αn +∆n

/
~2

2ma2
.

Звiдси знаходимо, що

αn−1(αn−1 − 1) = αn(αn + 1),

∆n =
~2

2ma2
(αn−1 + αn).

Перше рiвняння задовольняємо пiдстановкою5 αn = const − n,
причому α0 = α, тому const = α. Пiсля цього знаходимо αn =
α − n, n = 0, 1, 2, . . .; n < α, оскiльки лише за умови αn > 0 iснує
нормована хвильова функцiя, а

∆n = (1 + 2α− 2n)
~2

2ma2
.

Беручи до уваги й енерґiю основного стану

E0 = ε = −W 2
0 = − ~2

2ma2
α2,

знаходимо дискретнi енерґетичнi рiвнi

En

/
~2

2ma2
= −α2 +

n∑

n′=1

(1 + 2α− 2n′)

= −α2 + (1 + 2α)n − n(n+ 1) = −(α− n)2, n < α

або, повертаючись до вихiдного параметра U0,

α =
1

2

√
1 + U0

/
~2

8ma2
− 1

2
,

остаточно маємо

En = − ~2

8ma2

[
−(1 + 2n) +

√
1 + U0

/
~2

8ma2

]2
,

5Можна просто розкласти αn у ряд за степенями n i з цього рiвняння
знайти зв’язок мiж коефiцiєнтами розкладу: очевидно, що прийдемо до такого
ж результату.
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i отже, оскiльки n < α, то є скiнченне число дискретних рiвнiв.
Знайдемо хвильову функцiю основного стану:

ψ0(x) = C exp


−

√
2m

~

x∫

x0

W (x′) dx′




= C exp


−α

a

x∫

x0

th
x

a
dx


 = C ′ exp [−α ln(ch ξ)]

або

ψ0(x) = C ′ 1

chα(x/a)
,

а сталу C ′ = Cchα(x0/a) визначаємо з умови нормування:

|C ′|22a
∞∫

0

dξ

ch2αξ
= 1.

Цей iнтеґрал є табличним,

∞∫

0

shµξ

chνξ
dξ =

Γ
(
µ+1
2

)
Γ
(ν−µ

2

)

2Γ
(
ν+1
2

) , Reµ > −1, Re (µ− ν) < 0,

i дорiвнює
√
π Γ(α)/2Γ(α + 1/2), тому остаточно

ψ0(x) =

√
Γ (α+ 1/2)

a
√
π Γ(α)

1

chα(x/a)
.

Хвильову функцiю першого збудженого стану знаходимо iз за-
гальної формули:

ψ1(x) =
1√
∆1

Â+(α)ψ0(x;α1)
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або

ψ1(x) =

√
2ma2

~2(2α− 1)

(
− ~√

2m

d

dx
+

√
~2

2ma2
α th

x

a

)

×
√

Γ(α1 + 1/2)

a
√
π Γ(α1)

1

chα1(x/a)
.

Ураховуючи, що α1 = α− 1, одержуємо

ψ1(x) =

√
2Γ(α + 1/2)

a
√
π Γ(α− 1)

sh(x/a)

chα(x/a)
.

Легко перевiрити (якщо взяти до уваги наведений вище табли-
чний iнтеґрал), що ця функцiя є нормованою. Як i повинно бути,
вона має один вузол у точцi x = 0.

Приклад 1. Обчислити рiвнi енерґiї частинки в полi U =
U0/ cos

2(x/a), −π/2 ≤ x/a ≤ π/2, U0 > 0, a > 0.
Покладемо суперпотенцiал W = W0tg(x/a) i буквально, повторюючи об-

числення з основного тексту цього параграфа для поля з оберненим ква-
дратом гiперболiчного косинуса, знаходимо, що ε = W 2

0 , параметр α =

W0

/√
~2/2ma2 , U0 = α(α − 1)~2/2ma2, а оскiльки U0 > 0, то маємо умову

α > 1 i α = 1/2
(
1 +

√
1 + 8U0ma2 /~2

)
. Далi маємо αn = α+n, n = 0, 1, 2, . . .;

∆n = (αn−1 + αn)~
2/2ma2 i для рiвнiв енерґiї отримуємо:

En =
~2

8ma2

[
1 + 2n+

√
1 + U0

/
~2

8ma2

]2
,

кiлькiсть рiвнiв є необмеженою.

Приклад 2. Обчислити потенцiальну енерґiю U та рiвнi енерґiї частинки,
якщо задано суперсиметричний потенцiал

W =
~√

2ma2
(A tg(x/a)−B ctg(x/a)) , 0 ≤ x/a ≤ π/2.

З означення W знаходимо, що

U =
~2

2ma2

[
A(A− 1)

cos2(x/a)
+
B(B − 1)

sin2(x/a)

]
,

причому енерґiя факторизацiї

ε =
~2

2ma2
(A+B)2.
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З рекурентного спiввiдношення для суперсиметричного потенцiалу

W (x;An, Bn) =
~√

2ma2

(
An tg(x/a)−Bn ctg(x/a)

)

знаходимо рекурентнi рiвняння для параметрiв An, Bn i величину ∆n так, як
це зроблено в основному текстi цього параграфу:

An−1(An−1 + 1) = An(An − 1),

Bn−1(Bn−1 + 1) = Bn(Bn − 1),

∆n =
~2

2ma2
[
(An +Bn)

2 − (An−1 +Bn−1)
2
]
.

Звiдси знаходимо An = A+ n, Bn = B + n,

∆n =
~2

2ma2
4(A+B + 2n− 1).

Тепер енерґiя

En = ε+
~2

2ma2

[
4(A+B − 1)

n∑

n′=1

1 + 8

n∑

n′=1

n′
]
,

остаточно

En =
~2

2ma2
(A+B + 2n)2 .

Хвильова функцiя основного стану

ψ0(x) = C exp

[
−
√
2m

~

∫
W (x)dx

]
= C

(
cos(x/a)

)A(
sin(x/a)

)B

.

З граничних умов ψ(0) = ψ(π/2) = 0, маємо A > 0, B > 0, а з умови норму-
вання

C =

√
2Γ(A+B + 1)

aΓ(A+ 1/2)Γ(B + 1/2)
.

Приклад 3. За суперсиметричним потенцiалом

W =
~√

2ma2
(−Acth (x/a) +B/A), 0 ≤ (x/a) <∞,

вiдтворити потенцiальну енерґiю частинки U i обчислити енерґетичний
спектр.

Пiдставляючи W в рiвняння, яке зв’язує його з потенцiальною енерґiєю,
знаходимо:

U =
~2

2ma2

(
A(A− 1)

sh2(x/a)
− 2B

th (x/a)

)
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i енерґiю факторизацiї

ε = − ~2

2ma2

(
A2 +

B2

A2

)
.

З рекурентного спiввiдношення для функцiї

W (x;An, Bn) =
~√

2ma2

(
−Ancth(x/a) +

Bn

An

)

знаходимо рiвняння для коефiцiєнтiв An, Bn i величини ∆n:

An−1(An−1 + 1) = An(An − 1), Bn = Bn−1,

∆n =
~2

2ma2

(
B2

A2
n−1

− An−1 − B2

A2
n

− An

)
.

Звiдси маємо:
An = A+ n, Bn = B,

∆n =
~2

2ma2

(
B2

(A+ n− 1)2
− B2

(A+ n)2
− 2A− 2n+ 1

)
.

Тепер енерґiя

En = ε+
n∑

n′=1

∆n′ = − ~2

2ma2

(
A2 +

B2

A2

)

+
~2

2ma2

n∑

n′=1

[
B2

(A+ n′ − 1)2
− B2

(A+ n′)2
− 2A− 2n′ + 1

]
.

Легко зауважити, що першi два доданки пiд знаком суми взаємно скорочу-
ються за винятком першого члена B2/A2 в першому доданку i останнього
члена (−)B2/(A+n)2 в другому доданку. Решта пiдсумовувань є очевидними
i в результатi

En = − ~2

2ma2
(A+ n)2 − ~2

2ma2
B2

(A+ n)2
.

Хвильова функцiя основного стану

ψ0(x) = C exp

[
−
√
2m

~

∫
W (x)dx

]

= C exp

[
A ln sh (x/a)− B

A
(x/a)

]
= Ce−Bx/Aa(sh (x/a))A.

З граничних умов ψ(0) = 0 i ψ(∞) = 0, знаходимо A > 0 i B > A2, а з умови
нормування

C =

√
22A+1Γ(B/A+ A+ 1)

aΓ(B/A− A)Γ(2A+ 1)
.
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§ 24. Ангармонiчний |x|-осцилятор

Дослiдимо рух частинки в одновимiрному просторi з коорди-
натою x в полi з потенцiальною енерґiєю

U(x) = α|x|, α > 0.

Оператор Гамiльтона такої системи, яку називатимемо |x|-осци-
лятором,

Ĥ =
p̂2

2m
+ α|x|.

Наша мета — знайти власнi функцiї ψ(x) та власнi значення E опе-
ратора Ĥ. Цей приклад є цiкавим i повчальним навiть для тих,
хто вже має “набиту руку” в розв’язуваннi квантовомеханiчних за-
дач. Таку модель для потенцiальної енерґiї використовують, на-
приклад, при дослiдженнi зв’язаних станiв кварк-антикваркової
системи, якi вiдповiдають рiзним спостережуваним частинкам.
Крiм того, виявилось, що дещо змiнена така модель має експе-
риментальну реалiзацiю, про що скажемо пiзнiше.

Отже, маємо стацiонарне рiвняння Шрединґера
(
p̂2

2m
± αx̂

)
ψ(x) = Eψ(x),

верхнiй знак беремо, коли x ≥ 0, а нижнiй — для x ≤ 0. Вигiдно
працювати в iмпульсному зображеннi, коли

ψ(x) =

∞∫

−∞

C(p)
eipx/~√
2π~

dp,

i для хвильової функцiї C(p), оскiльки p̂ = p, x̂ = i~d/dp, маємо
рiвняння

(
p2

2m
± iα~

d

dp

)
C(p) = EC(p),

яке легко розв’язується. Справдi, переписуємо це рiвняння так:

±i~αdC(p)

C(p)
=

(
E − p2

2m

)
dp.
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Звiдси маємо

C(p) = C0 exp

[
±
(
Ep − p3

6m

)/
i~α

]
,

C0 — стала нормування.
Тепер хвильова функцiя в координатному зображеннi

ψ(x) =
C0√
2π~

∞∫

−∞

dp exp

[
ipx

~
± i

~α

(
p3

6m
− Ep

)]
.

Оскiльки iнтеґрування йде тут у симетричних межах, то пiсля
розписування експоненти за формулою Ейлера залишається вне-
сок лише вiд косинуса як вiд парної функцiї:

ψ(x) =
C0√
2π~

∞∫

−∞

dp cos

[
px

~
± 1

~α

(
p3

6m
− Ep

)]

=
C0√
2π~

∞∫

−∞

dp cos

[
±px

~
+

1

~α

(
p3

6m
− Ep

)]

= C0

√
2

π~

∞∫

0

dp cos

(
p3

6mα~
− Ep

α~
± px

~

)
.

Одержуючи другу рiвнiсть, ми пiд косинусом винесли за дужки
знак “±”. Зробимо замiну змiнної iнтеґрування

p = t(2mα~)1/3

i знайдемо, що

ψ(x) = C0

√
2

π~
(2mα~)1/3

∞∫

0

dt cos

(
t3

3
+ zt

)
,

z = ±ξ − ε,

де знерозмiрена координата

ξ = x

/(
~2

2mα

)1/3

,
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а знерозмiрена енерґiя

ε = E

/(
~2α2

2m

)1/3

.

Iнтеґрал

Ai(z) =
1

π

∞∫

0

cos

(
t3

3
+ zt

)
dt

вiдомий як iнтеґрал або функцiя Ейрi (його називають також iнте-
ґрал райдуги, див. Приклад до §29). Цю функцiю можна виразити
також через модифiкованi функцiї Бесселя дробового порядку:

Ai(z) =
1

π

√
z

3
K1/3(2z

3/2/3).

Отже, остаточно розв’язок рiвняння Шрединґера

ψ(x) = CAi(±ξ − ε),

де нова стала iнтеґрування

C = C0

√
2π

~
(2mα~)1/3.

Таким чином, справа вiд точки x = 0 — хвильова функцiя

ψ(x) = CAi(ξ − ε), x ≥ 0,

а злiва

ψ(x) = C ′Ai(−ξ − ε), x ≤ 0,

C ′ — iнша стала.
Для того щоб отримати остаточний результат, нам залишилось

зшити цi функцiї та їхнi похiднi в точцi x = 0:




CAi(−ε) = C ′Ai(−ε),
CAi′(−ε) = −C ′Ai′(−ε),

Ai′(z) = dAi(z)/dz.
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З цiєї системи двох рiвнянь i з умови нормування хвильової фун-
кцiї

∞∫

−∞

|ψ(x)|2 dx = 1

однозначно знаходимо три невiдомi величини: C, C ′ та E. Це озна-
чає, що енерґiя E не може набувати будь-яких значень, тобто рiвнi
енерґiї нашої системи є дискретними.

Перший розв’язок системи рiвнянь,

C = C ′, Ai′(−ε) = 0,

а другий

C = −C ′, Ai(−ε) = 0.

Отже, перший розв’язок дає парну хвильову функцiю

ψn(x) = CAi(|ξ| − εn),

де рiвнi енерґiї

En =

(
~2α2

2m

)1/3

εn

визначаємо з рiвняння

Ai′(−εn) = 0, n = 0, 2, 4, . . . ;

цi розв’язки нумеруємо парними числами.
Другий розв’язок визначає непарну хвильову функцiю

ψn(x) = ±CAi(|ξ| − εn),

знак “+” для x ≥ 0, знак “−” для x ≤ 0, а рiвнi енерґiї знаходимо
з рiвняння

Ai(−εn) = 0, n = 1, 3, 5, . . . ;

цi розв’язки нумеруємо непарними числами.
З умови нормування маємо

|C|2
∞∫

−∞

Ai2(|ξ| − εn) dx = 1,
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або

2|C|2
(

~2

2mα

)1/3 ∞∫

0

Ai2(ξ − εn) dξ = 1,

i пiсля замiни z = ξ − εn знаходимо з точнiстю до фазового мно-
жника

C = 1

/√√√√√
(
4~2

mα

)1/3
∞∫

−εn

Ai2(z) dz.

Нарештi остаточний загальний вигляд нормованої хвильової
функцiї, залежної вiд ξ, є таким:

ψn(ξ) = (±)n
Ai(|ξ| − εn)[

2
∞∫

−εn

Ai2(z) dz

]1/2 ,

∞∫

−∞

ψ2
n(ξ) dξ = 1,

верхнiй знак “+” для ξ ≥ 0, а нижнiй “−” — для ξ ≤ 0.

n εn
0 1.01879 297
1 2.33810 741
2 3.24819 758
3 4.08794 944
4 4.82009 921
5 5.52055 983
6 6.16330 736
7 6.78670 809
8 7.37217 726
9 7.94413 359
10 8.48848 673
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У таблицi подано першi одинадцять рiвнiв енерґiї εn, якi ми
знайшли як нулi функцiї Ейрi та її похiдної (див., наприклад,
Справочник по специальным функциям. Под ред. М. Абрамовица,
И. Стиган. М.: Наука, 1979, на стор. 294).

На рис. 21 подано безвузлову хвильову функцiю основного ста-
ну та функцiй кiлькох збуджених станiв, якi мають вузли.

�� �� �� �� � � � � �
����

����

����

���

���

���

���

���

q#

�

Рис. 21. Хвильовi функцiї |x|-осцилятора. Суцiльнi лiнiї — парнi хви-
льовi функцiї (n = 0, 2), пунктирнi лiнiї — непарнi хвильовi функцiї
(n = 1, 3).

Насамкiнець зауважимо, що якби потенцiальна енерґiя ча-
стинки була б несиметричною функцiєю x i дорiвнювала U(x) =
αx, α > 0, x ≥ 0 та набувала безмежного значення в точцi
x = 0 (безмежно висока стiнка), то розв’язок такої задачi ψ(x) =
CAi(ξ − εn) з умовою ψ(0) = 0, тобто Ai(−εn) = 0. Причому рiвнi
енерґiї εn збiгаються з наведеними вище для непарних квантових
чисел n = 1, 3, 5, . . .. Отже, завдяки умовi в точцi x = 0 вiдбува-
ється “децимацiя” станiв з парними хвильовими функцiями. Ця
задача є квантовим аналогом класичної шкiльної задачi про м’яч,
що рухається в однорiдному ґравiтацiйному полi бiля поверхнi
Землi, перiодично падаючи та вiдбиваючись вiд неї (α = mg, g —
прискорення вiльного падiння). Нещодавно вперше було виконано
унiкальний експеримент зi спостереження таких квантових станiв
для ультрахолодних нейтронiв (швидкостi ∼ 2 см/сек), що пада-
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ють пiд дiєю ґравiтацiйного поля Землi та вiдбиваються вiд го-
ризонтального нейтронного дзеркала. Цей дослiд дозволяє також
установлювати нижню межу вiдстанi, пiсля якої можливi спотво-
рення ньютонiвського ґравiтацiйного потенцiалу (Hartmut Abele,
Stefan Baeßler, Alexander Westphal, preprint hep-ph/0301145 v1.).

Цiкаво також розглянути власнi значення енерґiї εn для вели-
ких значень квантового числа n, коли можна записати для них
явний вираз. Для цього нам потрiбно скористатись асимптоти-
чними розкладами функцiї Ейрi та її похiдної (див. на стор. 267
рекомендованого вище довiдника):

Ai(−z) = 1

z1/4
√
π
sin

(
2

3
z3/2 +

π

4

)
,

Ai′(−z) = −z
1/4

√
π

cos

(
2

3
z3/2 +

π

4

)
, z → ∞.

Звiдси знаходимо нулi функцiї Ai(−ε),
2

3
ε
3/2
k +

π

4
= kπ, k = 1, 2, 3, . . . ,

та похiдної Ai′(−ε),
2

3
ε
3/2
k +

π

4
= (2k + 1)

π

2
, k = 0, 1, 2, . . . .

Цi двi формули об’єднуємо однiєю:

εn =

(
3π

4

)2/3(
n+

1

2

)2/3

, n = 0, 1, 2, 3, . . . ,

причому перша умова дає непарнi значення n, а друга — парнi.
Мiж iншим, ця формула дає досить добрi значення εn i для малих
квантових чисел n. Зокрема для основного стану n = 0, наближе-
не значення енерґiї ε0 = (3π/8)2/3 = 1.115460, а точне значення
дорiвнює ε0 = 1.018793.

Приклад 1. Обчислити рiвнi енерґiї частинки маси m в полi
U = mω2x2/2 + α|x|; −∞ < x <∞; ω2, α — сталi.

Гамiльтонiан можна записати так:

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2

(
x± α

mω2

)2
− α2

2mω2
,
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знак “+” для x > 0, знак “−” для x < 0. Якщо б не було цiєї змiни знака,
породженої модулем |x| в U , то ми мали б задачу про лiнiйний гармонiчний
осцилятор зi змiщеним в точку (−α/mω2) положенням рiвноваги i зсунутими
на величину (−α2/2mω2) рiвнями енерґiї. Змiна знаку в Ĥ при переходi че-
рез точку x = 0 суттєво змiнює ситуацiю, i ми повиннi знаходити розв’язки
рiвняння Шрединґера, подiбно як i для |x|-осцилятора.

Отже, загальним розв’язком рiвняння Шрединґера з нашим гамiльтонiа-
ном є добре вiдомi функцiї параболiчного цилiндра D−a−1/2(z), де знерозмi-
рена змiнна z = (x ± α/mω2)/

√
~/2mω, параметр a = −(E + α2/2mω2)/~ω

(див. поданий в текстi цього параграфа довiдник зi спецiальних функцiй). З
умов зшивання хвильових функцiй та їхнiх похiдних в точцi x = 0 знаходимо
рiвняння для визначення рiвнiв енерґiї E, якi, взагалi кажучи, потребують
чисельних розрахункiв (ми їх тут не наводимо).

Можна, однак, знайти “квазiточнi” розв’язки (термiнологiю див. у §18):
пiдберемо параметри потенцiалу ω2, α так, щоб величина a = −(n+1/2), n =
0, 1, 2, . . ., тобто коли функцiї параболiчного цилiндра зводяться до полiномiв
Ермiта Hn(ξ), ξ = z/

√
2, Dn(z) = 2−n/2e−ξ2/2Hn(ξ), а енерґiя

En = ~ω

(
n+

1

2

)
− α2

2mω2
.

Параметри потенцiалу знаходимо з умов зшивання хвильової функцiї та її
похiдної в точцi x = 0:

CHn(ξ0) = C′Hn(−ξ0),

C [−ξ0Hn(ξ0) + 2nHn−1(ξ0)] = C′ [ξ0Hn(−ξ0) + 2nHn−1(−ξ0)] ,
тут C,C′ — сталi нормування, ξ0 = α/

√
~mω3 i ми врахували, що похiдна

dHn(ξ)/dξ = 2nHn−1(ξ).
Беремо до уваги, що Hn(−ξ) = (−)nHn(ξ) i з наших рiвнянь знаходимо,

що або Hn(ξ0) = 0 — перший розв’язок, або ξ0Hn(ξ0) = 2nHn−1(ξ0) — дру-
гий розв’язок, а енерґiя En = ~ω(n+ 1/2 − ξ20/2). Тепер потрiбно мати лише
явнi вирази для полiномiв Ермiта (див. §21). Зокрема, якщо n = 0, то перше
рiвняння не має розв’язку, а друге дає ξ0 = 0 з енерґiєю основного стану гар-
монiчного осцилятора ~ω/2. При n = 1 перший розв’язок дає ξ0 = 0, а енерґiя
дорiвнює 3~ω/2; а з другого маємо ξ0 = ±1, енерґiя — ~ω. При n = 2 з пер-
шого розв’язку маємо ξ0 = ±1/

√
2 i енерґiю 9~ω/4, а з другого ξ0 = 0,±

√
5/2

i вiдповiднi власнi значення енерґiї 5~ω/2, 5~ω/4. Неважко продовжити цю
процедуру для бiльших значень числа n:

n = 3, E/~ω = (19±
√
57)/8, 7/2, 11/4;

n = 4, E/~ω = (15±
√
6)/4, 9/2, (11±

√
22)/4.

Очевидно, що цi власнi значення енерґiї не вичерпують усього її спектра, а да-
ють лише деяку сукупнiсть рiвнiв для конкретних зв’язкiв мiж параметрами
гамiльтонiану.
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Приклад 2. Використовуючи узагальнену теорему вiрiала (див. Приклад 1
до §21), обчислити середнi значення степенiв координати для |x|-осцилятора.

Узагальнена теорема вiрiалу:

4〈ϕ′(E − U)〉 + ~
2〈ϕ′′′〉/2m− 2〈ϕU ′〉 = 0,

тут E — власне значення енерґiї, ϕ = ϕ(x). Спочатку розглянемо випадок
“обрiзаного” |x|-осцилятора, x ≥ 0, U = αx. Покладаючи ϕ = xk, k = 1, 2, . . .
знаходимо:

〈x〉 = 2

3

(
~2

2mα

)1/3

εn, 〈x2〉 =
(

~2

2mα

)2/3
8

15
ε2n,

〈x3〉 = ~2

2mα

16

35

(
ε3n +

15

16

)
, 〈x4〉 =

(
~2

2mα

)4/3
128

315
εn

(
ε3n +

25

8

)
, . . . ,

власнi значення εn поданi в таблицi до цього параграфа. Цi вирази ми отрима-
ли для непарних значень квантового числа n = 1, 3, . . ., оскiльки мали умову
x ≥ 0.

Для “необрiзаного” |x|- осцилятора наше рiвняння з ϕ = xk для парних
значень k задовольняється тривiально, а для непарних дає середнi вiд непар-
них степенiв |x|,

〈|x|〉 = 2

3

(
~2

2mα

)1/3

εn, 〈|x|3〉 = 3

7

~2

2mα

[
2εn〈x2〉

/(
~2

2mα

)2/3

+ 1

]
, . . . ,

для визначення яких потрiбно мати середнi вiд парних степенiв x. Останнi
знаходимо з того ж рiвняння пiстановкою ϕ = |x|xk з непарними степенями k
(парнi k задовольняють рiвняння тривiально) з урахуванням того, що |x|′ =
sign(x), sign′(x) = 2δ(x), δ′(x) = −δ(x)d/dx, xδ(x) = 0 (штрих означає похiдну
за x), ϕ′(x) = (k+1)|x|xk−1, ϕ′′′ = 4δ(x) для k = 1, ϕ′′′ = k(k−1)(k+1)|x|xk−3

для k = 3, 5, . . . ,:

〈x2〉 = 4

5

E

α
〈x〉+ ~2

5mα
〈δ(x)〉 = 8

15

(
~2

2mα

)2/3(
ε2n +

3

4
ψ2

n(0)

)
,

〈x4〉 = 8

9

(
~2

2mα

)4/3

εn

(
〈|x|3〉

/
~2

2mα
+ 1

)
, . . . ,

тут враховано, що δ(x) = δ
(
ξ
(
~2/2mα

)1/3)
=
(
~2/2mα

)−1/3
δ(ξ), ψn(0) — зна-

чення хвильової функцiї в нулi, якi вiдмiннi вiд нуля лише для парних кван-
тових станiв i дорiвнюють 0.700555, −0.392341, 0.322075, −0.284825, 0.260428,
−0.24270 вiдповiдно для n = 0, 2, 4, 6, 8, 10. Для непарних станiв ψn(0) = 0 шу-
канi середнi збiгаються зi знайденими вище для “обрiзаного” |x|-осцилятора
iз замiною x на |x|.
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§ 25. Проходження частинки крiзь потенцiальний бар’єр

У класичнiй механiцi рух частинки є неможливим, якщо рi-
зниця мiж її повною енерґiєю E та потенцiальною U є вiд’ємною
величиною, — це означає, що кiнетична енерґiя, за означенням,
величина додатна, стала б вiд’ємною. У квантовiй механiцi ймо-
вiрнiсть перебування частинки в областi, де E − U < 0, вiдмiнна
вiд нуля. Це видно, зокрема, i з розв’язку задачi для гармонiчного
осцилятора: хвильова функцiя у цiй областi експоненцiально спа-
дає, але вiдмiнна вiд нуля. Це, зрозумiло, не означає, що кiнетична
енерґiя частинки є вiд’ємною. Легко переконатись, що її середнє
значення (а саме середнє значення є вимiрюваною величиною) —
величина додатна.

Розглянемо рух частинки для одновимiрного випадку з потен-
цiальною енерґiєю U = U(x), яка зображена на рис. 22.

Якщо частинка, яка рухається злiва направо, має енерґiю E,
меншу вiд максимального значення U(x), то у класичному випад-
ку вона не зможе подолати цього потенцiального бар’єра, а зу-
пиниться в точцi x1, коли E = U(x1), пiсля чого буде рухатись
у протилежному напрямку — тобто вiдiб’ється вiд бар’єра. Коор-
динату x1 називають класичною точкою повороту. У квантовiй
механiцi можливим є рух i в “забороненiй зонi” мiж класичними
точками повороту x1 ≤ x ≤ x2, тому що хвильова функцiя в цiй
областi, хоча й значно зменшується, однак є вiдмiнною вiд нуля,
отже, i ймовiрнiсть перебування частинки у цiй “забороненiй зонi”
вiдмiнна вiд нуля. Виникає цiкава задача розрахунку ймовiрностi
проходження частинки крiзь такий потенцiальний бар’єр. Це iн-
ший тип задач, нiж задача на власнi значення та власнi функцiї:
енерґiя частинки є вiдомою величиною, вона нам задана, необхi-
дно знайти лише хвильову функцiю.

Припустимо, злiва на бар’єр налiтає частинка iз заданою гус-
тиною потоку ймовiрностi j0. Нехай частина j1 цього потоку опи-
сує рух пiсля вiдбивання частинки вiд бар’єра, а j2 — це потiк
справа вiд бар’єра, тобто в областi x > x2. Очевидно, згiдно з за-
коном збереження потоку,

j0 = j1 + j2.

Уведемо експериментально вимiрюванi величини: вiдношення

D = j2/j0,
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Рис. 22. Потенцiальний бар’єр.

яке будемо називати коефiцiєнтом проходження крiзь бар’єр або
коефiцiєнтом прозоростi бар’єра, та величину

R = j1/j0

— коефiцiєнт вiдбивання вiд бар’єра. Очевидно, що

D +R = 1.

Нагадаємо також, що густина потоку ймовiрностi розраховує-
ться за загальним виразом

j =
~

2mi

(
ψ∗(x)

dψ(x)

dx
− ψ(x)

dψ∗(x)
dx

)
.

Для розрахунку величини D та R необхiдно знайти хвильову фун-
кцiю частинки злiва вiд бар’єра x < x1, справа вiд нього x > x2 та
всерединi бар’єра x1 ≤ x ≤ x2 з урахуванням неперервностi хви-
льової функцiї та її першої похiдної (потоку) в класичних точках
повороту x1 та x2.

Спростимо нашу задачу i вiзьмемо як модель прямокутний
бар’єр (див. рис. 23), коли потенцiальна енерґiя

U(x) =





0, x < 0,

U = const, 0 ≤ x ≤ a,

0, x > a.
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Рис. 23. Елементарний прямокутний бар’єр.

У першiй областi x < 0 для хвильової функцiї ψ1 = ψ1(x)
маємо рiвняння Шрединґера

− ~2

2m

d2ψ1

dx2
= Eψ1,

ψ1(x) = A1e
ik0x +A2e

−ik0x,

а хвильове число

k0 =

√
2mE

~2
.

Коефiцiєнт A1 — амплiтуда падаючої на бар’єр хвилi, A2 — ам-
плiтуда хвилi вiдбитої вiд бар’єру. У другiй областi 0 ≤ x ≤ a
хвильову функцiю ψ2 = ψ2(x) визначаємо з рiвняння

− ~2

2m

d2ψ2

dx2
+ Uψ2 = Eψ2

i

ψ2(x) = B1e
ikx +B2e

−ikx,

де хвильове число

k =

√
2m

~2
(E − U).
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Нарештi, у третiй областi для ψ3 = ψ3(x) отримуємо:

− ~2

2m

d2ψ3

dx2
= Eψ3,

ψ3(x) = C1e
ik0x + C2e

−ik0x.

Коефiцiєнт C1 має змiст амплiтуди хвилi, що пройшла за бар’-
єр. Оскiльки вiдбитої хвилi, яка б рухалась у напрямку початку
координат, у цiй областi немає, то коефiцiєнт C2 = 0.

Тепер знаходимо потоки у вiдповiдних областях:

j0 = |A1|2
~k0
m
,

j1 = |A2|2
~k0
m
,

j2 = |C1|2
~k0
m
.

Коефiцiєнти прозоростi та вiдбивання

D =

∣∣∣∣
C1

A1

∣∣∣∣
2

, R =

∣∣∣∣
A2

A1

∣∣∣∣
2

.

Урахуємо тепер умови неперервностi хвильової функцiї та її пер-
шої похiдної в точках x = 0 та x = a:





ψ1(0) = ψ2(0),

ψ′
1(0) = ψ′

2(0),

ψ2(a) = ψ3(a),

ψ′
2(a) = ψ′

3(a).
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Використовуючи явний вигляд хвильових функцiй, знаходимо
рiвняння для коефiцiєнтiв A2, B1, B2 та C1 (коефiцiєнт A1 за-
дається падаючим потоком j0):





A1 +A2 = B1 +B2,

k0(A1 −A2) = k(B1 −B2),

B1e
ika +B2e

−ika = C1e
ik0a,

k
(
B1e

ika −B2e
−ika

)
= k0C1e

ik0a.

Розглянемо спочатку випадок E > U , коли величина k є дiйсною.
Подiлимо всi рiвняння на A1, позначаючи

A2

A1
= A,

B1

A1
= B,

B2

A1
= B′,

C1

A1
= C.

Так що

D = |C|2, R = |A|2.

Тепер система рiвнянь набирає вигляду




1 +A = B +B′,

k0
k
(1−A) = B −B′,

Beika +B′e−ika = Ceik0a,

k

k0

(
Beika −B′e−ika

)
= Ceik0a.

Додамо третє i четверте рiвняння цiєї системи, попередньо помно-
живши останнє на k0/k,

2Beika = C

(
1 +

k0
k

)
eik0a

та вiзьмемо їхню рiзницю

2B′e−ika = C

(
1− k0

k

)
eik0a.

237



Отже, отримаємо

B =
C

2
e−ika

(
1 +

k0
k

)
eik0a,

B′ =
C

2
eika

(
1− k0

k

)
eik0a.

Пiдставимо цi вирази у два перших рiвняння, попередньо помно-
живши друге на k/k0, знайдемо рiвняння для вiдносних амплiтуд
A та C:

1 +A =
C

2
eik0a

{
e−ika

(
1 +

k0
k

)
+ eika

(
1− k0

k

)}
,

1−A =
C

2
eik0a

k

k0

{
e−ika

(
1 +

k0
k

)
− eika

(
1− k0

k

)}
.

Додамо цi вирази i знайдемо

2 =
C

2
eik0a

{
e−ika

(
1 +

k0
k

+
k

k0
+ 1

)

+ eika
(
1− k0

k
− k

k0
+ 1

)}
.

Вираз у фiгурних дужках
(
e−ika + eika

)
+
k0
k

(
e−ika − eika

)
+

k

k0

(
e−ika − eika

)

+
(
e−ika + eika

)
= 2cos ka+

k0
k
(−2i) sin ka

+
k

k0
(−2i) sin ka+ 2cos ka = 4cos ka− 2i

(
k0
k

+
k

k0

)
sin ka.

Тепер вiдносна амплiтуда хвилi, що пройшла за бар’єр

C =
e−ik0a

cos ka− i
2

(
k0
k + k

k0

)
sin ka

.
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Якщо тепер взяти рiзницю наших рiвнянь для коефiцiєнтiв A
та C, то знайдемо, що

2A =
C

2
eik0a

[
e−ika

(
k0
k

− k

k0

)
+ eika

(
k

k0
− k0

k

)]

або

A = i
C

2
eik0a

(
k

k0
− k0

k

)
sin ka =

C

2
ei(k0a+π/2)

(
k

k0
− k0

k

)
sin ka,

i нарештi, маємо вiдносну амплiтуду хвилi, що вiдбилась вiд бар’-
єру:

A = eiπ/2
k
k0

− k0
k

2 ctg ka− i(k0k + k
k0
)
.

Отже, коефiцiєнт прозоростi

D = |C|2 = 1

cos2 ka+ 1
4

(
k0
k + k

k0

)2
sin2 ka

=
1

1 + 1
4

[(
k0
k + k

k0

)2
− 4

]
sin2 ka

.

Або

D =
1

1 + 1
4

(
k
k0

− k0
k

)2
sin2 ka

.

Урахуємо тепер явний вигляд величин k та k0 i остаточно для
E ≥ U

D =
1

1 + U2

4E(E−U)sin
2 ka

.

Для коефiцiєнта вiдбивання R = 1−D знаходимо

R =

(
1− k20/k

2
)2

sin2 ka

4k20/k
2 +

(
1− k20/k

2
)2

sin2 ka
.
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Цi результати легко перенести на випадок E < U , зробивши
аналiтичне продовження. Маємо

k =

√
2m

~2
(E − U) = iκ,

де

κ =

√
2m

~2
(U − E),

— дiйсна величина. Це дає

D =
1

1 + (κ/k0 + k0/κ)
2 ( shκa

2

)2 ,

або
D =

1

1 + U2

4E(U−E)sh
2κa

.

У випадку, коли енерґiя частинки, що налiтає на бар’єр, дорiвнює
його висотi, коефiцiєнт прозоростi

D =
1

1 + U
4

/
~2

2ma2

.

Якщо ж енерґiя E → 0, κ =
√

2mU
~2

, то коефiцiєнт прозоростi
також прямує до нуля:

D =
4E

Ush2
√

2ma2

~2
U
.

З виразу для коефiцiєнта прозоростi при E ≥ U випливає, що

D → 1, E → ∞.

З цього ж виразу видно також, що при ka = nπ, n = 1, 2, . . .
величина D = 1. Стани з такими значеннями енерґiї частинки
називають резонансними станами:

k2 = n2
(π
a

)2
,

2m

~2
(E − U) = n2

(π
a

)2

240



або
En = U +

~2

2m

(π
a

)2
n2.

Отже, якщо частинка має резонансне значення енерґiї, то коефi-
цiєнт прозоростi бар’єра точно дорiвнює одиницi. У цьому випад-
ку на ширинi бар’єра вкладається цiле число пiвдовжин хвилi де
Бройля: ka = nπ, k = 2π/λ, a = nλ/2. Цiкаво, що цi значення
енерґiї збiгаються (враховуючи зсув на сталу U) з енерґетични-
ми рiвнями частинки, що рухається в прямокутнiй потенцiальнiй
ямi з безмежно високими стiнками. На рис. 24 зображено графiк
залежностi коефiцiєнта прозоростi вiд енерґiї.

Обговоримо питання змiни фази хвильової функцiї при вiд-
биваннi та при проходженнi частинки крiзь бар’єр. З виразу для
коефiцiєнта A, наведеного вище, для E < U маємо:

A = eiπ
κ
k0

+ k0
κ

κ
k0

− k0
κ
− 2i cthκa

.

Як бачимо, для непрозорого бар’єра, κ → ∞, амплiтуда вiдбитої
хвилi набуває стосовно падаючої додаткової фази величиною π:

A = eiπ, κ → ∞.

Вiдношення амплiтуд C/A для E < U є таким:

C

A
= − 2e−i(k0a+π/2)

(κ/k0 + k0/κ)shκa
=

2ei(π/2−k0a)

(κ/k0 + k0/κ)shκa
.

Як бачимо, хвиля, що пройшла, набуває стосовно вiдбитої хви-
лi додаткової фази (π/2 − k0a), яку можна регулювати шириною
бар’єра i енерґiєю частинки. Для тонкого бар’єра, a → 0, ця до-
даткова фаза дорiвнює π/2. Причому, коли a→ 0, то κa = const.
Тобто ширина бар’єра зменшується, але одночасно збiльшується
його висота (δ-подiбний бар’єр).

Цiкавим для прикладних задач є напiвпрозорий бар’єр, коли
|C| = |A| = 1/

√
2, який очевидно маємо за умови, що

(
κ

k0
+
k0
κ

)
shκa = 2

або

Ushκa = 2
√
E(U − E).
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Рис. 24. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi вiд енерґiї
для прямокутного бар’єра при ma2U/~2 = 12.

Розглянемо тепер випадок бар’єра значної ширини та висоти,
коли κa & 1, shκa ∼ eκa/2.

У результатi

D = D0e
−2κa,

де величина

D0 =
16κ2

k20(
1 + κ2

k20

)2 ,

причому D0 ∼ 1, так що

D ≃ e−2κa = exp

(
−2a

~

√
2m(U − E)

)
.

На пiдставi цих формул розглянемо тепер потенцiальний бар’-
єр довiльної форми U(x), який розiб’ємо на сукупнiсть прямоку-
тних потенцiальних бар’єрiв (див. рис. 25).

Злiва вiд точки повороту x1 i справа вiд точки повороту x2 кое-
фiцiєнт прозоростi близький до одиницi, оскiльки енерґiя частин-
ки, що налiтає, є бiльшою за потенцiальну енерґiю. Це дає змогу
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Рис. 25. Розбиття бар’єра на елементарнi прямокутнi бар’єри.

зробити оцiнку коефiцiєнта прозоростi, якщо прийняти, що кое-
фiцiєнт прозоростi крiзь i-тий прямокутний бар’єр шириною ∆xi

Di ≃ exp

(
−2

~

√
2m(U(xi)− E)∆xi

)
.

Повний коефiцiєнт прозоростi D дорiвнює добутковi парцiальних
коефiцiєнтiв прозоростi

D =
∏

i

Di = D0 exp

(
−2

~

∑

i

√
2m(U(xi)− E)∆xi

)
.

Для достатньо плавної функцiї U(x) та достатньо вузьких парцi-
альних прямокутних бар’єрiв суму Дарбу в показнику експоненти
оцiнюємо iнтеґралом i в результатi

D = D0 exp

(
−2

~

∫ x2

x1

√
2m(U(x) − E) dx

)
,

де точки повороту x1, x2 визначаємо з рiвнянь

U(x1) = E, U(x2) = E.

Передекспонентний множник D0 має слабку залежнiсть вiд енер-
ґiї E, i в наведенiй оцiнцi коефiцiєнта прозоростi його можна вва-
жати величиною сталою. Задачi, що розглядаються на основi та-
кого пiдходу: α-розпад, холодна емiсiя електронiв з металу пiд
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дiєю зовнiшнього електричного поля, явище перезарядження йо-
нiв у плазмi, хiмiчнi реакцiї, дисоцiацiя молекул i т. д.

§ 26. Холодна емiсiя електронiв з металу

Явище виривання електронiв з металу сильним електричним
полем називають холодною емiсiєю на вiдмiну вiд термоелектрон-
ної емiсiї, коли залежнiсть сили струму вiд рiзницi потенцiалiв
мiж анодом i катодом у вакуумному дiодi визначається “законом
3/2”.

Розгляньмо просту модель вiльних електронiв, коли потенцi-
альна енерґiя електрона в металi є постiйною й меншою за її зна-
чення поза металом на величину роботи виходу U0. Електрон у
металi має перед собою потенцiальний бар’єр висотою U0, але без-
межної ширини, i тому коефiцiєнт прозоростi D = 0. Iншу ситуа-
цiю маємо, коли прикладаємо постiйне електричне поле напруже-
ностi E в напрямку до поверхнi металу. До потенцiальної енерґiї
додається величина ∆U = qEx, де заряд електрона q = −|e|, x —
координата, що вiдраховується вiд поверхнi металу. Сила F = qE,
що дiє на електрон, за величиною дорiвнює −dU/dx = −qE = |e|E ,
вектор E має напрямок, протилежний до напрямку осi x, а повна
потенцiальна енерґiя

U(x) = U0 − |e|Ex.

У результатi утворюється потенцiальний бар’єр, ширина якого є
скiнченною i тим меншою, чим бiльша напруженiсть поля (див.
рис. 26).

Отже, коефiцiєнт прозоростi, що визначає силу струму холо-
дної емiсiї,

D = D0 exp

(
−2

√
2m

~

∫ x2

x1

√
U − E dx

)
,

де точки повороту

x1 = 0, x2 =
U0 − E

|e|E .
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Рис. 26. Потенцiальний бар’єр для електрона в металi: штрихова лiнiя
— без поля, суцiльна — з полем.

Iнтеґрал
∫ x2

x1

√
U − E dx =

∫ U0−E
|e|E

0
(U0 − |e|Ex− E)1/2dx

= − 2

3|e|E (U0 − |e|Ex− E)3/2
∣∣∣∣
U0−E
|e|E

0

=
2

3|e|E (U0 − E)3/2.

Тепер для коефiцiєнта прозоростi маємо:

D = D0 exp

(
−2

√
2m

~

2

3|e|E (U0 − E)3/2

)
.

Якщо ввести постiйну величину

E0 =
4

3

√
2m

|e|~ (U0 − E)3/2,

що залежить лише вiд фундаментальних констант та сорту мета-
лу, то сила струму холодної емiсiї, яка є пропорцiйною до величи-
ни D,

j = j0e
−E0/E .

Таку залежнiсть i спостерiгаємо на дослiдi. Строга теорiя повинна
враховувати як потенцiал зображення електрона, що має притя-
гувальний характер, так i розподiл електронiв за енерґiями вiд-
повiдно до статистики Фермi–Дiрака.
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§ 27. Теорiя Ґамова α-розпаду важких ядер

Прикладом явища проходження частинки крiзь потенцiальний
бар’єр є α-розпад важких ядер. Добре вiдомо, що важкi ядра не-
стабiльнi щодо α-розпаду. Причому ймовiрнiсть розпаду, як пока-
зує дослiд, сильно залежить вiд енерґiї α-частинок, що вилiтають
з ядра.

Теорiю цього явища запропонував Г. Ґамов у 1928 роцi6. Не-
залежно в цьому ж роцi теоретичне пояснення α-розпаду дали
Е. Кондон i Р. Ґюрнi. Припускається, що в ядрi вже iснує як цiле
α-частинка, потенцiальна енерґiя якої зображена на рис. 27.

Отже, на малих вiдстанях r маємо потенцiал ядерних сил,
який рiзко спадає на вiдстанях, бiльших за розмiр ядра r0, а на
великих вiдстанях — це кулонiвська взаємодiя α-частинки (iз за-
рядом 2|e|) iз залишком ядра, заряд якого Z∗ = Z − 2 (Z — за-
ряд ядра, що розпадається). Для прикладу, на рис. 27a зображе-
но потенцiальний бар’єр (суцiльна крива), який є сумою енерґiй
кулонiвського вiдштовхування та притягання в полi потенцiалу
Юкави, зумовленого обмiном π-мезонами масою mπ:

U =
2Z∗e2

r
− g2

r
e−r/Λ,

де Λ = ~/mπc, g — константа зв’язку сильної взаємодiї.
Для розрахункiв розгляньмо спрощену модель. При r < r0 яв-

ний вигляд потенцiальної енерґiї в нашiй задачi є несуттєвим, бу-
демо вважати її сталою величиною U0. Отже, потенцiальна енер-

6Автор пiонерської роботи з теорiї радiоактивного розпаду, Георгiй Анто-
нович Ґамов народився в 1904 роцi в Одесi, помер у 1968 роцi в Баулдерi
(Колорадо, США). По материнськiй лiнiї походив вiн з української свяще-
ницької родини Лебединцiв. Його дiд, Митрополит Арсенiй Лебединцев, був
настоятелем Одеського Собору i правлячим iєрархом православної церкви
Новоросiї. Георгiй Ґамов, в особистому життi людина трагiчної долi, був уче-
ним, що мав майже надприроднi здiбностi ґенерувати несподiванi самородковi
iдеї з простим їх тлумаченням. Вiн є автором “гарячого первинного вибуху”
(hot Big Bang) — теорiї еволюцiї Всесвiту (1948 р.), з передбаченням iснування
залишкового релiктового випромiнювання, яке експериментально виявили в
1965 роцi Р.В. Вiльсон та А.А.Пензiас. А пiсля вiдкриття структури молеку-
ли ДНК, яке зробили Д.Ватсон i Ф.Крiк у 1954 роцi, Ґамов перший висунув
теорiю, що ця структура мiстить у собi генетичний триплетний код iз чоти-
рьох символiв, через який i вiдбувається вiдтворення живого. Багато цiкавого
читач може дiзнатись з його книжки “Моя мировая линия: неформальная ав-
тобиография”. М.: Наука, 1994.
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Рис. 27. Потенцiальний бар’єр для α-частинки в теорiї розпаду важких
ядер: а — верхня штрихова лiнiя — кулонiвське вiдштовхування, нижня
— ядерне притягання, суцiльна крива — їхня сума, параметр g2/2e2Z∗ =
10; б — модель.

ґiя (див. рис. 27 б)

U =





U0, r ≤ r0,

2e2Z∗/r, r > r0

i коефiцiєнт прозоростi такого потенцiального бар’єра

D = D0 exp

[
−2

~

∫ r1

r0

√
2m

(
2e2Z∗

r
−E

)
dr

]
,

де E — енерґiя α-частинки, що покидає ядро, а класичну точку
повороту r1 визначаємо з рiвняння 2e2Z∗/r1 = E.

Використання цiєї формули для коефiцiєнта прозоростi бар’є-
ра в тривимiрному випадку вимагає пояснення. По-перше, ми роз-
глядаємо лише радiальний рух, для якого рiвняння Шрединґера
формально зводиться до одновимiрного, як буде показано пiзнiше.
По-друге, приймаємо, що орбiтальний момент кiлькостi руху α-
частинки дорiвнює нулевi.

Уведемо нову змiнну iнтеґрування x таку, що r = r1x
2. Тепер

ln
D

D0
= −4r1

~

√
2mE

∫ 1

√
r0/r1

√
1− x2 dx
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= −4r1
~

√
2mE

{
x

2

√
1− x2 +

1

2
arcsinx

} ∣∣∣∣
1

√
r0/r1

= −4r1
~

√
2mE

{
π

4
− 1

2

√
r0
r1

(
1− r0

r1

)
− 1

2
arcsin

√
r0
r1

}
.

Цiлком природно, що r1 ≫ r0, тому, зберiгаючи першi члени роз-
кладу за малою величиною r0/r1, маємо

ln
D

D0
= −4r1

√
2mE

~2

(
π

4
−
√
r0
r1

)
= −4πZ∗ e

2

~v
+ 8

√
Z∗ r0

a
,

де швидкiсть α-частинки, що вилiтає з ядра, v =
√
2E/m, а вели-

чина a = ~2/me2, нагадаємо, що тут m — маса α-частинки.
Ще в 1911 роцi Г. Ґайґер та Дж.Неттол встановили емпiричну

формулу для сталої λ, що визначає залежнiсть кiлькостi атомiв
N , якi не розпалися, вiд часу в законi

N = N0e
−λt.

Величина λ пропорцiйна до коефiцiєнта прозоростi D: λ =
v0/2r0D, де швидкiсть α-частинки всерединi ядра v0 ≃ ~/mr0.
Таким чином, ми отримали, що

ln

(
λ

/
~D0

2mr20

)
= −4πZ∗ e

2

~v
+ 8

√
Z∗ r0

a
.

Якiсно таку залежнiсть величини λ вiд швидкостi v частинки, що
вилiтає з ядра, i спостерiгали Г. Ґайґер та Дж.Неттол. Хоча їхнiй
закон дає лiнiйну залежнiсть lnλ не вiд 1/v, а вiд lnv, але вна-
слiдок того, що швидкостi v змiнюються в дуже вузькiй дiлянцi
(малими є i вiдноснi змiни Z та r0 для радiоактивних елементiв),
то ця вiдмiннiсть якiсної емпiричної залежностi вiд точного зако-
ну є незначною. Насамкiнець зауважимо, що хоча спостережуванi
змiни швидкостей частинок v є незначними, однак велике значен-
ня коефiцiєнта бiля 1/v у цiй формулi дає дуже широкий розкид
значень констант розпаду λ.



ГЛА ВА V

ЗВ’ЯЗОК КВАНТОВОЇ МЕХАНIКИ З КЛАСИЧНОЮ

§ 28. Перехiд вiд квантових рiвнянь руху до класичних

Аналогом класичних рiвнянь Гамiльтона у квантовiй механiцi
є операторнi рiвняння, якi творять змiст теореми Еренфеста:

ˆ̇x =
p̂

m
,

ˆ̇p = −∂U
∂x

.

Розглядаємо для простоти одновимiрний рух частинки масою m у
полi з потенцiальною енерґiєю U = U(x). Установимо, якi дiї i на-
ближення необхiдно зробити для переходу до класичних рiвнянь
Гамiльтона

ẋ =
p

m
,

ṗ = −∂U
∂x

або рiвняння Ньютона

mẍ = −∂U
∂x

.

Зрозумiло, що у квантових рiвняннях потрiбно перейти вiд
операторiв x̂, p̂ до середнiх значень 〈x〉, 〈p〉, визначених на деякiй
хвильовiй функцiї ψ(x, t). Розглянемо хвильову функцiю ψ(x, t),
яка зосереджена в достатньо малiй дiлянцi ∆x так, щоб можна бу-
ло говорити про локалiзацiю частинки. Тобто ψ(x, t) є хвильовим
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пакетом. Зокрема, це може бути мiнiмiзуючий хвильовий пакет,
який ми дослiджували ранiше:

ψ(x, t) =
(
2π〈(∆x)2〉

)−1/4
exp

[
i

~
〈p〉x− (∆x)2

4〈(∆x)2〉

]
,

∆x = x− 〈x〉.
Якби 〈x〉 змiнювалось за законами класичної механiки, а розмiри
хвильового пакета з часом не змiнювались, то рух хвильового па-
кета |ψ(x, t)|2 можна було б трактувати як рух матерiальної точки,
що пiдкоряється законам класичної механiки. Однак нi перше, нi
друге не вiдбувається: хвильовий пакет iз часом розпливається,
а рух його центра “ваги” не задовольняє рiвняння Ньютона. Роз-
глянемо цi проблеми докладнiше.

Спочатку дослiдимо на простому прикладi розпливання хви-
льових пакетiв iз часом. Нехай заданий хвильовий пакет у поча-
тковий момент часу t = 0:

ψ(x, 0) =
1

(2π〈(∆x)2〉0)1/4
exp

[
−x2/4〈(∆x)2〉0

]
,

〈(∆x)2〉0 = 〈(∆x)2〉
∣∣∣
t=0

.

Для спрощення викладок уважаємо, що 〈p〉 = 0, 〈x〉 = 0. Припу-
стимо, що з часом форма пакета не змiнюється, тобто хвильова
функцiя зберiгає характер ґауссового розподiлу, i тому покладає-
мо

ψ(x, t) = e−ax2−b,

де невiдомi величини a = a(t), b = b(t) задовольняють початковi
умови:

a0 = a(0) = 1/4〈(∆x)2〉0,

b0 = b(0), e−b0 = 1/
(
2π〈(∆x)2〉0

)1/4
.

Хвильова функцiя ψ(x, t) повинна задовольняти рiвняння
Шрединґера. Розглянемо рiвняння для вiльної частинки:

i~
∂ψ(x, t)

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
.
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Пiдставляючи прийнятий вигляд функцiї ψ(x, t), отримуємо

−i~ȧx2 − i~ḃ = − ~2

2m

[
(2ax)2 − 2a

]
.

Прирiвнюючи злiва i справа коефiцiєнти при однакових степе-
нях x, маємо:





ȧ =
2~

mi
a2,

ḃ =
i~

m
a,

причому при t = 0 a = a0, b = b0. Iнтеґруємо перше рiвняння:

−1

a
=

2~

mi
t+ const, t = 0, const = − 1

a0
.

Отже,

a =
a0

1 + 2i~
m a0t

=
a0

1 +
(
2~a0t
m

)2
(
1− 2i~

m
a0t

)
.

Iнтеґруємо друге рiвняння:

b =

∫
a0

i~
mdt

1 + 2i~
m a0t

+ const =
1

2
ln

[
1 +

2i~

m
a0t

]
+ b0

=
1

4
ln

[
1 +

(
2~

m
a0t

)2
]
+
i

2
ϕ+ b0,

tgϕ =
2~

m
a0t.

Тепер для хвильової функцiї отримаємо:

ψ(x, t) =
1

(2π〈(∆x)2〉0)1/4

× exp

{
−1

4
ln

[
1 +

(
2~

m
a0t

)2
]
− a0x

2

1 +
(
2~a0
m t

)2 + iα

}
,
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де

α =
a20

2~
m tx

2

1 +
(
2~a0
m t

)2 − ϕ/2

— фаза, яку можна не враховувати, оскiльки хвильову функцiю
визначаємо з точнiстю до довiльної фази. Отже, остаточно хви-
льову функцiю можна зобразити у виглядi хвильового пакета

ψ(x, t) =
1

(2π〈(∆x)2〉)1/4 exp
[
−x2/4〈(∆x)2〉

]
,

розмiри якого визначаються середньоквадратичним вiдхиленням

〈(∆x)2〉 = 〈(∆x)2〉0 +
~2t2

4m2〈(∆x)2〉0
.

Такий хвильовий пакет ми сконструювали ранiше (див. §3) при
першому знайомствi з принципом суперпозицiї. Тепер ми одержа-
ли його з точного рiвняння Шрединґера. Як видно з цього виразу,
хвильовий пакет розпливається з часом. Для того, щоб це розпли-
вання було малим, необхiдно, щоб 〈(∆x)2〉0 було достатньо вели-
ким, а це означає, що початковi розмiри пакета також повиннi бу-
ти значними. Ураховуючи, крiм того, що в законi розпливання па-
кета маса тiла є в знаменнику, бачимо, що для тiл макроскопiчних
розмiрiв розпливання є надзвичайно малим. Для мiкрочастинок
це розпливання є, навпаки, дуже великим. Наприклад, якщо по-
чатковi лiнiйнi розмiри пакета

√
〈(∆x)2〉0 ∼ 1 Å, то для електрона

через одну секунду, t = 1 сек, величина
√

〈(∆x)2〉 ∼ 103 км (!) (про
це вже також була мова).

Пiсля цих вступних зауважень переходимо до встановлення
зв’язку мiж квантовими рiвняннями руху й класичними. Для цьо-
го усереднимо квантовi рiвняння руху частинки за станом, який
описується хвильовим пакетом:

d

dt
〈x〉 = 〈p̂〉

m
,

d

dt
〈p̂〉 = −〈∂U(x)

∂x
〉.

Якщо б у правiй частинi другого рiвняння замiсть величини
〈∂U(x)/∂x〉 стояла величина ∂U(〈x〉)/∂〈x〉, то ми мали б звичай-
нi класичнi рiвняння руху. Однак рiвностi мiж цими величинами
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немає. Щоб з’ясувати умови, при яких така рiвнiсть виконується,
розкладемо функцiю U(x) у ряд бiля точки 〈x〉,

U(x) = U(〈x〉) + U ′(〈x〉)∆x+
1

2!
U ′′(〈x〉)(∆x)2

+
1

3!
U ′′′(〈x〉)(∆x)3 + · · · ,

де ∆x = x − 〈x〉, а штрихи означають похiднi за 〈x〉. Пiдставимо
цей вираз у друге усереднене квантове рiвняння руху i з урахува-
нням того, що 〈∆x〉 = 0, знаходимо

d〈p〉
dt

= −U ′(〈x〉)− U ′′′(〈x〉)
2

〈(∆x)2〉+ · · · .

Якщо залишити в правiй частинi рiвняння лише перший дода-
нок, то ми отримаємо класичне рiвняння Ньютона. Отже, решта
доданкiв — це квантовi поправки, якi є малими за умови, що

1

2

∣∣U ′′′(〈x〉)
∣∣ 〈(∆x)2〉 ≪

∣∣U ′(〈x〉)
∣∣ .

Ця умова переходу вiд квантових рiвнянь руху до класичних,
або, як її ще називають — умова квазiкласичностi, виконуватиме-
ться, якщо поле U = U(x) плавно змiнюється з координатою x,
а величина 〈(∆x)2〉 є достатньо малою. Якщо перша умова може
бути виконана вибором функцiї U(x), то друга, узагалi кажучи,
через деякий час t буде порушена внаслiдок розпливання паке-
та. Запобiгти цьому розпливанню можна лише великими значен-
нями iмпульсу частинки. Дiйсно, зi спiввiдношення невизначено-
стей Гайзенберґа 〈(∆x)2〉〈(∆̂p)2〉 ≥ ~2/4 випливає, що для вико-
нання другої умови необхiднi великi значення 〈(∆̂p)2〉, а отже, i
самого iмпульсу p, оскiльки тодi чисто квантовомеханiчний дода-
нок 〈(∆̂p)2〉/2m в кiнетичнiй енерґiї частинки 〈p̂2〉/2m буде малим
у порiвняннi з її класичною енерґiєю p2/2m. Зрозумiло, що при
p =

√
2m(E − U(x)) = 0, тобто в класичних точках повороту,

умова квазiкласичностi “не працює”.
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§ 29. Хвильова функцiя у квазiкласичному наближеннi.
Метод Вентцеля–Крамерса–Брiллюена

Поставимо тепер питання: як виглядає хвильова функцiя ча-
стинки при переходi до класичного опису її властивостей? Для
цього потрiбно знайти наближений розв’язок рiвняння Шреди-
нґера при ~ → 0. Використаємо метод, який одночасно розвинули
в 1926 роцi Г.Вентцель, Г.А.Крамерс та Л.Брiллюен i який вiдо-
мий тепер як метод ВКБ. Хоча слiд зазначити, що математичнi
прийоми цього методу ще в 1912 роцi наводив лорд Дж.Релей для
розв’язку задач поширення хвиль, а першi спроби застосувати їх
до задач квантової фiзики належать Г.Джеффрiсовi (1923 р.).

Нехай частинка масою m рухається в одновимiрному просторi
в полi з потенцiальною енерґiєю U = U(x). Уважаємо, що по-
тенцiальна енерґiя не залежить вiд часу i нас цiкавить розв’язок
стацiонарного рiвняння Шрединґера для хвильової функцiї ψ(x),
яку ми зобразимо у виглядi

ψ(x) = e
i
~
σ(x).

Пiдстановка цього виразу в рiвняння Шрединґера

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+ Uψ(x) = Eψ(x)

дає таке рiвняння для невiдомої функцiї σ = σ(x):

σ
′2

2m
+

~

2mi
σ′′ = E − U.

Тут штрихами ми позначили похiднi за координатою:

dσ(x)

dx
= σ′,

d2σ(x)

dx2
= σ′′.

Якщо в цьому рiвняннi формально покласти ~ = 0, то приходи-
мо до рiвняння Гамiльтона–Якобi в класичнiй механiцi для фун-
кцiї дiї σ, причому σ′ = p — це iмпульс частинки. Цим ми вста-
новлюємо зв’язок мiж квантовим описом фiзичної системи мовою
амплiтуди ймовiрностi та її класичном описом мовою функцiї дiї.
Зауважимо, що величина σ = σ(x) є так званою вкороченою дiєю.
Повна дiя S = S(x, t) залежить як вiд координати x, так i вiд ча-
су t. У випадку, коли енерґiя зберiгається, тобто для стацiонарних
станiв, повна дiя S(x, t) = −Et+ σ(x).
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Перейдемо до наближеного розв’язку рiвняння для σ. Припу-
стимо, що величина σ є аналiтичною функцiєю сталої Планка ~,
i розкладемо її в ряд за цим “малим параметром”:

σ = σ0 +
~

i
σ1 +

(
~

i

)2

σ2 + · · · .

Тут σ0 — це класична дiя, а σ1, σ2, . . . — квантовi поправки. Саме
цi квантовi поправки i цiкавлять нас. Рiвняння для них отримуємо
з рiвнянь для σ шляхом прирiвнювання в ньому коефiцiєнтiв злiва
i справа при однакових степенях незалежної “змiнної” ~/i. Маємо
таку систему рiвнянь1:





σ
′2
0

2m
= E − U,

σ′0σ
′
1 +

σ′′0
2

= 0,

. . . . . . . . . . . . . . . .

З першого рiвняння

σ′0 = ±
√

2m[E − U(x)].

Уведемо класичний iмпульс частинки

p = p(x) =
√
2m[E − U(x)].

Дослiдимо її рух у класично доступнiй областi, коли p є дiйсною
величиною. Тодi

σ′0 = ±p,
а

σ0 = ±
∫
p dx+ const.

Тепер з другого рiвняння маємо

2pσ′1 + p′ = 0

або

σ′1 = − p′

2p
.

1Див. вiдступ наприкiнцi цього параграфа.
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Iнтеґруємо:

σ1 = −1

2
ln p+ const.

Ми обмежимось урахуванням лише першої квантової поправ-
ки:

ψ(x) ≃ e
i
~
(σ0+

~

i
σ1) = const e±

i
~

∫

p dx− 1
2
ln p =

const√
p
e±

i
~

∫

p dx.

Загальний розв’язок беремо у виглядi лiнiйної комбiнацiї цих двох
можливих розв’язкiв:

ψ(x) =
C1√
p
e+

i
~

∫

p dx +
C2√
p
e−

i
~

∫

p dx,

де C1, C2 — сталi нормування. Як бачимо, iмовiрнiсть перебування
частинки в околi точки x

|ψ(x)|2 ∼ 1

p
.

Це пояснюється просто: час перебування частинки в околi dx то-
чки x обернено пропорцiйний до її iмпульсу.

Якщо E < U(x), тобто розглядається класично недоступна
область, то величина

p = i|p| = i
√

2m[U(x) − E]

є чисто уявною i хвильова функцiя

ψ(x) =
C ′
1√
|p|
e−

1
~

∫

|p| dx +
C ′
2√
|p|
e

1
~

∫

|p| dx.

Повернемось до початкового рiвняння для функцiї σ i дослi-
димо умову застосовностi розв’язкiв, якi ми знайшли. Для того,
щоб квантовi поправки були малими, очевидно, необхiдно, щоб

∣∣∣∣
~σ′′

σ
′2

∣∣∣∣≪ 1 або

∣∣∣∣
d

dx

~

σ′

∣∣∣∣≪ 1.

Оскiльки σ′ ∼ p, то маємо
∣∣∣∣
d

dx

~

p

∣∣∣∣≪ 1.
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Нагадаємо зв’язок мiж iмпульсом частинки та довжиною хвилi де
Бройля λ = 2π~/p, i отримуємо

∣∣∣∣
1

2π

dλ

dx

∣∣∣∣≪ 1.

Умова застосовностi квазiкласичного опису полягає у слабкiй за-
лежностi λ вiд координати x.

Можна навести ще один вираз для умови квазiкласичностi че-
рез класичну силу F = −∂U/∂x. Отже,

∣∣∣∣
d

dx

~

p

∣∣∣∣≪ 1 або

∣∣∣∣
~

p2
dp

dx

∣∣∣∣≪ 1,

далi
∣∣∣∣
~

p2

√
2m

1

2
√
E − U

dU

dx

∣∣∣∣≪ 1,

i таким чином,

m~

p3
|F | ≪ 1,

p3 ≫ m~|F |.
Тобто iмпульс частинки не повинен бути малим. Зокрема, при
p = 0 , коли E − U(x) = 0, тобто у класичних точках поворо-
ту, квазiкласичне наближення не застосовне — ми повиннi точно
розв’язувати рiвняння Шрединґера.

Приклад. Хвильова функцiя в околi класичної точки повороту. Для ча-
стинки, що рухається в одновимiрному просторi в полi з потенцiальною енер-
ґiєю U = U(x) в околi класичної точки повороту x = x0, оператор Гамiльтона

Ĥ =
p̂2

2m
+ U(x0) + U ′(x0)(x− x0).

Ми обмежуємось тут лiнiйними членами розкладу функцiї U(x) бiля точки
x0, у якiй, за означенням, U(x0) = E, де E — повна енерґiя частинки. Те-
пер наша задача стає подiбною до проблеми |x|-осцилятора з §24, тому, як i
там, запишемо рiвняння Шрединґера для хвильової функцiї в iмпульсному
зображеннi C(p), коли p̂ = p, а x̂ = i~ d/dp:

(
p2

2m
+ U ′(x0)i~

d

dp

)
C(p) = U ′(x0)x0C(p).
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Переписавши це рiвняння у виглядi

dC(p)

dp
= i

(
p2

2m~U ′(x0)
− x0

~

)
C(p),

бачимо, що воно легко iнтеґрується:

C(p) = C exp

{
i

p3

6m~U ′(x0)
− i

~
px0

}
,

C — стала нормування. У координатному зображеннi хвильова функцiя

ψ(x) =

∞∫

−∞

eipx/~√
2π~

C(p) dp.

Урахуємо, що внесок непарної функцiї, якою є синус (ми розписуємо експо-
ненту пiд знаком iнтеґрала за формулою Ейлера), в iнтеґрал iз симетричними
межами дорiвнює нулевi, i знаходимо

ψ(x) =
2C√
2π~

∞∫

0

cos

[
p3

6m~U ′(x0)
+
p

~
(x− x0)

]
dp.

Замiна змiнної iнтеґрування

p = q
[
6m~U ′(x0)

]1/3

остаточно дає

ψ(x) = A

∞∫

0

cos(q3 + qz)dq,

де A — стала нормування, а величина

z =

(
6mU ′(x0)

~2

)1/3

(x− x0).

Це так званий iнтеґрал, або функцiя Ейрi, з якою ми вже мали справу в §24.
З уваги на те, що ця функцiя виникла в теорiї райдуги, де вона дає кутовий
розподiл iнтенсивностi певного кольору, її називають також функцiєю, або
iнтеґралом, райдуги. На вiдмiну вiд теорiї Рене Декарта (1596–1650), яку вiн
створив ще в 1638 роцi, у теорiї англiйського астронома Є. Б.Ейрi (1801–1892)
загасання iнтенсивностi певного кольору (пропорцiйної до |ψ|2) є осцилюючою
функцiєю кута спостереження. Зауважимо, що теорiєю райдуги займались та-
кож Дж.Є. Стокс (1819–1903) та А.Ф. Мебiус (1790–1868). Цiкаво також зна-
ти, що добре розвинутi сучаснi методи квазiкласичного наближення знайшли
застосування у квантовiй теорiї розсiяння та в теорiї райдуги, де вони дають
надзвичайно цiкаву тонку структуру спектра кольорiв.
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Вiдступ.
Оскiльки фундаментальна константа ~ має певне значення, виникає пита-

ння про справедливiсть знайдених рiвнянь для поправок до класичної функцiї
дiї. Адже для їх встановлення ми вважаємо, що ~ є незалежною величиною,
яка може набувати будь-якi дiйснi додатнi значення. А це у свою чергу озна-
чає, що ми припускаємо iснування неперервного ряду Свiтiв, у яких реалiзу-
ється одне зi значень ~. У нашiй “Бульбашцi” ~ = 1.05457266 ·10−27 г·см2/сек.
Чому саме таке значення вибрала Аспiрантка, що запускала експерименталь-
ну установку, на якiй синтезувався наш Свiт, вiдповiсти важко. Можна лише
дивуватись, наскiльки тонко та прецизiйно вона пiдiбрала фундаментальнi
фiзичнi константи, якi й дозволили реалiзувати наше iснування2. Як один iз
прикладiв, проаналiзуємо “налаштування” спектра мас елементарних части-
нок.

Розглянемо атом водню. Електрон, що рухається навколо ядра, тобто про-
тона, має ненульову ймовiрнiсть побувати в ядрi, коли момент кiлькостi руху
електрона дорiвнює нулевi (його хвильова функцiя s-стану при r = 0 вiдмiн-
на вiд нуля). Таким чином, можлива реакцiя p + e− → n + ν, що призвело
би до нестабiльностi атома водню, тобто його вiдсутностi у Всесвiтi, а отже,
вiдсутностi ядерного палива в зiрках i, як наслiдок, вiдсутностi Нас з Вами —
спостерiгачiв. Однак така реакцiя заборонена з енерґетичних мiркувань. Про-
цес не йде тому, що mp+me < mn (позначення очевиднi, крiм того, множник
c2 бiля маси для простоти запису опускаємо i беремо граничний випадок, коли
нейтрино виносить нульову енерґiю). Отже,

me < ∆m, ∆m = mn −mp, ∆m = 1.3MeV.

Звiдси випливає, що для нашого з вами iснування необхiдно, щоб електрон
був легшим, нiж 1.3 MeV. I вiн дiйсно є найлегшим з усiх частинок, що мають
ненульову масу спокою. Щодо маси нейтрино, то цiєї проблеми ми торкались
у виносцi до §7.

Цiкаво, що рiзниця мас нейтрона i протона ∆m є меншою, нiж рiзниця мас
частинок iнших мультиплетiв. У чому рiч? Давайте проаналiзуємо питання
стабiльностi важкого водню — дейтерiю. Виявляється, що його стабiльнiсть
зумовлена тим, що нейтроновi не вигiдно розпадатись. Справдi, розпад n →
p+e−+ ν̄ тут є неможливим, оскiльки цього не дозволяє енерґетичний баланс:

mn +mp + E < 2mp +me,

де E = −2.2 MeV — енерґiя основного стану дейтерiю. Отже,

∆m < −E +me,

або
∆m < 2.2MeV +me,

тобто ∆m < 2.7 MeV, що i реалiзується в нашому Всесвiтi. Якщо б ∆m не
задовольняло цю нерiвнiсть, то шлях утворення важких елементiв через дей-
терiй був би перекритим, а наслiдки очевиднi — вiдсутнiсть спостерiгачiв.

2“Мудрець же фiзику провадив,
I толковав якихсь монадiв,
I думав, вiдкiль взявся свiт?”

Iван Котляревський. Енеїда. 1809.
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Отже, Природа дуже тонко налаштувала вiдповiднi константи, зокрема маси
частинок:

me < ∆m < 2.2MeV +me.

Достатньо порушити цi нерiвностi на долю вiдсотка ∆m/mp, як Всесвiт у
такому виглядi, як ми спостерiгаємо, зникає разом з нами.

Застережень щодо iснування iнших Всесвiтiв, де є iншi закони Природи,
iншi фундаментальнi константи, немає. Однак спостерiгачiв таких, як ми з
вами, там також немає. У цьому i полягає антропний принцип. Утворення
бiологiчних систем потребує макроскопiчного числа N складових, таких, як
елементарнi частинки, атоми, молекули, для забезпечення N ! комбiнацiй їх
“розташування”. Це своєю чергою є необхiдним для створення достатньої кiль-
костi iнформацiї ∼ lnN ! ≃ N ln(N/e), щоб могли iснувати такi функцiонально
складнi системи, як живi органiзми.

§ 30. Правило квантування Бора–Зоммерфельда

Перейдемо тепер до встановлення зв’язку мiж точними умо-
вами квантування, зокрема енерґiї, через рiвняння Шрединґе-
ра з умовами квантування “старої квантової механiки”, вiдомими
як умови квантування Бора–Зоммерфельда.

Розглянемо одновимiрний рух частинки з енерґiєю E в класи-
чно доступнiй областi, обмеженiй двома точками повороту, x1 ≤
x ≤ x2 (див. рис. 28). Дослiдимо спочатку рух частинки бiля пра-
вої точки повороту x = x2. Праворуч вiд неї x > x2, U(x) > E, i
хвильова функцiя

ψ(x) =
C

2
√

|p|
e
− 1

~

∫ x
x2

|p|dx

спадає зi зростанням x.
Лiворуч вiд точки повороту x < x2 у класично доступнiй обла-

стi маємо осцилюючi розв’язки:

ψ(x) =
C1√
p
e

i
~

∫ x
x2

p dx
+
C2√
p
e
− i

~

∫ x
x2

p dx
.

Виписанi хвильовi функцiї — це розв’язок одного й того ж рiвнян-
ня Шрединґера для x > x2 та x < x2. Тому мiж сталими C1, C2 та
C iснує зв’язок. Для його встановлення необхiдно перейти у хви-
льовiй функцiї вiд значень x, бiльших за x2, до значень, менших за
x2. Однак здiйснити це неможливо тому, що довелось би перейти
через точку повороту x2, де квазiкласичне наближення не пра-
цює. Тому бiля точки повороту потрiбно знайти точний розв’язок
рiвняння Шрединґера (див. приклад до попереднього параграфа).
Ми тут цього робити не будемо, а скористаємось таким трюком.
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Рис. 28. Фiнiтний рух частинки. Заштрихованi околи точок повороту
— область незастосовностi квазiкласичного наближення.

Формально вважатимемо, що наша хвильова функцiя ψ(x) є фун-
кцiєю комплексної змiнної x. Перехiд через точку повороту справа
налiво здiйснимо не вздовж дiйсної осi, а по контуру в комплекснiй
площинi так, щоб зберегти умову квазiкласичностi.

Вiзьмемо будь-яке значення x на дiйснiй осi справа вiд точки
повороту x2 i здiйснимо навколо неї додатний обхiд за контуром
у верхнiй пiвплощинi, який є пiвколом достатньо великого радiуса
i зображений суцiльною лiнiєю на рис. 29.

Рис. 29. Контури обходу точки повороту x2 на комплекснiй площинi.
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При цьому ми потрапляємо в точку x на дiйснiй осi злiва вiд
точки повороту x2. При такому обходi рiзниця (x − x2) отримує
додаткову фазу величиною π: x−x2 → |x−x2|eiπ. З урахуванням
розкладу потенцiальної енерґiї в околi x2

U(x) = U(x2) + U ′(x2)(x− x2) + · · · ,

U(x2) = E,

зауважуємо, що для величини

|p| =
√

2m[U(x)− E] ≃
√

2mU ′(x2)(x− x2)

при такому обходi, вiдповiдно, “набiгає” фаза π/2:

|p| → e
iπ
2 |p| = i

√
2m[E − U(x)] = ip.

Хвильова функцiя справа вiд точки x2 переходить при цьому
у другий доданок хвильової функцiї, заданої для x1 < x < x2,

ψ(x) =
Ce

− 1
~

∫ x
x2

√
2m(U(x)−E)dx

2[2m(U(x) − E)]1/4

→ Ce
− i

~

∫ x
x2

√
2m(E−U(x))dx

2[2m(E − U(x))eiπ ]1/4

=
C

2
√
p
e−

iπ
4 e

− i
~

∫ x
x2

pdx
,

i тому повинна виконуватись рiвнiсть

C

2
e−

iπ
4 = C2.

Саме цей другий доданок є головним при обходi за контуром у

верхнiй пiвплощинi. Перший доданок C1e
i
~

∫ x
x2

p dx
/
√
p є загасаю-

чим при заглибленнi у верхню пiвплощину тому, що показник екс-
поненти має велику вiд’ємну дiйсну частину. Тому його не беремо
до уваги. Отже, ми знайшли зв’язок мiж сталими C2 та C.

Для встановлення зв’язку мiж C1 i C повторимо попередню
процедуру, здiйснюючи за годинниковою стрiлкою вiд’ємний об-
хiд за контуром у нижнiй пiвплощинi. На рис. 29 — це штрихова-
ний контур. Ми отримаємо тепер, що функцiя ψ(x) справа вiд x2
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переходить у перший доданок осцилюючого розв’язку для x < x2
з коефiцiєнтом

C1 =
C

2
e

iπ
4 .

Таким чином, ми можемо записати хвильову функцiю злiва вiд x2
у такому виглядi:

ψ(x) =
C

2
√
p
e

iπ
4
+ i

~

∫ x
x2

p dx
+

C

2
√
p
e
− iπ

4
− i

~

∫ x
x2

p dx
.

Отже, остаточно

ψ(x) =
C√
p
cos

(
1

~

∫ x

x2

p dx+
π

4

)
,

x < x2.

Пiдкреслимо, що ми не зшиваємо хвильовi функцiї в точцi x2,
заданi злiва i справа вiд неї, оскiльки вони обидвi в точцi пово-
роту позбавленi змiсту (маємо нуль у знаменнику). Мова йде про
взаємну вiдповiднiсть одної до другої злiва i справа вiд x2.

Усi цi мiркування можна застосувати i бiля точки повороту x1.
Отже, злiва вiд точки x1 маємо загасаючу з вiддаленням вiд неї
хвильову функцiю

ψ(x) =
C ′

2
√

|p|
e−

1
~

∫ x1
x |p| dx,

x < x1,

а в областi x > x1 — осцилюючий розв’язок:

ψ(x) =
C ′
1√
p
e

i
~

∫ x1
x p dx +

C ′
2√
p
e−

i
~

∫ x1
x p dx.

Застосовуючи попереднi викладки з вiдповiдними перепозначен-
нями, знаходимо, що ця функцiя записується у виглядi

ψ(x) =
C ′
√
p
cos

(
1

~

∫ x1

x
p dx+

π

4

)
.

Виникла ситуацiя, коли для x1 < x < x2 маємо двi хвильовi
функцiї, знайденi як функцiї x злiва вiд x2 та справа вiд x1. Але
вони описують той самий стан у класично доступнiй областi. Тому
з умови однозначностi хвильової функцiї доходимо висновку, що
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цi двi функцiї мають дорiвнювати одна однiй, а тому повинна
виконуватись умова

C ′ cos

(
1

~

∫ x1

x
p dx+

π

4

)
= C cos

(
1

~

∫ x

x2

p dx+
π

4

)
.

Мiняючи мiсцями межi iнтеґрування, перепишемо цю умову так:

C ′ cos

(
1

~

∫ x

x1

p dx− π

4

)
= C cos

(
1

~

∫ x2

x
p dx− π

4

)
.

Ця рiвнiсть виконується для довiльних значень x мiж точками x1
та x2, а тому сума арґументiв косинусiв повинна бути кратною до
π:

1

~

∫ x

x1

p dx− π

4
+

1

~

∫ x2

x
p dx− π

4
= nπ,

n = 0, 1, 2, . . . ,

причому C ′ = (−)nC. Звiдси отримуємо, що

1

~

∫ x2

x1

p dx− π

2
= nπ

або
2

~

∫ x2

x1

p dx = 2π(n + 1/2).

Цей iнтеґрал з двiйкою є нiчим iншим, як iнтеґралом за повним
перiодом класичного руху частинки:

∮
p dx = 2π~(n + 1/2), n = 0, 1, 2, . . . .

Це i є умова квантування Бора–Зоммерфельда зi старої квантової
механiки. У класичнiй механiцi цей iнтеґрал вiдомий як адiаба-
тичний iнварiант, тобто величина, яка при повiльнiй (адiабати-
чнiй) змiнi параметрiв функцiї Гамiльтона залишається сталою.
У межах старої квантової механiки П.Еренфест надавав велико-
го значення зв’язку адiабатичних iнварiантiв iз квантуванням. Iн-
теґраловi

∮
p dx можна надати простий геометричний змiст — це

є площа, обмежена фазовою траєкторiєю частинки в координа-
тах (x, p). Для перiодичного руху, який тут розглядаємо, фазо-
ва траєкторiя є замкненою. При цьому умова квантування Бора–
Зоммерфельда зводиться до умови, що площа фазового простору,
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вiднесена до елементарного кванта дiї h = 2π~, є цiлим числом з
точнiстю до 1/2 (див. рис. 30):

∮
p dx

2π~
= n+ 1/2.

Число 1/2 виникає внаслiдок виконання граничних умов у рiв-
няннi Шрединґера.

Квазiкласична умова квантування застосовна лише при вели-
ких значеннях n. Дiйсно, як випливає з виразу для хвильової фун-
кцiї ψ(x), коли x1 < x < x2, число n визначає кiлькiсть її вузлiв, а
вiдстань мiж ними за порядком величини дорiвнює довжинi хвилi
де Бройля. Дебройлiвська довжина хвилi, згiдно з умовами ква-
зiкласичностi, повинна бути малою величиною, оскiльки iмпульс
має бути великим. Для забезпечення цiєї умови ми змушенi вима-
гати, щоб кiлькiсть вузлiв була великою, тобто великим повинне
бути квантове число n.

Знайдене правило квантування узагальнюється на систему з
багатьма ступенями вiльностi, коли можливе роздiлення змiнних.
Для кожного ступеня вiльностi має силу виписана умова кванту-
вання, якщо пiд координатою та iмпульсом розумiти узагальнену
координату q та вiдповiдний їй iмпульс p:

∮
p dq

2π~
= n+ ν, n = 0, 1, 2, . . . ,

причому величина ν < 1 залежить вiд граничних умов задачi в
точках повороту. Цi умови диктує характер потенцiальної енерґiї:
наприклад, для вертикальної “стiнки” в однiй з точок повороту
ν = 3/4, а для обох — ν = 0, n ≥ 1. Це видно з того, що в першому
випадку хвильова функцiя дорiвнює нулевi (наприклад, злiва вiд
точки x1), тому ψ(x1) = 0 i наша функцiя ψ(x) для x > x1 має
фазу не π/4, а π/2, що дає ν = 3/4. У другому випадку обидвi
функцiї, i для x < x2 i для x > x1 мають фази рiвнi π/2, тому
ν = 0.

Умову квантування можна, зрозумiло, записати й через по-
двiйний iнтеґрал

∫ ∫
dq dp = 2π~(n+ ν),

де iнтеґрування проводимо по площi, яка обмежена фазовою тра-
єкторiєю для енерґiї E.
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Рис. 30. Правило квантування Бора–Зоммерфельда: на площi, яка
обмежена фазовою траєкторiєю, умiщається цiле число квантiв дiї h.

Повернемось до хвильової функцiї. Сталу нормування C ви-
значаємо з умови

∫
|ψ(x)|2 dx = 1,

причому до уваги беремо лише внесок вiд областi x1 ≤ x ≤ x2, не-
хтуючи експоненцiально малими внесками за межами цього про-
мiжку:

|C|2
∫ x2

x1

dx

p
cos2

(
1

~

∫ x

x2

p dx+
π

4

)
= 1.

Розписуючи квадрат косинуса через косинус подвiйного кута, ма-
ємо:

|C|2
2

{∫ x2

x1

dx

p
−
∫ x2

x1

dx

p
sin

(
2

~

∫ x

x2

p dx

)}
= 1.

Внеском вiд другого iнтеґрала також нехтуємо, оскiльки за умо-
вою квазiкласичностi iмпульс p = p(x) набуває великих значень, а
отже синус є швидкоосцилюючою функцiєю i внаслiдок цього ве-
личина iнтеґрала є незначною. Перший iнтеґрал записуємо через
перiод коливань

T = 2m

∫ x2

x1

dx

p
,
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своєю чергою T = 2π/ω, ω — циклiчна частота, яка залежить вiд
енерґiї E, i таким чином маємо, що

|C|2 T
4m

= 1

або

C =

√
4m

T
=

√
2mω

π
.

Нарештi, нормована хвильова функцiя

ψ(x) =

√
2mω

πp
cos

(
1

~

∫ x

x2

p dx+
π

4

)
, x1 < x < x2.

Приклад 1. Гармонiчний осцилятор. Запишемо класичний вираз для енер-
ґiї гармонiчного осцилятора:

E =
p2

2m
+
mω2

2
x2.

Його можна переписати так:

p2

(
√
2mE)2

+
x2

(√
2E/mω2

)2 = 1.

Цей вираз є не що iнше, як рiвняння елiпса в координатах (x, p). Площу,
обмежену цiєю фазовою траєкторiєю, визначаємо розмiрами пiвосей елiпса
a =

√
2mE, b =

√
2E/mω2:

∮
p dx = πab = π

√
2mE

√
2E

mω2
=

2πE

ω
.

З умов квантування Бора–Зоммерфельда маємо

2πE/ω

2π~
= n+

1

2
,

звiдки й отримуємо добре вiдомi рiвнi енерґiї гармонiчного осцилятора

E = ~ω(n+ 1/2), n = 0, 1, 2, . . .

Для “обрiзаного осцилятора” з умовою x ≥ 0, беремо пiвплощi елiпса
i сталу ν = 3/4 вiдповiдно до того, що одна точка повороту при x = 0 є
вертикальною стiнкою. Тепер умова квантування дає: E = 2~ω(n + 3/4) або
E = ~ω(n′ + 1/2), де квантове число n′ = 2n + 1 набуває лише непарних
значень, n′ = 1, 3, 5, . . ..
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Приклад 2. Ангармонiчний осцилятор “|x|k”. Енерґiя такої системи

E =
p2

2m
+ α|x|k, k > 0,

iмпульс
p =

√
2m(E − α|x|k).

Умова квантування:

2

∫ x2

x1

√
2m(E − α|x|k) dx = 2π~(n+ 1/2),

де n = 0, 1, 2, . . ., а точки повороту x1 = −(E/α)1/k, x2 = (E/α)1/k. Зробимо
замiну змiнної x = y(E/α)1/k. Тепер умова квантування набирає вигляду:

4 (E/α)1/k
√
2mE I = 2π~(n+ 1/2),

де iнтеґрал

I =

∫ 1

0

√
1− yk dy

замiною y = t1/k зводимо до B-iнтеґрала Ейлера

I =
1

k

∫ 1

0

t1/k−1(1− t)1/2dt =
Γ(1 + 1/k)Γ(3/2)

Γ(1/k + 3/2)
,

Γ(z) — гамма-функцiя. Остаточно маємо

E =

[
α1/k~

2
√
2m

Γ(3/2 + 1/k)π

Γ(1 + 1/k)Γ(3/2)
(n+ 1/2)

]2k/(2+k)

.

Згiдно з принципом вiдповiдностi цей вираз є точним у границi великих зна-
чень квантового числа n.

Розгляньмо кiлька конкретних випадкiв. При k = 2 очевидно отримуємо
енерґiю для гармонiчного осцилятора з попереднього прикладу. Для осциля-
тора “x4” при k = 4 знаходимо

E =
1

2

(
2α~4

m2

)1/3 [
3
√
π Γ(3/4)

Γ(1/4)
(n+ 1/2)

]4/3
.

При n = 0 звiдси одержуємо енерґiю основного стану

E =
3

8

(
2α~4

m2

)1/3
3
√
12

[√
π Γ(3/4)

Γ(1/4)

]4/3
=

3

8

(
2α~4

m2

)1/3

× 1.156194.

Цiкаво порiвняти цей вираз з оцiнкою знизу для E, яку ми знайшли в При-
кладi 2 до §7.

Для “|x|”-осцилятора (k = 1) енерґiя

E =

(
~2α2

2m

)1/3 [
3π

4
(n+ 1/2)

]2/3
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збiгається з точним результатом з §24 при великих значеннях квантового чи-
сла n; для основного стану (n = 0) наш квазiкласичний вираз дає

E =

(
~2α2

2m

)1/3 (
3π

8

)2/3

=

(
~2α2

2m

)1/3

× 1.115460,

а точний числовий коефiцiєнт дорiвнює 1.018793.
Квазiкласичний закон квантування маси чорної дiри (див. Приклад 2 до

§9) M отримуємо з нашого загального виразу для E, покладаючи в ньому
m = 1, ~ = 1, α = (3/2)2/3/2, k = 2/3; крiм того, враховуємо, що одна точка
повороту, x1 = 0, є вертикальною стiнкою, тому в умовах квантування стала
ν = 3/4, а вираз у квадратних дужках множимо на 2, оскiльки iнтеґрал
беремо в межах (0, x2) i вiн є удвiчi меншим:

E =
√

2n+ 3/2,

при n = 0, E =
√

3/2. Нагадаємо, що в розмiрних одиницях величина E =

M/
√

~c/G.
Нарештi розгляньмо великi значення показника k. Для цього величину α

записуємо так: α = V0/x
k
0 , V0 — масштаб енерґiї, x0 — масштаб довжини. У

результатi при k → ∞ приходимо до задачi про рух частинки в ямi з безмежно
високими стiнками й шириною a = 2x0. При цьому стала величина ν в умовах
квантування дорiвнює нулевi й енерґiя

E =
~2

2m

(π
a

)2
n2.

Цей вираз збiгаєтся з точною формулою з §20.

Приклад 3. Атом водню. Рух електрона в атомi з потенцiальною енерґiєю
U = −e2/r, унаслiдок закону збереження моменту iмпульсу L у центрально-
симетричному полi (другий закон Кеплера), вiдбувається в площинi, перпен-
дикулярнiй до вектора L. Кулонiвський характер потенцiалу забезпечує рух
електрона за елiптичними орбiтами (перший закон Кеплера). Кiнетична енер-
ґiя електрона в полярних координатах mv2/2 = m(ṙ + r2ϕ̇2)/2, де r — дов-
жина радiус-вектора, ϕ — полярний кут (0 ≤ r <∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π). Крапками
позначено похiднi за часом. Уведiмо канонiчно спряженi iмпульси pr = mṙ,
pϕ = mr2ϕ̇ i запишiмо повну енерґiю електрона в такому виглядi:

E =
p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2
− e2

r
.

Узагальнений iмпульс pϕ чисельно дорiвнює моментовi кiлькостi руху L.
Маємо два ступенi вiльностi i отже, двi умови квантування Бора–

Зоммерфельда:
∮
pϕ dϕ = 2π~nϕ,

∮
pr dr = 2π~nr,
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де nϕ — азимутальне квантове число, nr — радiальне квантове число. Заува-
жимо, що ми опускаємо в правих частинах умов квантування сталi величини
νϕ, νr (0 ≤ νϕ < 1, 0 ≤ νr < 1), точнi значення яких залежать вiд граничних
умов для хвильової функцiї. Для одновимiрного руху, як ми бачили, ця стала
дорiвнює 1/2.

Величина pϕ є iнтеґралом руху, pϕ = const. Тому перша умова квантува-
ння дає pϕ = ~nϕ, nϕ = 1, 2, 3, . . . . Значення nϕ = 0 ми повиннi вилучити,
оскiльки це вiдповiдає руховi електрона по прямiй лiнiї крiзь ядро (“маятни-
кова” орбiта), що, за класичними уявленнями, неможливо.

Другу умову квантування запишемо так:

2

∫ r2

r1

√
2m

(
E − p2ϕ

2mr2
+
e2

r

)
dr = 2π~nr,

nr = 0, 1, 2, . . . . Тут r1, r2 — точки повороту, якi визначаємо з умови рiвностi
нулевi пiдкореневого виразу, розв’язуючи при цьому квадратне рiвняння:

1

r1,2
=
me2

p2ϕ
(1± ǫ),

ǫ =

√
1 +

2Ep2ϕ
me4

— ексцентриситет елiпса. Тепер пiдкореневий вираз

E − p2ϕ
2mr2

+
e2

r
= − p2ϕ

2m

(
1

r
− 1

r1

)(
1

r
− 1

r2

)

i для обчислення iнтеґрала зробимо замiну змiнної

1

r
=

1

2

(
1

r1
+

1

r2

)
+

1

2

(
1

r1
− 1

r2

)
cosϕ,

ϕ = 0 при r = r1, ϕ = π при r = r2. Якщо використати значення r1, r2, то
наша пiдстановка має вигляд: r = p/(1 + ǫ cosϕ), p = p2ϕ/me

2 — елiпс.
Простi перетворення дають для другої умови квантування:

pϕ
π

∫ π

0

ǫ2 sin2 ϕ

(1 + ǫ cosϕ)2
dϕ = ~nr.

Iнтеґруємо частинами:

pϕ
π

{
ǫ sinϕ

1 + ǫ cosϕ

∣∣∣∣
π

0

−
∫ π

0

ǫ cosϕ

1 + ǫ cosϕ
dϕ

}
= ~nr,

i отже,

−pϕ
π

∫ π

0

(
1− 1

1 + ǫ cosϕ

)
dϕ = ~nr

або
pϕ
π

∫ π

0

dϕ

1 + ǫ cosϕ
= pϕ + ~nr .

270



Пiдстановкою x = tan(ϕ/2) цей iнтеґрал приводимо до табличного:

∫ π

0

dϕ

1 + ǫ cosϕ
=

2

1− ǫ

∫ ∞

0

dx
1+ǫ
1−ǫ

+ x2

=
2

1− ǫ

√
1− ǫ

1 + ǫ
arctan

(
x

√
1− ǫ

1 + ǫ

)∣∣∣∣∣

∞

0

=
π√

1− ǫ2
.

Отже,
pϕ√
1− ǫ2

= pϕ + ~nr.

Звiдси, пiдставляючи ǫ, знаходимо енерґiю

E = − me4

2(pϕ + ~nr)2
.

Тобто ми отримали формулу Бора для рiвнiв енерґiї електрона в атомi водню:

E = − me4

2~2n2
,

де n = nr + nϕ = 1, 2, 3, . . . — головне квантове число.
Якщо взяти до уваги i сталi величини в умовi квантування νϕ = 1/2,

νr = 1/2, тобто замiнити nr на nr + 1/2, nr = 0, 1, 2 . . . , а nϕ на l + 1/2,
l = 0, 1, 2 . . ., то головне квантове число n = nr + l + 1.

Повчально також розрахувати радiальну умову квантування через по-
двiйний iнтеґрал ∫ ∫

dr dpr = 2π~(nr + 1/2),

де межi радiальної координати r при заданому pr знаходимо з виразу для
енерґiї,

1

rmin,max
=
me2

p2ϕ
± 1

pϕ

√(
me2

pϕ

)2

− p2r + 2mE,

а межi радiальної компоненти iмпульсу pr знаходимо з нуля цього пiдкорене-
вого виразу: pr = ±me2ǫ/pϕ. Отже, iнтеґрал

∫ ∫
dr dpr =

me2ǫ/pϕ∫

−me2ǫ/pϕ

dpr

rmax∫

rmin

dr =

me2ǫ/pϕ∫

−me2ǫ/pϕ

dpr(rmax − rmin)

= 2pϕ

me2ǫ/pϕ∫

−me2ǫ/pϕ

dpr

√(
me2

pϕ

)2
− p2r + 2mE

p2r − 2mE
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=

(
замiна pr =

me2ǫ

pϕ
sin x

)
= 4pϕb

π/2∫

0

cos2 x

1 + b sin2 x
dx

= 2πpϕ
(√

1 + b− 1
)
= 2πpϕ

(
me2

pϕ
√

2m|E|
− 1

)
,

тут b = (me2ǫ)2/p2ϕ2m|E|. Тепер, з умови квантування при pϕ = ~(l + 1/2),
приходимо до попереднього виразу для енерґiї.

Приклад 4. З умов квантування Бора–Зоммерфельда знайти рiвнi енерґiї
просторового осцилятора. Енерґiя в полярних координатах r, ϕ

E =
p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2
+
mω2

2
r2,

де pr, pϕ — радiальний i азимутальний узагальненi iмпульси. Унаслiдок ци-
клiчностi координати ϕ iмпульс pϕ є iнтеґралом руху, i з азимутальної умови
квантування випливає, що pϕ = ~(l + 1/2), де азимутальне квантове число
l = 0, 1, 2, . . ..

Радiальна умова квантування Бора–Зоммерфельда,
∮
pr dr = 2π~

(
nr +

1

2

)
, nr = 0, 1, 2, . . . ,

зводиться до такого рiвняння:

2

r+∫

r−

√
2mE − p2ϕ

r2
−m2ω2r2 dr = 2π~

(
nr +

1

2

)
,

де точки повороту (нулi пiдкореневого виразу)

r+,− =
E

mω2

(
1±

√
1−

(pϕω
E

)2
)
.

Цей iнтеґрал замiною x = r2 зводимо до табличного:

r2+∫

r2
−

1

x

√
2mEx− p2ϕ −m2ω2x2 dx

=

[√
ax2 + bx+ c− b

2
√−a arcsin

(
2ax+ b√
b2 − 4ac

)

−
√
−c arcsin

(
bx+ 2c

x
√
b2 − 4ac

)]∣∣∣∣∣

r2+

r2
−

,

де a = −m2ω2, b = 2mE, c = −p2ϕ.
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Легко переконатися, що перший доданок тут на обох межах r2+, r2− дає
нульовий внесок (за означенням, точок повороту); другий доданок дорiвнює
πE/ω, оскiльки арґумент оберненого синуса на верхнiй межi дорiвнює мiнус
одиницi, на нижнiй — плюс одиницi, а в третьому доданку — навпаки, дорiв-
нює (−πpϕ).

У результатi умова квантування дає:

π (E/ω − pϕ) = 2π~ (nr + 1/2)

або
E = ~ω(2nr + l + 3/2).

Цiкаво, що цей квазiкласичний результат збiгається з точним виразом
для рiвнiв енерґiї iзотропного просторового осцилятора (див. §40).

Приклад 5. Обчислити рiвнi енерґiї циклоїдального маятника. Енерґiя
класичного циклоїдального маятника (див. Приклад до §9)

E =
P 2

2m
+
mω2

2
Q2, −4a ≤ Q ≤ 4a,

де m — маса частинки, ω — частота коливань класичного циклоїдального
маятника, a — радiус кола, що творить циклоїду.

Формально цей вираз збiгається з енерґiєю лiнiйного гармонiчного осци-
лятора, тому, коли точки повороту Q± = ±

√
2E/mω2 є в межах промiжку

(−4a, 4a), тобто енерґiя E < 8mω2a2, умова квантування Бора–Зоммерфельда
дає осциляторнi рiвнi:

En = ~ω(n+ 1/2), n = 0, 1, 2, . . . , n̄,

де граничне квантове число n̄ дорiвнює максимальному цiлому числу, при
якому E < 8mω2a2, тобто n̄ дорiвнює цiлому вiд (8ma2ω/~− 1/2), а якщо ця
величина точно дорiвнює цiлому значенню k = 1, 2, . . . , то внаслiдок строгої
нерiвностi маємо n̄ = k − 1.

Для E ≥ 8mω2a2 точки повороту Q± = ±4a не залежать вiд енерґiї, i
умова квантування,

2

Q+∫

Q−

√
2m

(
E − mω2

2
Q2

)
dQ = 2π~n,

пiсля елементарного iнтеґрування приводить до трансцендентного рiвняння,
з якого визначаємо рiвнi енерґiї:

E∗
[√

1

E∗

(
1− 1

E∗

)
+ arcsin

(
1√
E∗

)]
=

~π

16ma2ω
n, n ≥ n̄+ 1,

де знерозмiрена енерґiя E∗ = E/8mω2a2. Тут ураховано, що оскiльки рух
частинки є обмеженим, то потенцiальна енерґiя в точках (±4a) має хара-
ктер вертикальної стiнки, тому стала величина ν у правiй частинi правила
квантування Бора–Зоммерфельда дорiвнює нулевi, ν = 0. Нумерацiю рiвнiв
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починаємо з квантового числа, при якому E = 8mω2a2, E∗ = 1, тобто воно до-
рiвнює цiлому вiд 8ma2ω/~. Оскiльки величина E∗ ≥ 1, то можемо вважати,
що 0 ≤ arcsin(1/

√
E∗) ≤ π/2. Спектр є необмеженим зверху.

При великих квантових числах n, коли E∗ ≫ 1, вираз у квадратних дуж-
ках нашого трансцендентного рiвняння дорiвнює 2/

√
E∗, i ми отримуємо такi

рiвнi: En = ~2π2n2/128ma2, тобто, як i повинно бути, це рiвнi енерґiї частинки
в прямокутнiй потенцiальнiй ямi шириною 8a з безмежно високими стiнками.

Приклад 6. Знайти квазiкласичнi рiвнi енерґiї частинки з функцiєю Ла-
ґранжа (у знерозмiрених одиницях) L = ẋ2/x − x, x > 0 (див. Приклад 3 до
§ 9).

За означенням, iмпульс частинки p = ∂L/∂ẋ = 2ẋ/x, а функцiя Гамiльто-
на H = ẋp−L = xp2/4+ x, i отже, класична енерґiя частинки E = xp2/4+ x.
Звiдси знаходимо iмпульс p, i умова квантування Бора–Зоммерфельда дає:

4

∫ E

0

√
E/x− 1 dx = 2π (n+ 3/4) , n = 0, 1, 2, . . . .

Ми працюємо у знерозмiрених одиницях, тому покладаємо ~ = 1; задана умо-
вою задачi точка повороту x = 0 є вертикальною стiнкою, тому стала в умовi
квантування ν = 3/4. Iнтеґрал, який замiною E/x = ch2t елементарно зводи-
мо до табличного, дорiвнює Eπ/2. У результатi отримуємо E = (n+3/4). Цей
вираз можна переписати так: E = (n′ +1/2)/2, n′ = 2n+1, n′ = 1, 3, 5,. Тобто
ми отримали рiвнi енерґiї для “обрiзаного” гармонiчного осцилятора з часто-
тою ω = 1/2. Цей результат, очевидно, збiгається iз знайденим у Прикладi 3
до § 9, де гамiльтонiан Ĥ зведено до гамiльтонiана “обрiзаного” гармонiчного
осцилятора.

Приклад 7. Знайти рiвнi енерґiї частинки, гамiльтонiан якої в знерозмi-
рених величинах H = p2/2q + q/2, q > 0 (Шварцшiльдiвська чорна дiра).

З умови квантування маємо:

2

∫ 2E

0

√
2Eq − q2 dq = 2π(n+ ν), n = 0, 1, 2, . . . ,

стала ν = 3/4, оскiльки точка повороту q = 0 є вертикальною стiнкою. Iнте-
ґрал табличний i дорiвнює E2π/2. У результатi маємо:

E =
√

2(n+ 3/4) =
√
n′ + 1/2, n′ = 2n+ 1 = 1, 3, 5, . . . .

Цей результат збiгається з тим, що ми знайшли у Прикладi 2 до цього па-
раграфа з енерґiєю, яка отримана в Прикладi 2 до § 9 пiсля канонiчного
перетворення.
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§ 31. Квантова механiка та iнтеґрали за траєкторiями

Як матрична квантова механiка Гайзенберґа, так i хвильова
механiка Шрединґера ґрунтуються значною мiрою на використан-
нi гамiльтонового формалiзму. Iншими словами, i операторнi рiв-
няння руху

i~
dÂ

dt
= ÂĤ − ĤÂ,

i хвильове рiвняння

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ

використовують оператор Гамiльтона Ĥ, який у багатьох випад-
ках будується з класичної функцiї Гамiльтона вiдповiдною замi-
ною узагальнених iмпульсiв i координат на оператори. Аналогами
наведених рiвнянь у класичнiй механiцi, як це було показано ра-
нiше, є вiдповiдно рiвняння Гамiльтона та рiвняння Гамiльтона–
Якобi.

Як ми вже знаємо, цi два, здавалось би, рiзнi пiдходи до опису
квантовомеханiчних явищ математично є еквiвалентними i допов-
нюють один одного. Виявляється, що можливим є ще одне, третє
формулювання квантової механiки, до викладу якого ми i пере-
ходимо.

У класичнiй механiцi, крiм гамiльтонового пiдходу до побудо-
ви рiвнянь руху, є ще метод Лаґранжа, який ґрунтується на вве-
деннi функцiї Лаґранжа L = L(ẋ, x, t) як функцiї узагальнених
координат та швидкостей. У найпростiшому випадку вона дорiв-
нює рiзницi кiнетичної енерґiї K та потенцiальної енерґiї U :

L = K − U.

Як завжди, ми для простоти розглядаємо рух частинки в однови-
мiрному просторi. Нехай частинка починає свiй рух з деякої точки
в момент часу ta i завершує його в iншiй точцi в момент часу tb.
З принципу мiнiмальностi дiї

S =

∫ tb

ta

L(ẋ, x, t) dt,
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тобто з умови δS = 0, знаходимо рiвняння Лаґранжа3

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0.

Зв’язок мiж функцiєю Лаґранжа i функцiєю Гамiльтона вiдомий:

L = pẋ−H,

p =
∂L

∂ẋ
,

i тому, знаючи L, можна за цим рiвнянням розрахувати H i вiд-
повiдно потiм перейти до квантової задачi.

Однак не завжди вдається так просто виразити узагальне-
нi швидкостi ẋ через узагальненi iмпульси p, тобто рiвняння
p = ∂L/∂ẋ не завжди обертається в явному виглядi ẋ = ẋ(p). Є цi-
ла низка таких задач, наприклад, у слаборелятивiстськiй механi-
цi. Тому виникає потреба винайти такий шлях квантування, який
використовував би не гамiльтонiв, а безпосередньо лаґранжiв пiд-
хiд. Саме таку мету i мав Р.Фейнман, який побудував у 1942 ро-
цi в докторськiй дисертацiї свiй “варiант” квантової теорiї. Слiд,
однак, зауважити, що i саму iдею, i фактично основнi формули
такого пiдходу ранiше подав П.А.М.Дiрак4.

Цей шлях цiкавий тим, що поряд iз квантовими амплiтудами
ймовiрностей та принципом суперпозицiї вiн використовує такi на-
очнi поняття, як класичнi траєкторiї та класична дiя, тим самим
iнтуїтивно складається враження нiбито бiльшої зрозумiлостi то-
го, що вiдбувається в мiкросвiтi.

3Принцип найменшої дiї, або варiацiйний принцип, увiв у фiзику П’єр Фер-
ма (1601–1665), французький математик i фiзик, приблизно в 1660 роцi. Згi-
дно з цим принципом, свiтло поширюється вiд точки до точки по шляху,
що потребує найменшого часу: природа дiє найлегшими та найдоступнiшими
шляхами. Пiзнiше, у наступних столiттях, цей принцип розробляли Мопер-
тюї, Ейлер, Лаґранж, Гамiльтон. Його унiверсальнiсть i виняткова роль у
фiзицi стали зрозумiлими пiсля робiт Гельмгольца, Планка, Нетер. Цiкаво,
що саме поняття дiї ввiв ще Ляйбнiц. У XVIII сторiччi цей принцип викликав
велике зацiкавлення, особливо з фiлософського погляду. П.-Л.М. де Мопертюї
(1698–1759) вбачав у цьому основу теологiчного свiтогляду, вiн наводив цей
принцип (“Нариси Космологiї”, 1750 р.) як доказ iснування Бога, уважаючи,
що решта доказiв були безсилими й непереконливими.

4Про це неодноразово говорив i сам Р. Фейнман; див., наприклад, його
Нобелiвську лекцiю, а також статтю: R. Feynman, Rev. Mod. Phys. 20, No. 2,
362 (1948).
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Уведемо амплiтуду ймовiрностi того, що частинка з точки xa
в момент часу ta перейде в точку xb в момент часу tb

K(b, a) = K(xb, tb;xa, ta),

так що ймовiрнiсть такого переходу

P (b, a) = |K(b, a)|2.
Використаємо той факт, що у квазiкласичному наближеннi,
як ми бачили, хвильова функцiя визначається класичною дiєю
S = S(x, t),

ψ(x, t) ∼ e
i
~
S(x,t).

Будемо постулювати, що ймовiрнiсть такого переходу за деякою
траєкторiєю визначається амплiтудою, яка пропорцiйна до вели-
чини

e
i
~
S = exp

[
i

~

∫ tb

ta

L(ẋ, x, t) dt

]
.

Рис. 31. Можливi шляхи переходу частинки з точки a в точку b.

Повна амплiтуда ймовiрностi

K(b, a) =
∑

за всiма можливими
траєкторiями з a в b

const× e
i
~
S ,

S = S[x(t)] — тобто беремо суму за всiма мислимими шляхами, а
не лише за класичною траєкторiєю (див. рис. 31).

277



У класичному випадку дiя макроскопiчної системи на багато
порядкiв перевищує квант дiї ~ = 1.05457266 · 10−27 г·см2/сек,
S/~ ≫ 1. Тому внески вiд сусiднiх траєкторiй, що визначаю-
ться швидко осцилюючим множником e

i
~
S , компенсуються (фун-

кцiя практично не змiнює свого чисельного значення, але змiнює
знак!)5. Тому вiдмiнний вiд нуля внесок є лише вiд тих траєкторiй
x(t), для яких при переходi до iнших сусiднiх x(t)+ δx(t) дiя S не
змiнюється в першому наближеннi за δx(t):

S[x(t) + δx(t)] = S[x(t)],

тобто варiацiя

δS = S[x(t) + δx(t)] − S[x(t)]

дорiвнює нулевi,

δS = 0.

Це i є принцип найменшої дiї в класичнiй механiцi, з якого випли-
вають класичнi рiвняння руху.

У квантовiй системi внески всiх траєкторiй є сумiрними,
оскiльки S ∼ ~.

Таким чином, у квантовiй механiцi необхiдно враховувати су-
му за всiма можливими шляхами. Якщо розглядати безмежно
близькi траєкторiї, то сума замiнюється iнтеґралом. Розглянемо
детальнiше цей перехiд. Розiб’ємо часовий iнтервал tb − ta на N
однакових елементарних iнтервалiв величиною ε,

ε = ti+1 − ti, ε =
tb − ta
N

,

як це зображено на рис. 32.
Ставимо у вiдповiднiсть кожному моментовi часу ti значення

координати xi. Якщо ми маємо в момент ti значення координати
xi = x(ti) на траєкторiї x(t), то через промiжок часу ε вiдбува-
ється змiщення на ∆xi на траєкторiю x(t) + δx(t) (див. рис. 33).

5Для прикладу вiзьмiмо iнтеґрал у безмежних границях вiд швидко осци-
люючої функцiї cos νx, ν → ∞, помноженої на “повiльну” функцiю, що забез-

печує його збiжнiсть: I =
∞∫

−∞
e−x2

cos νx dx. Легко бачити, що внаслiдок цих

осциляцiй I =
√
π e−ν2/4 → 0 при ν → ∞.
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Рис. 32. Розбиття часового iнтервалу на елементарнi промiжки.

Перебираючи таким чином усi можливi траєкторiї, амплiтуду ймо-
вiрностi записуємо в такому виглядi:

K(b, a) = lim
ε→0

const×
∫
dx1...

∫
dxN−1e

i
~
S[x(t)].

Iнтеґрал вiд функцiї Лаґранжа, який визначає дiю S[b, a] =∫ b
a Ldt, вiдповiдно до нашого розбиття часового iнтервалу замi-

нюємо сумою

S[b, a] = ε

N−1∑

j=0

L

(
xj+1 − xj

ε
,
xj+1 + xj

2
,
tj+1 + tj

2

)
,

причому значення координати й часу мiж точками з номерами j
та j + 1 беремо як пiвсуму крайнiх значень x → (xj+1 + xj)/2,
t → (tj+1 + tj)/2, а швидкiсть — як середню швидкiсть ẋ →
(xj+1 − xj)/ε. Iнтеґрування за координатами x0 = xa та xN = xb
не проводимо: кiнцi траєкторiй за умовою є закрiпленими.

Якщо iнтервал ε спрямувати до нуля, то так ми переберемо
всi можливi моменти часу i всi можливi траєкторiї:

K(b, a) = lim
ε→0
N→∞

1

A

∫
dx1
A
...

∫
dxN−1

A
e

i
~
S[x(t)].

Ми розбили сталу величину const на добуток сталих величин
1/A, якi нам треба буде ще визначити.
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Рис. 33. Перехiд вiд однiєї траєкторiї до iншої вiдповiдно до розбиття
часового iнтервалу.

Ми означили таким чином амплiтуду ймовiрностi через без-
межнократний iнтеґрал. Так означений iнтеґрал називають кон-
тинуальним, або функцiональним, iнтеґралом. Ми сподiваємось,
що значення цього iнтеґрала не залежить вiд способiв розбиття
часового промiжку та траєкторiй на елементарнi iнтервали. Цей
iнтеґрал записують ще й так:

K(b, a) =

∫
e

i
~
S[x(t)]D[x(t)].

Такий символiчний запис є просто скороченим записом попере-
дньої формули. Зi сказаного стає зрозумiло, чому цей пiдхiд має
назву методу iнтеґралiв за траєкторiями, або методу iнтеґралiв за
шляхами.

Унаслiдок адитивностi функцiї дiї

S = S[b, a] =

∫ b

a
Ldt =

∫ c

a
Ldt+

∫ b

c
Ldt,

S[b, a] = S[b, c] + S[c, a]

можемо записати амплiтуду K(b, a) таким чином:

K(b, a) = lim
ε→0
N→∞

1

A

∫
dx1
A
...

∫
dxc−1

A

×
∫
dxc
A

∫
dxc+1

A
...

∫
dxN−1

A
e

i
~
S[x(t)]
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= lim
ε→0
N→∞

∫
dxc

1

A

∫
dx1
A
...

∫
dxc−1

A
e

i
~
S[c,a]

× 1

A

∫
dxc+1

A
...

∫
dxN−1

A
e

i
~
S[b,c].

Цей вираз, очевидно, можна записати ще й так:

K(b, a) =

∫
dxc

∫
e

i
~
S[b,c]D[x(t)]

∫
e

i
~
S[c,a]D[x(t)]

або

K(b, a) =

∫
dxcK(b, c)K(c, a).

Цей закон множення для амплiтуд нагадує множення матриць,
а його фiзична суть є прозорою. Перехiд з точки a в точку b можна
розбити на два етапи. Перший — це перехiд iз початкової точки a
в промiжну точку c, а другий — iз точки c у кiнцеву точку b. Ам-
плiтуда переходу з a в b є добутком вiдповiдних амплiтуд. Повну
амплiтуду отримуємо, коли в ролi промiжної точки c переберемо
всi точки простору (див. рис. 34).

Рис. 34. Траєкторiї переходу частинки з точки a в точку b через про-
мiжну точку c.

Детальнiший запис цього виразу:

K(xb, tb; xa, ta) =

∫
dxcK(xb, tb; xc, tc)K(xc, tc; xa, ta).
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За своїм змiстом амплiтуда K(xb, tb; xa, ta) є нiчим iншим, як
хвильовою функцiєю. Фiксуючи початкову точку a, розглядати-
мемо цей вираз як хвильову функцiю

ψ(xb, tb) = K(xb, tb; xa, ta),

яка залежить вiд змiнних у точцi b. Використовуючи попередню
рiвнiсть для хвильової функцiї, можна написати таке iнтеґральне
рiвняння:

ψ(xb, tb) =

∫
dxcK(xb, tb; xc, tc)ψ(xc, tc).

Як перейти до рiвняння Шрединґера? З цiєю метою розгляне-
мо перехiд вiд хвильової функцiї в момент часу t до її значення
в iнший момент часу t+ ε при ε→ 0.

Домовимось щодо позначень. Нехай tc = t, tb = t + ε, xb = x,
xc = y. Тепер iнтеґральне рiвняння для хвильової функцiї набирає
вигляду:

ψ(x, t + ε) =

∫
dyK(x, t+ ε; y, t)ψ(y, t),

де ядро, вiдповiдно до розбиття часового iнтервалу, яке ми
прийняли

K(x, t+ ε; y, t) =
1

A
exp

[
i

~
εL

(
x− y

ε
,
x+ y

2
, t+

ε

2

)]
,

i отже,

ψ(x, t+ ε) =
ε→0

∞∫

−∞

dy

A
exp

[
i

~
εL

(
x− y

ε
,
x+ y

2
, t+

ε

2

)]
ψ(y, t).

Нехай далi функцiя Лаґранжа частинки, що рухається в полi
U(x, t),

L =
mẋ2

2
− U(x, t),

тодi

L

(
x− y

ε
,
x+ y

2
, t+

ε

2

)
=
m(x− y)2

2ε2
− U

(
x+ y

2
, t+

ε

2

)
.
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Тепер

ψ(x, t+ ε)=

∞∫

−∞

dy

A
exp

[
im

2~ε
(x− y)2 − i

~
εU

(
x+ y

2
, t+

ε

2

)]
ψ(y, t).

Робимо замiну змiнних

y =

√
2~ε

m
z + x, z =

√
m

2~ε
(y − x)

i отримуємо

ψ(x, t+ ε) =

∞∫

−∞

1

A

√
2~ε

m
eiz

2

× exp

[
− iε

~
U

(
x+

z

2

√
2~ε

m
, t+

ε

2

)]
ψ

(
z

√
2~ε

m
+ x, t

)
dz.

Робимо тепер наступний крок i, беручи до уваги мализну ве-
личини ε, розкладаємо лiву i праву частину цього рiвняння в ряд
за ε, зберiгаючи лiнiйнi члени:

ψ(x, t) + ε
∂ψ(x, t)

∂t
+ · · · = 1

A

√
2~ε

m

∞∫

−∞

eiz
2

{
1− i

~
εU(x, t) + . . .

}

×
{
ψ(x, t) +

∂ψ(x, t)

∂x
z

√
2~ε

m
+

1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
2~ε

m
z2 + · · ·

}
dz

=
1

A

√
2~ε

m

∞∫

−∞

eiz
2

{
ψ(x, t) + z

√
2~ε

m

∂ψ(x, t)

∂x

+
1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
2~ε

m
z2 − i

~
εU(x, t)ψ(x, t) + · · ·

}
dz.

Для того щоб просунутись далi, використаємо iнтеґрали:
∞∫

−∞

e−αz2dz =

√
π

α
,

∞∫

−∞

z2e−αz2dz =
1

2α

√
π

α
,

283



α = −i+ δ, δ > 0,

очевидно, iнтеґрали з непарними степенями z дорiвнюють нулевi.
Звiдси при δ → 0 знаходимо потрiбнi нам iнтеґрали i маємо:

ψ(x, t) + ε
∂ψ(x, t)

∂t
=

1

A

√
2~ε

m

√
iπ

{
ψ(x, t) + 0 +

1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
2~ε

m

i

2

− i

~
εU(x, t)ψ(x, t)

}
.

Для того щоб лiва частина рiвняння дорiвнювала правiй, не-
обхiдно прирiвняти множники при однакових степенях ε:

1

A

√
2~εiπ

m
= 1,

∂ψ(x, t)

∂t
= i

~

2m

∂2ψ(x, t)

∂x2
− i

~
U(x, t)ψ(x, t).

Перше рiвняння визначає нам сталу величину A при прийнято-
му тут способi розбиття часового iнтервалу. Отже, тим самим ми
остаточно фiксуємо визначення амплiтуди ймовiрностей K(b, a)
через багатократний iнтеґрал. Це, своєю чергою, дає змогу про-
водити її розрахунки чисельними методами на сучасних комп’ю-
терах для конкретних модельних систем, задаючи лаґранжiан.

Друге рiвняння помножимо на i~ i отримуємо

i~
∂ψ(x, t)

∂t
=

{
− ~2

2m

∂2

∂x2
+ U(x, t)

}
ψ(x, t).

Це є не що iнше, як рiвняння Шрединґера. Отже, ми встановили
зв’язок методу Фейнмана iнтеґралiв за траєкторiями з хвильовою
квантовою механiкою Шрединґера.

Спецiальних переваг пiдхiд Фейнмана не має. Просто це ще
одна “картинка” квантової механiки, яка збагачує не лише її ма-
тематичний апарат таким поняттям як “iнтеґрали за шляхами”,
але й наше класичне мислення в намаганнi збагнути квантовi за-
кони.

Тут цiкаво пригадати концепцiю Рене Декарта щодо побудови
теорiї спостережуваних явищ. Оскiльки, за Декартом, нам невiдо-
мо, яким iз незчисленних способiв Бог запроваджує якесь фiзичне
явище, то й теорiї, що не суперечать досвiду, можуть бути неодно-
значними. Мабуть, “картинки” квантової механiки, якi винайшли

284



Гайзенберґ, Шрединґер та Фейнман, є iлюстрацiями цiєї декарто-
вої концепцiї.

Ньютон, як вiдомо, був протилежних поглядiв. Говорячи, що
не потрiбно брати до розгляду причин бiльше, нiж тих, яких до-
статньо для пояснення спостережуваних явищ, вiн був за однозна-
чнiсть теорiї без будь-яких гiпотез, ґрунтуючись лише на дослi-
дi. Викликом цим поглядам є двояка природа свiтла та й узагалi
корпускулярно-хвильовий дуалiзм, зрештою, як i декiлька “карти-
нок” класичної механiки — крiм рiвнянь Ньютона, маємо рiвняння
Лаґранжа, канонiчнi рiвняння Гамiльтона, рiвняння Гамiльтона–
Якобi. . .

Вiдступ. Загадки квазiкласичного квантування.
Ми знаємо, що квазiкласичне квантування методом Бора–Зоммерфельда

дає точнi вирази для рiвнiв енерґiї En атома водню й гармонiчного осцилято-
ра. Точний результат одержуємо, як легко показати, i для потенцiалу Морзе
U = U1e

−2x/a − U2e
−x/a, En = −[U2

√
2ma2/~2U1 − (2n + 1)]2~2/8ma2. Для

iнших задач, наприклад для |x|-осцилятора чи осцилятора “x4”, такого збiгу
результатiв уже немає.

Є ще один цiкавий клас задач, для яких iз квазiкласичних виразiв для
En можна “витягти” точнi результати. Зокрема, коли у квазiкласичних вира-
зах для En, обчислених для потенцiалiв U =U0/ cos

2(x/a), U =−U0/ch
2(x/a)

(див. §23 i Приклад 1 до нього), величину U0 замiнити на U0 + ~2/8ma2,
то отримаємо точнi результати. Таке ж перенормування параметрiв U1, U2

потенцiалу U = U1/ sin
2(x/a) + U2/ cos

2(x/a), 0 ≤ x/a ≤ π/2 дає точний ре-
зультат, En = [

√
1 + 8ma2U1/~2 +

√
1 + 8ma2U2/~2 + 2(2n + 1)]2~2/8ma2, а в

полi U = U1/ sin
2(x/a) + U2 ctg(x/a), 0 ≤ x/a ≤ π потрiбно перенормовувати

лише сталу U1, але не змiнювати сталу U2 i матимемо точний результат: En =
(
√

1 + 8ma2U1/~2+2n+1)2~2/8ma2−U2
2 /(
√

1 + 8ma2U1/~2+2n+1)2~2/2ma2.
Неважко розгледiти ключ до розкриття цiєї загадки — суттю цих перенор-
мувань є додавання енерґiї нульових коливань ~2/8ma2 до сталих множни-
кiв у тих доданках потенцiалу, якi спричинюють малi коливання системи в
класичнiй межi. Для пiдтвердження нашого висновку, можна навести й iн-
шi приклади, якi виявляють суперсиметрiю з суперпотенцiалом W i точно
розв’язуються методом факторизацiї (див. §23). Якщо у квазiкласичному роз-
рахунку рiвнiв енерґiї не брати до уваги похiдної W ′ у виразi, який зв’язує
W з потенцiалом U , то одержуємо точнi результати — ще одна “загадка”.

Квазiкласичний опис не знає нульових коливань, якi є породженням
принципу невизначеностей Гайзенберґа, хоча вони частково вже врахова-
нi тим, що в правiй частинi умов квантування Бора–Зоммерфельда вхо-
дять сталi ν, числове значення яких залежить вiд граничних умов на
хвильову функцiю — тобто фактично сталi ν привнесенi ззовнi, з то-
чної теорiї. Для великих квантових чисел квазiкласичне наближення дає,
як вiдомо, точний результат, i наведенi вище перенормування параме-
трiв потенцiалу не важливi при n ≫ 1. Таке перенормування важливе
для нижнiх рiвнiв i особливо для основного стану. З наведених “загадок”
напрошується мiркування щодо способу знаходження точних або близьких
до точних виразiв для рiвнiв енерґiї з квазiкласичних формул. Для цього пе-

285



ренормовуємо параметри потенцiалу або зсуваємо сталi ν на такi величини,
якi принесуть точну енерґiю основного стану E0, яку своєю чергою знаходимо
з так званих квазiточно розв’язуваних моделей чи, наприклад, iз варiацiйного
методу. Читач легко переконається на конкретних прикладах, що одержанi
таким способом вирази дуже добре узгоджуються з точними результатами
для всiх рiвнiв енерґiї, знайденими чисельними методами розв’язку рiвняння
Шрединґера. Запропонована процедура перенормувань є деяким узагальне-
нням “ключа” старої квантової механiки до вгадування точних результатiв,
який ґрунтується на принципi вiдповiдностi Бора.



ГЛА ВА VI

МОМЕНТ КIЛЬКОСТI РУХУ

§ 32. Оператор повороту i момент кiлькостi руху

Ми вводили оператор моменту кiлькостi руху, виходячи з кла-
сичного виразу, пiдставляючи в нього, замiсть координат та iм-
пульсiв, вiдповiднi оператори. У класичнiй механiцi, як вiдомо,
момент кiлькостi руху, або момент iмпульсу, виникає як iнтеґрал
руху, пов’язаний з iзотропiєю простору. Це також є справедливим
у квантовiй механiцi.

Iнтуїтивно зрозумiло, що властивостi будь-якої замкненої фi-
зичної системи не залежать вiд того, з якого боку ми дивимось
на неї. Це наслiдок того, що всi напрямки в просторi є еквiвален-
тними — кажуть, що простiр є iзотропним. Отже, оператор Га-
мiльтона такої системи не повинен змiнюватись при її поворотах
як цiлого на будь-який кут навколо довiльної осi. Нехай при тако-
му поворотi радiус-вектор r, вiд якого залежить хвильова функцiя
ψ(r), змiнюється на величину δr, а хвильова функцiя набуває зна-
чення ψ(r+ δr). Цю змiну хвильової функцiї можна зобразити як
дiю на неї оператора змiщення:

ψ(r+ δr) = e(δr∇)ψ(r).

Нехай поворот здiйснюється на кут δϕ навколо осi, напрям якої
фiксується одиничним вектором n, що утворює з радiус-векто-
ром r кут величиною θ, як це зображено на рис. 35. З нього видно,
що величина змiщення

|δr| = ρ δϕ,

ρ = r sin θ.

Отже, вираз

|δr| = r sin θ δϕ
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можна трактувати як модуль вектора, що є результатом вектор-
ного добутку вектора δϕ = nδϕ та радiус-вектора r:

δr = [δϕ r].

Рис. 35. Операцiя повороту на кут δϕ навколо осi з нарямком n.

Далi маємо ряд простих перетворень

(δr∇) = ([δϕ r]∇) = (δϕ[r∇]) =
i

~
(δϕ[rp̂]) =

i

~
(δϕ L̂),

де оператор

L̂ = [rp̂]

є оператором орбiтального моменту кiлькостi руху. Iнша назва цiєї
величини — момент iмпульсу, часто ще говорять просто — кутовий
момент.

Тепер маємо

ψ(r+ δr) = R̂δϕψ(r),

де оператор

R̂δϕ = e
i
~
(δϕ L̂)

будемо називати оператором повороту на кут δϕ навколо осi з на-
прямком n. Багатократне повторення повороту на елементарний
кут дає поворот на скiнченний кут ϕ:

R̂ϕ = e
i
~
ϕ(nL̂).
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Твердження про те, що властивостi замкненої системи не за-
лежать вiд поворотiв, означає, що з хвильового рiвняння Шреди-
нґера для ψ(r) дiєю на нього оператором R̂δϕ отримуємо рiвняння
для ψ(r+δr) з тим самим гамiльтонiаном Ĥ. А це означає, що опе-
ратор Ĥ комутує з оператором повороту R̂δϕ. Справдi, маємо

i~
∂ψ(r)

∂t
= Ĥψ(r),

а пiсля дiї оператора повороту

i~
∂R̂δϕψ(r)

∂t
= R̂δϕĤψ(r),

або

i~
∂R̂δϕψ(r)

∂t
=
(
R̂δϕĤ − ĤR̂δϕ

)
ψ(r) + ĤR̂δϕψ(r).

Звiдси знову отримуємо, що

i~
∂ψ(r + δr)

∂t
= Ĥψ(r+ δr)

за умови, що комутатор

R̂δϕĤ − ĤR̂δϕ = 0.

А це в свою чергу значить, що оператор Ĥ комутує з операто-
ром L̂. Точнiше, гамiльтонiан Ĥ комутує з проекцiєю L̂ на довiль-
ну вiсь з напрямком n. Ми одержуємо тим самим, що Ĥ комутує
з кожною з проекцiй L̂ на осi x, y, z:

[L̂x, Ĥ] = 0, [L̂y, Ĥ ] = 0, [L̂z, Ĥ ] = 0.

Таким чином, проекцiї моменту кiлькостi руху є iнтеґралами руху.
Отже, з iзотропностi простору випливає закон збереження момен-
ту кiлькостi руху (теорема Нетер)1.

Випишiмо явний вигляд операторiв проекцiї моменту кiлькостi
руху в координатному зображеннi

L̂x = −i~
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
,

1Див. §17 та виноски на с. 168.
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L̂y = −i~
(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
,

L̂z = −i~
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
.

Нагадаємо також комутацiйнi спiввiдношення для цих операторiв,
якi випливають з означення:

L̂xL̂y − L̂yL̂x = i~L̂z,

L̂yL̂z − L̂zL̂y = i~L̂x,

L̂zL̂x − L̂xL̂z = i~L̂y.

Цiкаво, що сукупнiсть цих трьох спiввiдношень можна запи-
сати як одне через векторний добуток

[L̂L̂] = i~L̂.

Для звичайних векторiв, не операторiв, такого спiввiдношення не
iснує: такий добуток просто дорiвнює нулевi.

Наведемо ще декiлька важливих операторних спiввiдношень зi
скалярними й векторними добутками, якi легко довести. Перше
таке:

(rL̂) = 0, (L̂r) = 0.

Справдi, розписуючи скалярний добуток, маємо

(rL̂) = xL̂x + yL̂y + zL̂z = x(yp̂z − zp̂y)

+ y(zp̂x − xp̂z) + z(xp̂y − yp̂x)

= (xy − yx)p̂z + (zx− xz)p̂y + (yz − zy)p̂x = 0.

Далi

(L̂r) = L̂xx+ L̂yy + L̂zz = (yp̂z − zp̂y)x+ (zp̂x − xp̂z)y

+ (xp̂y − yp̂x)z = xL̂x + yL̂y + zL̂z = (rL̂) = 0,

що i доводить наведенi рiвностi. Очевидно також, що

(nL̂) = 0, (L̂n) = 0, де n = r/r.
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Наступне, не менш важливе, спiввiдношення з векторним добу-
тком:

[L̂r] + [rL̂] = 2i~r.

Доведемо цю рiвнiсть, розписуючи її за компонентами. Напри-
клад,

[L̂r]x + [rL̂]x = (L̂yz − L̂zy) + (yL̂z − zL̂y)

= (L̂yz − zL̂y) + (yL̂z − L̂zy) = [L̂y, z] + [y, L̂z]

= [zp̂x − xp̂z, z] + [y, xp̂y − yp̂x] = x[z, pz ] + x[y, py] = 2i~x.

Аналогiчно дiємо i для y- та z-компонент i переконуємось, що на-
ведене спiввiдношення є правильним.

Доведiмо також, що

[L̂n] + [nL̂] = 2i~n, n = r/r.

Для x-компоненти маємо:

[L̂n]x + [nL̂]x =
(
L̂y
z

r
− L̂z

y

r

)
+
(y
r
L̂z −

z

r
L̂y

)

=
[
L̂y,

z

r

]
+
[y
r
, L̂z

]
=
[
zp̂x − xp̂z,

z

r

]
+
[y
r
, xp̂y − yp̂x

]

= z2
[
p̂x,

1

r

]
− x

[
pz,

z

r

]
+ x

[y
r
, p̂y

]
− y2

[
1

r
, px

]

= −i~
[
z2

∂

∂x

(
1

r

)
− x

∂

∂z

(z
r

)
− x

∂

∂y

(y
r

)
+ y2

∂

∂x

(
1

r

)]

= −i~
[
−z

2x

r3
− x

r
+
xz2

r3
− x

r
+
xy2

r3
− y2x

r3

]
= 2i~

x

r
.

Це i доводить нашу векторну рiвнiсть.
Уведемо тепер до розгляду оператор квадрата моменту кiль-

костi руху

L̂2 = (L̂L̂) = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z.
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Обчислимо далi комутатор

[L̂x, L̂
2] = L̂xL̂

2 − L̂2L̂x =
(
L̂xL̂− L̂L̂x + L̂L̂x

)
L̂

− L̂
(
L̂L̂x − L̂xL̂+ L̂xL̂

)
= [L̂x, L̂]L̂− L̂[L̂, L̂x]

= [L̂x, L̂]L̂+ L̂[L̂x, L̂] = [L̂x, L̂y]L̂y + [L̂x, L̂z]L̂z

+ L̂y[L̂x, L̂y] + L̂z[L̂x, L̂z] = i~L̂zL̂y − i~L̂yL̂z

+ i~L̂yL̂z − i~L̂zL̂y = 0.

Це, очевидно, справджується для будь-якої компоненти:

[L̂x, L̂
2] = 0, [L̂y, L̂

2] = 0, [L̂z, L̂
2] = 0.

Звiдси маємо такi твердження. По-перше, будь-яка проекцiя
моменту кiлькостi руху L̂ i його квадрат L̂2 можуть одночасно
вимiрюватись. По-друге, кожен з операторiв L̂x, L̂y, L̂z має спiль-
ну з оператором L̂2 систему власних функцiй. По-третє, оскiльки
оператори L̂x, L̂y, L̂z мiж собою не комутують, то власнi стани
квадрата моменту iмпульсу є виродженими.

Уведемо новi оператори

L̂± = L̂x ± iL̂y

i дослiдимо їхнi властивостi. Обчислимо їхнiй комутатор

[L̂+, L̂−] = [L̂x + iL̂y, L̂x − iL̂y] = −i[L̂x, L̂y] + i[L̂y, L̂x] = 2~L̂z.

Отже,

[L̂+, L̂−] = 2~L̂z .

Далi, комутатор

[L̂z, L̂
−] = [L̂z, L̂x]− i[L̂z, L̂y] = −~

(
L̂x − iL̂y

)
= −~L̂−.

Аналогiчно обчислюємо комутатор для операторiв L̂z i L̂+:

[L̂z, L̂
±] = ±~L̂±.
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Пiдрахуємо тепер добуток операторiв L̂+ та L̂−:

L̂+L̂− =
(
L̂x + iL̂y

)(
L̂x − iL̂y

)
= L̂2

x − iL̂xL̂y + iL̂yL̂x + L̂2
y

= L̂2
x + L̂2

y + ~L̂z.

Отже,

L̂+L̂− = L̂2 − L̂2
z + ~L̂z

i аналогiчно

L̂−L̂+ = L̂2 − L̂2
z − ~L̂z.

Знайдiмо тепер вигляд усiх цих операторiв у сферичних коор-
динатах r, θ, ϕ, якi вводяться звичайно:

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ.

Ми вже ранiше виводили вираз для z-компоненти оператора L̂.
Аналогiчно знаходимо й усi iншi:

L̂x = i~

(
sinϕ

∂

∂θ
+ ctg θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
,

L̂y = −i~
(
cosϕ

∂

∂θ
− ctg θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
,

L̂z = −i~ ∂

∂ϕ
,

L̂± = ~e±iϕ

(
± ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
,

L̂2 = −~2
[

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)]
.

Ми розглядали повороти, коли хвильова функцiя залежить ли-
ше вiд радiус-вектора частинки r. У тому випадку, коли дослiджу-
ваний об’єкт має не лише момент iмпульсу, або кутовий момент,
пов’язаний з його рухом у просторi (орбiтальний момент кiль-
костi руху), а й власний момент iмпульсу, тобто спiн, то повний
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момент iмпульсу Ĵ дорiвнює їхнiй сумi. Та ж ситуацiя виникає, ко-
ли, наприклад, маємо систему, що складається з декiлькох части-
нок: повний момент кiлькостi руху дорiвнює сумi кутових момен-
тiв окремих частинок. Зрозумiло, що алґебра операторiв проекцiї
Ĵx, Ĵy , Ĵz є такою ж, як i операторiв L̂x, L̂y, L̂z, тобто вони задо-
вольняють тi самi переставнi спiввiдношення. Отже, у загальному
випадку оператор повороту на кут ϕ навколо певної осi з напрям-
ком n

R̂ϕ = e
i
~
ϕ(nĴ),

де Ĵ є повним моментом кiлькостi руху системи. Оператор R̂ϕ дiє
як на “зовнiшнi” змiннi, пов’язанi з перемiщенням системи як цi-
лого, так i на “внутрiшнi” змiннi, що описують її внутрiшнi ступенi
вiльностi.

§ 33. Власнi значення та власнi функцiї операторiв
квадрата й проекцiй моменту кiлькостi руху

Як було показано в попередньому параграфi, оператор ква-
драта моменту кiлькостi руху та оператор будь-якої його проекцiї
мають спiльну систему власних функцiй. Поставимо собi за мету
знайти власнi значення та власнi функцiї цих операторiв. Причо-
му ми будемо говорити зараз не про орбiтальний момент кiлькостi
руху, а розглянемо цю проблему загальнiше.

Отже, нехай ми маємо трiйку операторiв Ĵx, Ĵy, Ĵz , якi визна-
чають вектор Ĵ i якi задовольняють такi комутацiйнi спiввiдно-
шення:

[Ĵx, Ĵy] = i~Ĵz ,

[Ĵz , Ĵx] = i~Ĵy,

[Ĵy, Ĵz ] = i~Ĵx.

Наше завдання: знайти можливi значення квадрата моменту кiль-
костi руху та його проекцiй, виходячи лише iз цих комутацiйних
спiввiдношень i не звертаючись до конкретних зображень. Цим ми
вводимо до розгляду i таку величину, як власний момент кiлькостi
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руху частинки, тобто її спiн. Зрозумiло, що це математичне виве-
дення можливих значень квадрата моменту кiлькостi руху та йо-
го проекцiї не поглибить нашого розумiння фiзичного механiзму
формування власного механiчного моменту частинки. Однак це
виведення дає зв’язок мiж симетрiйними властивостями простору,
пов’язаними з поворотами та можливими чисельними значеннями
спiну. Таким чином, певнi значення спiну, наприклад електрона,
диктуються властивостями фiзичного простору.

Домовляємось про позначення. Приймаємо, що J2 — це власне
значення квадрата моменту кiлькостi руху, яке будемо нумерува-
ти квантовим числом j. Власнi значення оператора проекцiї Ĵz по-
значимо через Jz. Нумеруємо його квантовим числом m. Iз трьох
компонент оператора Ĵ ми вибираємо z-компоненту. Їхню спiльну
систему власних функцiй позначаємо через кет-вектор |j,m〉. У
цих позначеннях рiвняння на власнi функцiї та власнi значення
мають вигляд:

Ĵ2|j,m〉 = J2|j,m〉,

Ĵz |j,m〉 = Jz|j,m〉.
Перш нiж переходити до розв’язку цих рiвнянь, зауважимо,

що спектр власних значень оператора Ĵz є обмеженим. Справдi,
усереднимо оператор квадрата моменту кiлькостi руху за деяким
станом:

〈Ĵ2〉 = 〈Ĵ2
x〉+ 〈Ĵ2

y 〉+ 〈Ĵ2
z 〉,

〈Ĵ2〉 − 〈Ĵ2
z 〉 = 〈Ĵ2

x〉+ 〈Ĵ2
y 〉.

Очевидно, що права частина цiєї рiвностi є величною додатною.
Отже, отримаємо нерiвнiсть

〈Ĵ2〉 − 〈Ĵ2
z 〉 ≥ 0,

або

〈Ĵ2
z 〉 ≤ 〈Ĵ2〉,

яку можна записати так:

−
√
〈Ĵ2〉 ≤

√
〈Ĵ2

z 〉 ≤
√

〈Ĵ2〉.
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Якщо усереднення вiдбувається за власними станами цих опера-
торiв, то

〈Ĵ2〉 = 〈j,m|Ĵ2|j,m〉 = J2,

〈Ĵ2
z 〉 = 〈j,m|Ĵ2

z |j,m〉 = J2
z

i маємо, що

−J ≤ Jz ≤ J.

Отже, спектр власних значень компонент оператора Ĵ є обмеже-
ним.

Зосередимо тепер увагу на рiвняннi на власнi значення для
оператора Ĵz i подiємо на нього операторами Ĵ± = Ĵx ± iĴy :

Ĵ±Ĵz |j,m〉 = JzĴ
±|j,m〉.

Далi маємо
(
Ĵ±Ĵz − ĴzĴ

± + ĴzĴ
±
)
|j,m〉 = JzĴ

±|j,m〉.

Скористаймось комутатором, який ми обчислили в попередньому
параграфi для L̂±,

[Ĵz , Ĵ
±] = ±~Ĵ±,

i знайдемо

ĴzĴ
±|j,m〉 = (Jz ± ~)Ĵ±|j,m〉.

Ми знову отримали рiвняння на власнi значення для оператора
Ĵz, але з власним значенням Jz ±~, тобто зi збiльшеним або змен-
шеним на елементарний квант ~. Причому цим власним значен-
ням вiдповiдає власна функцiя Ĵ±|j,m〉. Це нагадує ситуацiю з
розв’язком рiвняння Шрединґера для гармонiчного осцилятора
методом операторiв породження та знищення b̂+, b̂. Тому даємо
хiд тим самим мiркуванням, що й там.

Тепер зручно записати, що

Jz = ~m,

причому квантове число m може, як бачимо, збiльшуватись або
зменшуватись на одиницю,

∆m = ±1,
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у межах спектра мiж деяким максимальним mmax та мiнiмальним
mmin = −mmax значеннями. Нашi рiвняння на власнi значення
тепер мають вигляд

Ĵz|j,m〉 = ~m|j,m〉,
а

ĴzĴ
±|j,m〉 = ~(m± 1)Ĵ±|j,m〉.

Бачимо, що власна функцiя

Ĵ±|j,m〉 = const±|j,m ± 1〉,
де const± — сталi нормування. Звiдси випливає, що матричний
елемент

〈j′,m′|Ĵ±|j,m〉 = const±〈j′,m′|j,m ± 1〉 = const±δj′,jδm′,m±1.

Тому лише матричнi елементи 〈j,m + 1|Ĵ+|j,m〉 6= 0 та
〈j,m− 1|Ĵ−|j,m〉 6= 0, а всi iншi дорiвнюють нулевi. Отже, опера-
тори Ĵ+, Ĵ− дiють подiбно до операторiв породження i знищення
в теорiї гармонiчного осцилятора.

Розглянемо комутатор

[Ĵ+, Ĵ−] = 2~Ĵz,

який ми знайшли ранiше, i обчислимо його дiагональний матри-
чний елемент:

〈j,m|Ĵ+Ĵ− − Ĵ−Ĵ+|j,m〉 = 2~〈j,m|Ĵz |j,m〉.
Злiва матричний елемент вiд добутку операторiв розписуємо як
добуток матриць:

∑

j′

∑

m′

[
〈j,m|Ĵ+|j′,m′〉〈j′,m′|Ĵ−|j,m〉

−〈j,m|Ĵ−|j′,m′〉〈j′,m′|Ĵ+|j,m〉
]
= 2~2m.

Справа ми скористались тим, що |j,m〉 є власною функцiєю опе-
ратора Ĵz з власним значенням ~m. З лiвої частини цiєї рiвностi
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“виживає” лише один доданок iз суми за j′,m′, унаслiдок виписа-
них вище властивостей матричних елементiв операторiв Ĵ+, Ĵ−:

〈j,m|Ĵ+|j,m− 1〉〈j,m − 1|Ĵ−|j,m〉

−〈j,m|Ĵ−|j,m+ 1〉〈j,m + 1|Ĵ+|j,m〉 = 2~2m.

Уведемо скорочене позначення

〈j,m+ 1|Ĵ+|j,m〉 = ~λm,

а для комплексно спряженої величини звiдси маємо

〈j,m|Ĵ−|j,m + 1〉 = ~λ∗m.

У цих позначеннях попереднє рiвняння є таким:

λm−1λ
∗
m−1 − λ∗mλm = 2m,

|λm−1|2 − |λm|2 = 2m.

Маємо рекурентне рiвняння для невiдомих величин |λm|2, яке
легко розв’язати, наприклад, розкладом за степенями m:

|λm|2 = C + C1m+ C2m
2 + C3m

3 + . . . .

З попереднього рiвняння тепер маємо, що

C + C1(m− 1) + C2(m− 1)2 + C3(m− 1)3

+ . . .− C − C1m− C2m
2 − C3m

3 − . . . = 2m.

Порiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях змiнної величи-
ни m злiва i справа в цьому рiвняннi, знаходимо систему рiвнянь
для невiдомих коефiцiєнтiв розкладу:





−C1 + C2 − C3 + . . . = 0,

−2C2 + 3C3 + . . . = 2,

−3C3 + . . . = 0.

Звiдси знаходимо C3 = C4 = . . . = 0, C1 = C2 = −1, i отже,

|λm|2 = C −m(m+ 1),
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де стала C є поки що невiдомою. Очевидно

|λm|2 ≥ 0,

тобто

C −m(m+ 1) ≥ 0,

i отже, як ми вже встановили, спектр значень m, що нумерують
власнi значення Jz, є обмеженим. Крiм того, при Jz = 0, коли
m = 0, маємо C ≥ 0. Таким чином, iснує максимальне значення m,
для якого

C −m(m+ 1) = 0.

Розв’язок цього рiвняння:

m1,2 = −1

2
±
√
C +

1

4
,

m1 = −1

2
+

1

2

√
1 + 4C,

m2 = −1

2
− 1

2

√
1 + 4C,

m2 = −(m1 + 1).

Значення m = m1 i є максимальним значенням числа m, m1 =
mmax, для якого |λm1 |2 = 0, причому m1 ≥ 0, тому що C ≥ 0.
Рiвнiсть нулевi |λm|2, з iндексом m бiльшим, нiж m1, забезпечимо
вимогою

Ĵ+|j,m1〉 = 0.

Рiвнiсть нулевi величини |λm|2, з iндексом m меншим, нiж m2,
забезпечимо вимогою сильнiшою, нiж просто λ∗m2

= 0, а саме:

Ĵ−|j,m2 + 1〉 = 0.

Цi двi умови аналогiчнi означенню основного стану для гармонi-
чного осцилятора. Однак там була тiльки одна умова, оскiльки
спектр енерґiй осцилятора обмежений лише знизу. Тут спектр
обмежений як знизу, так i зверху, тому маємо два “вакуумнi”
стани, причому байдуже, який з них узяти за основу. Отже, ми
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отримали, що мiнiмальне значення квантового числа m є mmin =
m2 + 1 = −m1. Таким чином,

−m1 ≤ m ≤ m1,

причому

C = m1(m1 + 1),

так що

|λm|2 = m1(m1 + 1)−m(m+ 1).

Обчислимо тепер власнi значення квадрата моменту кiлькостi
руху як дiагональний матричний елемент

J2 = 〈j,m|Ĵ2|j,m〉.

Тут ми знову скористаємось знайденим у попередньому параграфi
добутком операторiв Ĵ+ та Ĵ−:

Ĵ+Ĵ− = Ĵ2 − Ĵ2
z + ~Ĵz .

За допомогою цього виразу знаходимо, що

J2 = 〈j,m|Ĵ+Ĵ− + Ĵ2
z − ~Ĵz|j,m〉

= 〈j,m|Ĵ+Ĵ−|j,m〉 + ~2m2 − ~2m

=
∑

j′,m′
〈j,m|Ĵ+|j′,m′〉〈j′,m′|Ĵ−|j,m〉 + ~2m2 − ~2m

= 〈j,m|Ĵ+|j,m− 1〉〈j,m − 1|Ĵ−|j,m〉 + ~2m2 − ~2m

= ~2|λm−1|2 + ~2m2 − ~2m

= ~2[C − (m− 1)m] + ~2m2 − ~2m

= ~2C

= ~2m1(m1 + 1).
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Отже, власне значення

J2 = ~2m1(m1 + 1).

На початку нашого розгляду ми домовились нумерувати цi
власнi значення квантовим числом j. Природно виходить, що цим
квантовим числом є максимальне значення квантового числа m:

j = m1.

Ми також бачили, що квантове число m може змiнюватись лише
на цiле число, ∆m = ±1. Зрозумiло, що i його максимальна змiна
(∆m)max = m1 − (−m1) = 2m1 = 2j є також цiлим числом:

2j = цiле число.

Тому число j може набувати не лише цiлих, а й пiвцiлих значень
(нагадаймо, що j = m1 ≥ 0):

j = 0, 1/2, 1, 3/2, 2, . . . .

Задача знаходження власних значень оператора квадрата момен-
ту кiлькостi руху та його проекцiї розв’язана:

J2 = ~2j(j + 1),

Jz = ~m,

−j ≤ m ≤ j,

m = −j, −j + 1, −j + 2, . . . , j − 2, j − 1, j,

а квантове число j набуває цiлi та пiвцiлi значення.
Перейдемо до визначення власних функцiй |j,m〉. Спочатку

встановимо вiдмiннi вiд нуля матричнi елементи операторiв Ĵ+ та
Ĵ−. Оскiльки

|λm|2 = j(j + 1)−m(m+ 1),

то з точнiстю до несуттєвих для фiзичних результатiв фазових
множникiв (фази ми покладаємо, як звично, рiвними нулевi) ма-
ємо

〈j,m+ 1|Ĵ+|j,m〉 = 〈j,m|Ĵ−|j,m+ 1〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m+ 1),
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або

〈j,m− 1|Ĵ−|j,m〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m− 1).

Iз цих рiвнянь знаходимо правила дiї операторiв Ĵ+ та Ĵ− на фун-
кцiї |j,m〉:

Ĵ+|j,m〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m+ 1) |j,m+ 1〉,

Ĵ−|j,m〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m− 1) |j,m− 1〉.

Ще раз пiдкреслимо аналогiю мiж дiєю цих операторiв i дiєю опе-
раторiв породження та знищення на власнi функцiї гамiльтонiана
в теорiї гармонiчного осцилятора.

Зафiксуємо тепер основний стан рiвнянням, що обмежує
спектр значень числа m:

Ĵ+|j, j〉 = 0.

Ми могли б узяти за основний i стан |j,−j〉, дiя на який оператора
Ĵ− також дає нуль. Але ми вибрали першу можливiсть. Тепер,
маючи стан |j, j〉, дiєю на нього оператором Ĵ− побудуємо наступнi
стани за допомогою послiдовностi простих перетворень, яких ми
не коментуємо:

Ĵ−|j, j〉 = ~
√

2j |j, j − 1〉,

(Ĵ−)2|j, j〉 = ~
√

2jĴ−|j, j − 1〉

= ~2
√

2j(2j − 1) · 1 · 2 |j, j − 2〉,

(Ĵ−)3|j, j〉 = ~2
√

2j(2j − 1) · 1 · 2 Ĵ−|j, j − 2〉

= ~3
√

2j(2j − 1)(2j − 2) · 1 · 2 · 3 |j, j − 3〉.
Тепер неважко зауважити, що
(
Ĵ−

~

)k

|j, j〉 =
√
k!2j(2j − 1)(2j − 2) . . . (2j − k + 1) |j, j − k〉,

k = 0, 1, 2, . . . , 2j.
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Покладемо j − k = m,
(
Ĵ−

~

)j−m

|j, j〉 =
√

(j −m)!2j(2j − 1)(2j − 2) . . . (j +m+ 1) |j,m〉,

(
Ĵ−

~

)j−m

|j, j〉 =
√

(j −m)!(2j)!

(j +m)!
|j,m〉.

Звiдси знаходимо остаточно

|j,m〉 =
√

(j +m)!

(2j)!(j −m)!

(
Ĵ−

~

)j−m

|j, j〉,

а

Ĵ+|j, j〉 = 0.

Власнi стани квадрата моменту кiлькостi руху i справдi є виро-
дженими: одному власному значенню J2 = ~2j(j + 1) вiдповiдає
(2j + 1) хвильових функцiй. Цi рiвностi завершують поставлену
задачу знаходження власних функцiй та власних значень квадра-
та моменту кiлькостi руху i його проекцiй.

Насамкiнець цього параграфа розгляньмо питання про дода-
вання моментiв. Нехай маємо комутуючi оператори Ĵ1 та Ĵ2 i утво-
римо суму

Ĵ = Ĵ1 + Ĵ2.

Власне значення квадрата повного моменту Ĵ2 дорiвнює

J2 = ~2j(j + 1),

а власне значення його проекцiї

Ĵz = Ĵ1z + Ĵ2z

дорiвнює

Jz = ~m,

причому очевидно

m = m1 +m2.
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Квантовi числа m1 та m2 задають значення проекцiй: J1z = ~m1,
J2z = ~m2 (числа m1 i m2 не плутаймо з тими числами, що бу-
ли на початку параграфа). Власнi значення квадратiв окремих
моментiв дорiвнюють:

J2
1 = ~2j1(j1 + 1),

J2
2 = ~2j2(j2 + 1),

−j1 ≤ m1 ≤ j1, −j2 ≤ m2 ≤ j2;

усiх значень m1 є (2j1 + 1), усiх значень m2 є (2j2 + 1). Тепер
виникає запитання: у яких межах змiнюється число j? Є двi мо-
жливостi вибору квантових чисел, якi повнiстю описують систе-
му. Перша — це набiр чисел (j1, j2,m1,m2), друга — (j,m, j1, j2).
Порядок матриць операторiв у першому випадку дорiвнює добу-
тковi всiх значень m1 на кiлькiсть усiх значень m2, тобто дорiв-
нює (2j1 + 1)(2j2 + 1). У другому випадку порядок такий самий:
це очевидно, оскiльки власнi функцiї операторiв Ĵ2 та Ĵz є лiнiй-
ними комбiнацiями добуткiв власних функцiй операторiв Ĵ2

1 , Ĵ
2
2

та Ĵ1z , Ĵ2z . Зрозумiло також, що максимальне значення j — це
максимальне значення числа m = m1 +m2, тобто jmax = j1 + j2.
Мiнiмальне значення jmin отримуємо з умови, що порядок мат-
риць у другому випадку рiвний порядковi матриць у першому
випадку:

jmax∑

j=jmin

j∑

m=−j

1 = (2j1 + 1)(2j2 + 1),

jmax∑

j=jmin

(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Оскiльки j можна зобразити як

j = jmin + (n− 1),

де n = 1, 2, . . . , nmax, то

jmax = jmin + (nmax − 1),
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або

nmax = jmax − jmin + 1.

Тому

jmax∑

j=jmin

(2j + 1) =

nmax∑

n=1

[2(jmin + (n − 1)) + 1]

= (2jmin − 1)nmax + 2
nmax(nmax + 1)

2

= nmax(2jmin + nmax)

= (jmax + 1− jmin)(jmax + 1 + jmin)

= (jmax + 1)2 − j2min = (j1 + j2 + 1)2 − j2min.

Таким чином, маємо рiвняння

(j1 + j2 + 1)2 − j2min = (2j1 + 1)(2j2 + 1),

з якого

j2min = (j1 − j2)
2.

Звiдки jmin = |j1 − j2|, нагадаємо, що j величина додатна або
дорiвнює нулевi. Отже, остаточно

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2.

Це i є вiдповiдь на наше запитання щодо можливих значень ква-
драта моменту кiлькостi руху, який складається iз суми двох мо-
ментiв.

§ 34. Власнi функцiї операторiв квадрата й проекцiй
орбiтального моменту кiлькостi руху

Вирази для операторiв L̂2 та L̂z у сферичних координатах, якi
ми навели у §32, дають змогу розв’язати задачу на власнi функцiї
та власнi значення для них у явному виглядi. Для оператора L̂z

таку задачу ми розв’язали ранiше, як Приклад у §9, а в рiвняннi
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для L̂2 змiннi роздiляються, i приходимо до добре вiдомого рiв-
няння для приєднаних полiномiв Лежандра. Повчально, однак,
розв’язати цю задачу, використавши результати попереднього па-
раграфа. Працюватимемо з операторами L̂+ та L̂− у представ-
леннi сферичних координат. Квантове число j, що нумерує власнi
значення квадрата орбiтального моменту кiлькостi руху, прийня-
то позначати через l. У цих позначеннях залежнi вiд змiнних θ, ϕ
хвильовi функцiї

〈θ, ϕ|l,m〉 =
√

(l +m)!

(l −m)!(2l)!

(
L̂−

~

)l−m

〈θ, ϕ|l, l〉.

Основний стан визначає рiвняння

L̂+〈θ, ϕ|l, l〉 = 0,

яке з урахуванням явного вигляду оператора L̂+ записується так:
(
∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
〈θ, ϕ|l, l〉 = 0.

Змiннi в цьому рiвняннi роздiляються,

〈θ, ϕ|l, l〉 = 〈ϕ|l〉〈θ|l〉,
причому 〈ϕ|l〉 — це власна функцiя оператора L̂z, вигляд якої ми
знаємо:

〈ϕ|l〉 = 1√
2π
eilϕ.

Функцiя 〈θ, ϕ|l, l〉 повинна залишатись незмiнною при поворотах
на 360◦, а це означає, що

〈ϕ+ 2π|l〉 = 〈ϕ|l〉,
тобто

ei2πl = 1,

i отже, l є цiлим числом. Ми отримали цiкавий результат. До-
даткова умова на однозначнiсть функцiї при повних поворотах
“вирiзає” пiвцiлi значення квантового числа, що нумерує квадрат
кутового моменту:

l = 0, 1, 2, 3, . . . .
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Таким чином, використання лише комутацiйних спiввiдношень
для компонент оператора моменту кiлькостi руху без звертання
до їхнього конкретного зображення дало змогу виявити i зберегти
пiвцiлi значення величини j.

Невiдома функцiя 〈θ|l〉 задовольняє тепер рiвняння

d〈θ|l〉
dθ

= l〈θ|l〉 ctg θ,

яке легко розв’язати:

ln〈θ|l〉 = l ln sin θ + const

або

〈θ|l〉 = Cl sin
l θ,

Cl — стала нормування. Отже, ми знайшли хвильову функцiю
основного стану:

〈θ, ϕ|l, l〉 = eilϕ√
2π
Cl sin

l θ.

Вона задовольняє умову нормування, яку з урахуванням якобiана
переходу до сферичних координат записуємо так:

|Cl|2
∫ 2π

0

dϕ

2π

∫ π

0
sin θ sin2l θ dθ = 1.

Пiсля замiни змiнних x = cos θ маємо

|Cl|2
∫ 1

−1
(1− x2)ldx = 1.

Цей iнтеґрал дорiвнює (з наступною замiною x2 = t)

2

∫ 1

0
(1− x2)ldx =

∫ 1

0
t−1/2(1− t)ldt

=
Γ(l + 1)Γ(1/2)

Γ(l + 1 + 1/2)

— так звана B-функцiя Ейлера. Тепер стала

Cl =

√
Γ(l + 1 + 1/2)

Γ(l + 1)Γ(1/2)
.
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Збираючи отриманi результати разом, запишемо хвильову
функцiю

〈θ, ϕ|l,m〉 =
√

(l +m)!

(l −m)!(2l)!

Γ(l + 1 + 1/2)

Γ(l + 1)Γ(1/2)

(
L̂−

~

)l−m
eilϕ√
2π

sinl θ.

Спростимо цей вираз. По-перше,

Γ(l + 1 + 1/2) =
√
π
1 · 3 · 5 · 7 · . . . · (2l + 1)

2l+1

=

√
π

2l+1

(2l + 1)!

2ll!
,

Γ(l + 1) = l!,

Γ(1/2) =
√
π,

тому

〈θ, ϕ|l,m〉 = 1

2ll!

√
(2l + 1)(l +m)!

2(l −m)!

(
L̂−

~

)l−m
eilϕ√
2π

sinl θ.

Далi використаємо явний вигляд операторiв L̂−:

L̂−

~
eilϕ sinl θ = e−iϕ

(
− ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
eilϕ sinl θ

= ei(l−1)ϕ

(
− d

dθ
− l ctg θ

)
sinl θ

= ei(l−1)ϕ

(
− d

dθ
− l ctg θ

)
1

sinl θ
sin2l θ

= ei(l−1)ϕ

(
l cos θ

sinl+1 θ
− 1

sinl θ

d

dθ
− l ctg θ

sinl θ

)
sin2l θ

= ei(l−1)ϕ

(
− 1

sinl θ

d

dθ

)
sin2l θ
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= ei(l−1)ϕ 1

sinl−1 θ

d

d cos θ
sin2l θ.

Наступний крок
(
L̂−

~

)2

eilϕ sinl θ =
L̂−

~

ei(l−1)ϕ

sinl−1 θ

d sin2l θ

d cos θ

= e−iϕ

(
− ∂

∂θ
+ i ctg θ

∂

∂ϕ

)
ei(l−1)ϕ

sinl−1 θ

d sin2l θ

d cos θ

= ei(l−2)ϕ

(
− d

dθ
− (l − 1) ctg θ

)
1

sinl−1 θ

d sin2l θ

d cos θ

= ei(l−2)ϕ

[
(l − 1) cos θ

sinl−2 θ
− 1

sinl−1 θ

d

dθ
− (l − 1) ctg θ

sinl−1 θ

]
d sin2l θ

d cos θ

= ei(l−2)ϕ

(
− 1

sinl−1 θ

d

dθ

)
d sin2l θ

d cos θ
=
ei(l−2)ϕ

sinl−2 θ

(
d

d cos θ

)2

sin2l θ.

Легко помiтити закономiрнiсть, що дозволяє записати

(
L̂−

~

)(l−m)

eilϕ sinl θ =
eimϕ

sinm θ

(
d

d cos θ

)l−m

sin2l θ.

Тому остаточно власна функцiя квадрата орбiтального моменту
кiлькостi руху та його z-проекцiї у сферичних координатах

〈θ, ϕ|l,m〉 =
1

2ll!

√
(2l + 1)(l +m)!

2(l −m)!

× eimϕ

√
2π

1

sinm θ

(
d

d cos θ

)l−m

sin2l θ.

Випишiмо декiлька перших функцiй:

〈θ, ϕ|0, 0〉 = 1√
4π
,
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〈θ, ϕ|1, 1〉 =
√

3

8π
eiϕ sin θ,

〈θ, ϕ|1, 0〉 = −
√

3

4π
cos θ,

〈θ, ϕ|1,−1〉 = −
√

3

8π
e−iϕ sin θ.

Функцiї 〈θ, ϕ|l,m〉 можна записати через приєднанi полiноми
Лeжандра

Pm
l (cos θ) = sinm θ

(
d

d cos θ

)m

Pl(cos θ)

=
(−)l

2ll!
sinm θ

(
d

d cos θ

)l+m

sin2l θ,

де полiном Лежандра

Pl(cos θ) =
(−)l

2ll!

(
d

d cos θ

)l

sin2l θ.

Тепер

〈θ, ϕ|l,m〉 = (−)l
eimϕ

√
2π

√
2l + 1

2

(l +m)!

(l −m)!
P−m
l (cos θ).

Якщо врахувати, що

Pm
l (cos θ) = (−)m

(l +m)!

(l −m)!
P−m
l (cos θ),

то остаточно:

〈θ, ϕ|l,m〉 = (−)l+m e
imϕ

√
2π

√
2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ).

Цi функцiї з точнiстю до знака (−)l збiгаються зi сферичними
функцiями Yl,m(θ, ϕ), визначеними стандартно:

〈θ, ϕ|l,m〉 = (−)lYl,m(θ, ϕ),
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Yl,m(θ, ϕ) = (−)m
eimϕ

√
2π

√
2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ).

Як власнi функцiї ермiтових операторiв сферичнi функцiї є орто-
гональнi мiж собою

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin θ Y ∗
l′,m′(θ, ϕ)Yl,m(θ, ϕ) dθ = δl′,l δm′,m.

Випишемо у явному виглядi сферичнi функцiї для l = 0, 1, 2, 3:

Y0,0 =
1√
4π
, Y1,0 =

√
3

4π
cos θ,

Y1,±1 = ∓
√

3

8π
e±iϕ sin θ,

Y2,0 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1),

Y2,±1 = ∓
√

15

8π
e±iϕ cos θ sin θ,

Y2,±2 =

√
15

32π
e±2iϕ sin2 θ,

Y3,0 =

√
7

16π
(5 cos3 θ − 3 cos θ),

Y3,±1 = ∓
√

21

64π
e±iϕ(5 cos2 θ − 1) sin θ,

Y3,±2 =

√
105

32π
e±2iϕ sin2 θ cos θ,

Y3,±3 = ∓
√

35

64π
e±3iϕ sin3 θ.
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Тепер декiлька слiв про перетворення знайдених функцiй при
операцiї iнверсiї, яка полягає в замiнi (x, y, z) на (−x,−y,−z). Цю
операцiю здiйснює оператор iнверсiї Î . Легко бачити, що у сфе-
ричних координатах така операцiя еквiвалентна замiнi кутiв θ, ϕ
на π − θ, ϕ+ π. При цьому хвильова функцiя 〈π − θ, ϕ+ π|l,m〉 =
(−)l〈θ, ϕ, |l,m〉. Отже, при операцiї iнверсiї хвильова функцiя для
парних значень l не змiнює знака, а для непарних дiстає множник
(−1), тобто хвильова функцiя є парною або непарною. Якщо опе-
ратор iнверсiї комутує з гамiльтонiаном, тобто потенцiальна енер-
ґiя U(x, y, z) = U(−x,−y,−z), то ця властивiсть хвильової фун-
кцiї зберiгається. У цьому випадку говорять про закон збереження
парностi. Операцiю iнверсiї можна розглядати як операцiю пово-
роту навколо осi z на кут π з наступним дзеркальним вiдобра-
женням у площинi xOy. Оскiльки вiд поворотiв не змiнюються
властивостi фiзичних систем, а iнтуїцiя та повсякденний досвiд
нам пiдказують, що у дзеркалi закони також не змiнюються, то
закон збереження парностi має абсолютний характер, як, напри-
клад, закон збереження енерґiї. Тобто “лiве” i “праве” в природi
є еквiвалентними. Однак тут iнтуїцiя нас пiдводить — цей закон
порушується для слабких взаємодiй (див. наступний параграф)2.

§ 35. Спiн

Пiвцiлi значення квантового числа, що визначає квадрат куто-
вого моменту, як ми бачили, не реалiзуються при орбiтальному ру-
сi частинки. Децимацiя пiвцiлих значень j — це наслiдок однозна-
чностi хвильової функцiї частинки при повних поворотах. Якщо
“сiсти” на частинку, тобто розглядати її в системi координат, у
якiй вона як цiле не рухається, то її iмпульс, а отже, i момент
iмпульсу, дорiвнюють нулевi. Момент кiлькостi руху частинки,

2Л.Пастер у 1848 роцi зауважив вiдсутнiсть симетрiї “правого” i “лiвого” на
деяких органiчних сполуках бiологiчних структур. Однак такi штучно синте-
зованi сполуки вiдтворюють цю симетрiю. Причина, отже, полягає не у фiзи-
чних законах, зокрема, її не можна приписати електромагнiтним взаємодiям,
якi вiдповiдають за структуру молекул, а в тому, що з самого Початку або
були синтезованi лише “лiвi” структури, або в процесi еволюцiї вони флюкту-
ацiйно виявились у вигiднiших умовах, а “правi” зникли, що й спостерiгаємо
сьогоднi. Ще одним доказом цього є те, що первiснi художники для наскель-
них малюнкiв брали за трафарет свою руку, переважно лiву, тобто контури
наводили правою.
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зв’язаний з її рухом у просторi, як ми вже зазначали, називають
орбiтальним моментом. У цiй системi координат частинка може
мати лише “внутрiшнiй” момент кiлькостi руху. Цей внутрiшнiй,
або “власний”, момент iмпульсу частинки називають її спiном. Ме-
ханiзм формування власного моменту кiлькостi руху елементар-
них частинок невiдомий. Ще Р.Кронiґ розглядав власний механi-
чний момент електрона як обертання твердого тiла навколо осi.
Однак, за порадою В.Паулi, В. Гайзенберґа i Г.А.Крамерса, вiн
вiдкинув цю модель через те, що лiнiйна швидкiсть поверхнi такої
дзиґи була бiльшою, нiж швидкiсть свiтла. Пiзнiше, у 1925 роцi,
це уявлення знову ввiйшло до розгляду завдяки С. Ґаудсмiтовi та
Дж.Уленбековi, якi висловили припущення про наявнiсть в еле-
ктрона власного моменту кiлькостi руху. У квантову механiку спiн
увiв у 1927 роцi В.Паулi3.

Уважається, що спiн елементарних частинок є такою ж влас-
тивiстю, як, наприклад, їхнiй заряд. Частинка може мати спiн,
рiвний нулевi, j = 0 — це мезони, а зi складних частинок — ядро
4He, атом 4He та iншi. Про частинку, квадрат моменту кiлькостi
руху якої визначається числом j = 1/2, говорять, що її спiн до-
рiвнює “однiй другiй”. Пiд цим розумiють максимальне значення
проекцiї спiну на вiсь z в одиницях ~. Спiн ~/2 мають такi елемен-
тарнi частинки, як електрон, протон, нейтрон, мюон, нейтрино та
iншi, а зi складних частинок — атом 3He, наприклад.

Установимо вигляд матриць компонент оператора спiну для
випадку j = 1/2, використовуючи результати §33. Пригадаймо,
що матриця його z-компоненти є дiагональною:

〈j′,m′|Ĵz |j,m〉 = ~mδj′jδm′m.

3“Один фiлософ вештався завжди там, де гралися дiти. Як побачив хло-
пця з дзиґою, вiдразу насторожувався. I щойно дзиґа починала крутитися,
фiлософ бiг до неї, щоб упiймати. Вiн не звертав уваги на те, що дiти кричать
i гонять його вiд iграшки, i, вхопивши дзиґу, поки вона ще крутиться, був
щасливий, але лише одну мить, потiм кидав її на землю й iшов геть. Власне,
вiн вiрив, що пiзнання кожної дрiбницi, як-от, наприклад, дзиґи, що крути-
ться, вистачає, щоб розумiти взагалi все. . . I завжди, бачивши, як готуються
запустити дзиґу, вiн був охоплений надiєю, що тепер йому пощастить, . . . ”

Франц Кафка. Перетворення.
Оповiдання у перекладi Iвана Кошелiвця.
Лiтературна аґенцiя “Пiрамiда”. Львiв, 2005.
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Оскiльки m = 1/2,−1/2, то матриця цього оператора

Ĵz =


 ~/2 0

0 −~/2


 =

~

2


 1 0

0 −1


 .

Пригадаймо далi, що ненульовi значення матричних елементiв
оператора Ĵ+

〈j,m + 1|Ĵ+|j,m〉 = ~
√
j(j + 1)−m(m+ 1).

Тому:

〈1/2, 1/2|Ĵ+ |1/2,−1/2〉 = ~,

〈1/2,−1/2|Ĵ+ |1/2, 1/2〉 = 0,

〈1/2,−1/2|Ĵ+|1/2,−1/2〉 = 0.

Отже,

Ĵ+ =


 0 ~

0 0


 = ~


 0 1

0 0


 ,

а спряжений оператор

Ĵ− =


 0 0

~ 0


 = ~


 0 0

1 0


 .

За означенням, Ĵ± = Ĵx ± iĴy, тому

Ĵx =
Ĵ+ + Ĵ−

2
, Ĵy =

Ĵ+ − Ĵ−

2i
.

Звiдси знаходимо
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Ĵx =
~

2


 0 1

0 0


+

~

2


 0 0

1 0


 =

~

2


 0 1

1 0


 ,

Ĵy =
~

2i


 0 1

0 0


− ~

2i


 0 0

1 0


 =

~

2i


 0 1

−1 0




=
~

2


 0 −i

i 0


 .

Оператор Ĵ можемо записати в такому виглядi:

Ĵ =
~

2
σ̂,

σ̂ = iσ̂x + jσ̂y + kσ̂z,

де матрицi Паулi

σ̂x =


 0 1

1 0


 , σ̂y =


 0 −i

i 0


 , σ̂z =


 1 0

0 −1


 .

Легко переконатись, що алґебра цих операторiв така:

σ̂2x = 1, σ̂2y = 1, σ̂2z = 1,

σ̂xσ̂y = iσ̂z, σ̂zσ̂x = iσ̂y, σ̂yσ̂z = iσ̂x.

Щодо позначень, то звернемо увагу на те, що оператор власно-
го моменту iмпульсу частинки часто позначають через ŝ, а кван-
тове число j — через s:

ŝ =
~

2
σ̂.
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Зауважимо, що матрицi Паулi разом з одиничною матрицею Î
утворюють повний набiр. Це означає, що будь-який оператор f̂ ,
який зображається матрицею другого порядку,

f̂ =


 f11 f12

f21 f22


 ,

можна представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї

f̂ = aσ̂x + bσ̂y + cσ̂z + dÎ,

a =
f12 + f21

2
, b =

f21 − f12
2i

, c =
f11 − f22

2
, d =

f11 + f22
2

.

Цей вираз фактично є так званим кватернiоном Гамiльтона4.
Знайдемо власнi функцiї операторiв Ĵz та Ĵ2. Для основного

стану |j,m〉 = |1/2, 1/2〉 маємо рiвняння

Ĵ+
∣∣∣1
2
,
1

2

〉
= 0.

4Видатний iрландський математик Вiльям Рован Гамiльтон (1805–1865)
намагався знайти нову систему комплексних чисел з такою ж наочною геоме-
тричною iнтерпретацiєю, як для звичайних комплексних чисел на площинi.
Це привело його в 1843 роцi до винайдення кватернiонiв — чотиричленних
комплексних чисел t+ ix+ jy+ kz, де основнi одиницi i, j, k пiдкоренi таким
умовам:

i2 = j2 = k2 = −1,

ij = k, ki = j, jk = i,

ji = −k, ik = −j, kj = −i.

Величину t Гамiльтон назвав скалярною частиною кватернiона, а ix+ jy+kz
— векторною. Кватернiони займали виняткове мiсце в математичнiй твор-
чостi Гамiльтона. Вiн та його школа вiрили в унiверсальне значення теорiї
кватернiонiв, що викликало нерозумiння та спротив у математичному свiтi.

Легко зауважити, що основнi одиницi є матрицями Паулi, якi помноженi
на −

√
−1:

i = −
√
−1 σ̂x, j = −

√
−1 σ̂y, k = −

√
−1 σ̂z.

Отже, кватернiон можна зобразити як t −
√
−1(xσ̂x + yσ̂y + zσ̂z). Цим i ви-

значається мiсце та роль кватернiонiв у математицi.
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У матричнiй формi цей кет-вектор

∣∣∣∣
1

2
,
1

2

〉
=


 α

β


 ,

а рiвняння для нього:

 0 1

0 0




 α

β


 = 0.

Звiдси β = 0, а з умови нормування

(α∗β∗)


 α

β


 = |α|2 + |β|2 = 1,

знаходимо, що |α|2 = 1. Оскiльки хвильову функцiю визначаємо
з точнiстю до фазового множника, то, не зменшуючи загальностi,
покладемо α = 1. Отже,

∣∣∣∣
1

2
,
1

2

〉
=


 1

0


 .

Ця хвильова функцiя описує стан, у якому проекцiя спiну на вiсь z
дорiвнює ~/2. Часто її позначають скорочено як

| ↑〉 =


 1

0




i говорять, що вона описує стан “спiн уверх”. Iз загальної формули
знаходимо хвильову функцiю, яка описує стан “спiн униз”

| ↓〉 =

∣∣∣∣
1

2
, −1

2

〉
=
Ĵ−

~

∣∣∣∣
1

2
,
1

2

〉

=


 0 0

1 0




 1

0


 =


 0

1


 .
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Отже,

| ↓〉 =


 0

1


 .

Знайдемо явнi вирази для операторiв повороту. Почнемо з

R̂z
ϕ = ei

Ĵz
~
ϕ = ei

ϕ
2
σz

= Î + i
ϕ

2
σ̂z +

(
iϕ

2

)2 1

2!
σ̂2z +

(
iϕ

2

)3 1

3!
σ̂3z + · · ·

= Î

(
1 +

1

2!

(
iϕ

2

)2

+
1

4!

(
iϕ

2

)4

+ · · ·
)

+ σ̂z

(
iϕ

2
+

(
iϕ

2

)3 1

3!
+ · · ·

)
= Î cos

ϕ

2
+ iσ̂z sin

ϕ

2

=


 1 0

0 1


 cos

ϕ

2
+


 1 0

0 −1


 i sin

ϕ

2
=


 ei

ϕ
2 0

0 e−iϕ
2


 .

Матриця R̂z
ϕ, як i Ĵz, є дiагональною.

Аналогiчно

R̂y
θ = Î cos

θ

2
+ iσ̂y sin

θ

2
,

або

R̂y
θ =


 cos θ

2 sin θ
2

− sin θ
2 cos θ

2


 .
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Нарештi

R̂x
α = Î cos

α

2
+ iσx sin

α

2
,

R̂x
α =


 cos α

2 i sin α
2

i sin α
2 cos α

2


 .

Як iлюстрацiю застосування знайдених виразiв розглянемо
розпад Λ0 частинок. Цей розпад є прикладом безлептонного роз-
паду адронiв за рахунок слабкої взаємодiї. Розглянемо реакцiї
утворення i розпаду Λ0-частинки та K0-мезона:

π− + p→ Λ0 +K0,

Λ0 → p+ π−,

K0 → π+ + π−.

Рис. 36. Утворення i безлептонний розпад Λ0-частинки та K0-мезона.
Стрiлками позначено напрямки руху частинок.
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Схематично цi реакцiї зображенi на рис. 36. Суцiльнi лiнiї —
це слiди заряджених частинок у бульбашковiй камерi, штриховi
лiнiї — шлях нейтральних частинок Λ0 та K0, якi не залишають
слiдiв.

Перша реакцiя — це народження Λ0-частинки та K0-мезона
на протонi в бульбашковiй камерi з рiдким воднем пiд дiєю π−-
мезона. Вона є прикладом сильних взаємодiй. Розпади Λ0- та
K0-частинок вiдбуваються завдяки слабкiй взаємодiї. Зосередимо
увагу на розпадi Λ0-частинки в системi центра мас (див. рис. 37).

Нехай її спiн, який дорiвнює 1/2, напрямлений уверх уздовж
осi z. Оскiльки пiон — частинка безспiнова, то iз закону збереже-
ння моменту кiлькостi руху пiсля розпаду спiн протона, рiвний
1/2, також напрямлений уверх. Нехай амплiтуда iмовiрностi тако-
го розпаду дорiвнює a. Якщо спiн Λ0-частинки напрямлений униз,
то i спiн протона пiсля розпаду буде напрямлений униз. Прийма-
ємо, що амплiтуда цього процесу дорiвнює b. Поставимо питання:
яка ймовiрнiсть того, що протон вилетить пiд кутом θ до осi z?
Для цього подiємо на хвильову функцiю Λ0-частинки

|Λ0〉 = | ↑〉

Рис. 37. Розпад Λ0-частинки в системi центра мас. Суцiльними стрiлка-
ми позначено напрямки спiнiв частинок, а штрихованими — напрямки
iмпульсiв частинок.
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оператором повороту навколо осi y на кут θ:

|Λ0〉′ = R̂y
θ |Λ0〉 =


 cos θ

2 sin θ
2

− sin θ
2 cos θ

2




 1

0




=


 cos θ

2

− sin θ
2


 =


 1

0


 cos

θ

2
−


 0

1


 sin

θ

2

= | ↑〉 cos θ
2
− | ↓〉 sin θ

2
.

Звiдси випливає, що амплiтуда ймовiрностi вильоту протона зi
спiном уверх пiд кутом θ дорiвнює a cos θ

2 , а амплiтуда ймовiрно-
стi того, що протон вилiтає пiд кутом θ зi спiном униз, дорiвнює
(−b) sin θ

2 . Отже, повна ймовiрнiсть того, що протон вилiтає пiд
кутом θ до осi z,

w(θ) = |a|2 cos2 θ
2
+ |b|2 sin2 θ

2
.

Пiсля елементарних перетворень

w(θ) = A(1 +B cos θ),

де

A =
|a|2 + |b|2

2
, B =

|a|2 − |b|2
|a|2 + |b|2 .

Ця формула визначає кутовий розподiл протонiв у реакцiї розпаду
Λ0-частинки. Експериментально вимiряний коефiцiєнт B = −0.63.
Оскiльки величина B 6= 0, маємо порушення закону збережен-
ня парностi. Справдi, розпад Λ0-частинки зi спiном униз — це є
просто дзеркальне вiдображення її розпаду зi спiном уверх (див.
рис. 38).

Нагадаємо, що при такому дзеркальному вiдображеннi поляр-
нi вектори, якими є iмпульси частинок, не змiнюють своїх на-
прямкiв, а аксiальнi вектори, якими є спiни частинок, змiнюють
свої напрямки на протилежнi. Якщо вектори напрямленi перпен-
дикулярно до дзеркала, то напрямок змiнюють полярнi вектори, а
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Рис. 38. Стани “спiн уверх” та “спiн униз” є дзеркально вiдображеними.

аксiальнi вектори не змiнюють. Здавалось би, що амплiтуда роз-
паду Λ0-частинки в дзеркалi також за величиною дорiвнює a i
вiдповiднi ймовiрностi є рiвними, |a|2 = |b|2. Однак, як бачимо,
експеримент свiдчить про iнше. Симетрiї “лiвого” i “правого” не
iснує. Чи означає це, що в дзеркалi закони є iншими? Нi. Просто
ми не врахували, що Природа бачить себе в дзеркалi не лише з
протилежними спiнами частинок, а ще й з протилежними “заря-
дами”: електричними, барiонними, лептонними, а також дивнiстю.
Отже, фiзичнi закони при цьому не змiнюються, якщо, крiм опе-
рацiї iнверсiї P , здiйснити операцiю зарядового спряження, тоб-
то змiну всiх знакiв “зарядiв” на протилежнi. Це так звана CP -
iнварiантнiсть5.

5Як вiдомо, Нарцис закохався в своє вiдображення у водi, i видається саме
тому, що не пов’язував його виникнення iз собою. Тобто вiн закохався не в
себе, а в когось iншого — боги тим i скарали вродливого юнака за зневажену
любов нiмфи Ехо, що не сказали йому нi про CP -iнварiантнiсть, нi про ба-
гатовимiрнiсть простору, яка, можливо, розв’язує проблему i з K0

L-мезоном
(див. § 3, Приклад 4), в розпадах якого CP -iнварiантнiсть порушується. . .

Стародавнi грекi не мали сумнiву, що свiт у дзеркалi є iншим. Легендар-
ний Персей вiдтяв голову Медузi Ґорґонi, користуючись мiдним щитом, як
дзеркалом, аби уникнути прямого погляду на неї, вiд якого люди i звiри кам’-
янiли. Виходить, Персей бачив у дзеркалi свого щита iншу iстоту, яка вже не
мала такої страхiтливої сили.
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§ 36. Матрицi операторiв повороту для j = 1

Обчислимо в явному виглядi матрицi операторiв проекцiй мо-
менту кiлькостi руху та матрицi операторiв повороту для випадку,
коли момент кiлькостi руху дорiвнює ~. Вони мають цiлу низку
цiкавих застосувань в атомнiй та ядернiй фiзицi. Наприклад, вла-
сний момент iмпульсу (або спiн), рiвний одиницi, має ядро важко-
го iзотопа водню (дейтрон в основному станi). Спiн, рiвний оди-
ницi, має також фотон, хоча z-компонента спiну фотона набуває
лише два значення, а не три. Це пов’язано з тим, що для частинок
iз масою спокою, рiвною нулевi, iснує видiлена вiсь у просторi, яка
вказує напрямок їх руху зi швидкiстю свiтла.

Iз загального виразу для ненульових матричних елементiв
〈j,m + 1|Ĵ+|j,m〉 = ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1), j = 1, m = 1, 0, −1

знаходимо

Ĵ+ = ~




0
√
2 0

0 0
√
2

0 0 0


 = ~

√
2




0 1 0

0 0 1

0 0 0


 .

Очевидно, що

Ĵ− = ~
√
2




0 0 0

1 0 0

0 1 0


 .

Оскiльки

Ĵx =
Ĵ+ + Ĵ−

2
, Ĵy =

Ĵ+ − Ĵ−

2i
,

то

Ĵx =
~√
2




0 1 0

1 0 1

0 1 0


 , Ĵy =

i~√
2




0 −1 0

1 0 −1

0 1 0


 .
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Дiагональна матриця z-компоненти:

Ĵz = ~




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 .

Оператор повороту навколо осi z:

R̂z
ϕ = eiϕĴz/~

= Î +
iϕ

~
Ĵz +

1

2!

(
iϕ

~

)2

Ĵ2
z +

1

3!

(
iϕ

~

)3

Ĵ3
z + · · · .

Оскiльки

Ĵ2
z = ~2




1 0 0

0 0 0

0 0 1


 ,

(Ĵz/~)
3 = Ĵz/~,

то виписаний ряд згортається i

R̂z
ϕ =




1 0 0

0 0 0

0 0 1


 cosϕ+




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 i sinϕ+




0 0 0

0 1 0

0 0 0




=




cosϕ+ i sinϕ 0 0

0 1 0

0 0 cosϕ− i sinϕ


 .

Отже,

R̂z
ϕ =




eiϕ 0 0

0 1 0

0 0 e−iϕ


 .
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Оператор повороту навколо осi y

R̂y
θ = eiθĴy/~

= Î + iθ
Ĵy
~

+
1

2!
(iθ)2

(
Ĵy
~

)2

+
1

3!
(iθ)3

(
Ĵy
~

)3

+ . . . ,

(
Ĵy
~

)2

=

(
i√
2

)2




0 −1 0

1 0 −1

0 1 0







0 −1 0

1 0 −1

0 1 0




= −1

2




−1 0 1

0 −2 0

1 0 −1


 .

Отже,

Ĵ2
y =

~2

2




1 0 −1

0 2 0

−1 0 1


 .

Далi

(
Ĵy
~

)3

=
i√
2

1

2




0 −1 0

1 0 −1

0 1 0







1 0 −1

0 2 0

−1 0 1




=
i√
2




0 −1 0

1 0 −1

0 1 0


 .
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Отже,
(
Ĵy
~

)3

=
Ĵy
~
.

Очевидно, що
(
Ĵy
~

)4

=

(
Ĵy
~

)3
Ĵy
~

=
Ĵy
~

Ĵy
~

=

(
Ĵy
~

)2

,

тому

R̂y
θ = Î + iθ

Ĵy
~

+
1

2!
(iθ)2

(
Ĵy
~

)2

+
1

3!
(iθ)3

(
Ĵy
~

)3

+
1

4!
(iθ)4

(
Ĵy
~

)4

+ · · ·

= Î +
Ĵy
~
i sin θ +

(
Ĵy
~

)2

(cos θ − 1) =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




− sin θ√
2




0 −1 0

1 0 −1

0 1 0


+

cos θ − 1

2




1 0 −1

0 2 0

−1 0 1




i остаточно

R̂y
θ =




1+cos θ
2

sin θ√
2

1−cos θ
2

− sin θ√
2

cos θ sin θ√
2

1−cos θ
2 − sin θ√

2
1+cos θ

2


 .

Оператор повороту навколо осi x

R̂x
α = eiαĴx/~
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= Î + iα
Ĵx
~

+
(iα)2

2!

(
Ĵx
~

)2

+
(iα)3

3!

(
Ĵx
~

)3

+ · · · ,

Ĵ2
x =

~2

2




0 1 0

1 0 1

0 1 0







0 1 0

1 0 1

0 1 0


 =

~2

2




1 0 1

0 2 0

1 0 1


 ,

(
Ĵx
~

)3

=
1

2
√
2




1 0 1

0 2 0

1 0 1







0 1 0

1 0 1

0 1 0




=
1

2
√
2




0 2 0

2 0 2

0 2 0


 =

1√
2




0 1 0

1 0 1

0 1 0


 ,

тобто
(
Ĵx
~

)3

=

(
Ĵx
~

)
.

Тепер

R̂x
α = Î +

(
iα+

(iα)3

3!
+ · · ·

)
Ĵx
~

+

(
(iα)2

2!
+

(iα)4

4!
+ · · ·

)(
Ĵx
~

)2

= Î +
Ĵx
~
i sinα+

(
Ĵx
~

)2

(cosα− 1)

=




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+

i sinα√
2




0 1 0

1 0 1

0 1 0


+

cosα− 1

2




1 0 1

0 2 0

1 0 1


.
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Нарештi,

R̂x
α =




1 + cosα

2

i sinα√
2

cosα− 1

2
i sinα√

2
cosα

i sinα√
2

cosα− 1

2

i sinα√
2

1 + cosα

2



.

Вiдзначимо ще одну цiкаву властивiсть квадратiв проекцiй мо-
менту iмпульсу Ĵ2

x , Ĵ2
y , Ĵ2

z для нашого конкретного випадку j = 1.
Використовуючи знайденi явнi вирази цих матриць, легко пере-
вiрити, що результати їхнiх попарних добуткiв не залежать вiд
порядку множникiв. Тобто цi оператори комутують мiж собою:

[Ĵ2
i , Ĵ

2
j ] = 0, i, j = (x, y, z).

Отже, можна одночасно вимiрювати квадрати кожної з компо-
нент моменту iмпульсу, якщо повний момент дорiвнює ~. Причому
оскiльки кожна з проекцiй набуває значення (−~, 0, ~), то її ква-
драт може дорiвнювати нулевi або ~2. Тому якщо взяти до уваги,
що Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵ2

z = 2~2, то при нульовому значеннi квадрата однiєї
з проекцiй кожен з двох iнших дорiвнюватиме ~2.

§ 37. Квантове обертання твердого тiла

Класична частинка, що вiльно рухається поверхнею сфери ра-
дiуса a, має кiнетичну енерґiю E = L2/2I, де L — класичний
момент iмпульсу, I = ma2 — момент iнерцiї. Цей вираз визначає
й енерґiю обертового руху двох жорстко зв’язаних частинок. У
квантовому випадку вiдповiдний оператор енерґiї такої системи,
яку називають ротатором, отримуємо замiною L на оператор мо-
менту iмпульсу:

Ĥ =
L̂2

2I
.

Цей гамiльтонiан описує обертання таких лiнiйних молекул, як
H2, O2, N2, Cl2, а також CO, HCl (див. рис. 39).
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Рис. 39. Лiнiйнi молекули.

Рiвнi енерґiї ротатора визначаються, як бачимо, власними зна-
ченнями квадрата орбiтального моменту кiлькостi руху

El =
~2

2I
l(l + 1),

l = 0, 1, 2, . . . . Енерґiя не залежить вiд квантового числа m, яке
визначає проекцiю моменту iмпульсу: маємо (2l+1)-кратне виро-
дження.

Рис. 40. Багатоатомнi молекули.

Обертова енерґiя складнiших об’єктiв, як наприклад, молекул
H2O, NH3, CH4 (див. рис. 40), також визначається через власнi
значення квадрата моменту кiлькостi руху та його проекцiй, якщо
розглядати обертання таких молекул як обертання твердого тiла
з жорстко закрiпленими атомами. Модель такої дзиґи описує й
обертовi ступенi вiльностi атомних ядер. У загальному випадку
обертова енерґiя твердого тiла визначається гамiльтонiаном, що
отримується з класичного виразу для енерґiї, записаної в систе-
мi координат, осi якої напрямленi вздовж головних осей iнерцiї
твердого тiла i обертаються разом з ним:

Ĥ =
Ĵ2
1

2I1
+
Ĵ2
2

2I2
+
Ĵ2
3

2I3
,
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де I1, I2, I3 — головнi моменти iнерцiї. Виявляється, що пере-
ставнi спiвввiдношення для компонент моменту кiлькостi руху
Ĵ1, Ĵ2, Ĵ3 в системi координат, яка обертається, вiдрiзняються
вiд правил комутацiї в нерухомiй системi лише знаком у правiй
частинi, що не змiнює знайдених матричних елементiв та власних
значень для компонент операторiв обертового моменту. Виписа-
ний гамiльтонiан описує, зрозумiло, не лише внесок орбiтального
моменту кiлькостi руху, а мiстить i внутрiшнiй момент, як напри-
клад, спiн ядра. У загальному випадку власнi значення такого га-
мiльтонiана виписати неможливо, хоча для кожного конкретного
значення квантового числа j таку задачу розв’язати доволi про-
сто.

Рис. 41. Аксiально симетричнi атомнi ядра.

Для повнiстю симетричної дзиґи, коли I1 = I2 = I3,

Ej =
~2

2I1
j(j + 1).

Прикладом може бути молекула метану CH4.
Неважко обчислити рiвнi енерґiї обертального руху i для ви-

падку симетричної дзиґи

I1 = I2 6= I3.

Справдi, гамiльтонiан

Ĥ =
Ĵ2
1

2I1
+
Ĵ2
2

2I2
+
Ĵ2
3

2I3
=
Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3

2I1
+
Ĵ2
3

2I3
− Ĵ2

3

2I1
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=
Ĵ2

2I1
+
Ĵ2
3

2

(
1

I3
− 1

I1

)
,

а рiвнi енерґiї

Ej,m =
~2j(j + 1)

2I1
+

~2m2

2

(
1

I3
− 1

I1

)
.

У порiвняннi з повнiстю симетричною дзиґою тут виродження
частково знiмається. Значення енерґiї збiгаються для тих кванто-
вих чисел m, якi вiдрiзняються лише знаком. Тому рiвнi енерґiї
при m 6= 0 є двократно виродженими.

Приклад. Рiвнi енерґiї асиметричної дзиґи при j = 1. Використаймо об-
численi у §36 матрицi квадратiв проекцiй моменту кiлькостi руху i знайдiмо
матрицю гамiльтонiана:

Ĥ =
Ĵ2
1

2I1
+
Ĵ2
2

2I2
+
Ĵ2
3

2I3
=

1

2I1

~2

2




1 0 1

0 2 0

1 0 1




+
1

2I2

~2

2




1 0 −1

0 2 0

−1 0 1


+

1

2I3
~
2




1 0 0

0 0 0

0 0 1


 =




A 0 B

0 C 0

B 0 A


 ,

де

A = ~
2

(
1

4I1
+

1

4I2
+

1

2I3

)
,

B = ~
2

(
1

4I1
− 1

4I2

)
,

C = ~
2

(
1

2I1
+

1

2I2

)
.

Секулярне рiвняння для визначення рiвнiв енерґiї
∣∣∣∣∣∣∣∣

A− E 0 B

0 C −E 0

B 0 A− E

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

є кубiчним рiвнянням

(C − E)
[
(A− E)2 −B2

]
= 0,
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розв’язки якого:

E1 = C = ~
2

(
1

2I1
+

1

2I2

)
,

E2 = A+B = ~
2

(
1

2I1
+

1

2I3

)
,

E3 = A−B = ~
2

(
1

2I2
+

1

2I3

)
.

Цей результат можна було отримати без будь-яких обчислень, лише див-
лячись на гамiльтонiан. Справдi, ми знаємо, що для j = 1 квадрати проекцiй
моменту iмпульсу одночасно можуть набувати значень 0 або ~2, причому їхня
сума дорiвнює 2~2. Тобто, якщо, наприклад, квадрат третьої компоненти до-
рiвнює нулевi, то два другi дорiвнюють ~2 кожен, i з вигляду гамiльтонiана
отримаємо власне значення E1. Якщо нулевi дорiвнює квадрат другої компо-
ненти, то маємо E2, i нарештi, при нульовому власному значеннi оператора
Ĵ2
1 знаходимо енерґiю E3.

§ 38. Ядерний квадрупольний резонанс

Взаємодiя системи “атомне ядро+електричнi заряди” з еле-
ктромагнiтним полем, яка викликає квантовi переходи мiж ста-
нами з рiзною орiєнтацiєю електричного квадрупольного моменту
ядра щодо оточуючих зарядiв, у спектроскопiї має назву ядерного
квадрупольного резонансу (ЯКР). Явище ЯКР вiдiграло важливу
роль i в розвитку самої квантової механiки, i в прикладних зада-
чах атомної фiзики, фiзики ядра та фiзики твердого тiла. Роз-
рахунок енерґетичних рiвнiв у цiй задачi є чудовою iлюстрацiєю
теорiї моменту кiлькостi руху.

Енерґетичнi рiвнi атома та його структура визначаються куло-
нiвською взаємодiєю ядра з електронами. Головною є електроста-
тична взаємодiя з ядром як з точковим зарядом. Оскiльки ядро
має структуру, то це лише перший член розкладу електростати-
чної енерґiї за мультипольними взаємодiями. Другий член, що ви-
значається електричним дипольним моментом ядра, дорiвнює ну-
левi внаслiдок того, що центр мас ядра збiгається з центром його
заряду i дипольний момент дорiвнює нулевi. Наступний доданок
мультипольного розкладу, який визначається квадрупольним мо-
ментом ядра, як вiдомо, має вигляд:

∆E =
1

6

∑

αβ

VαβQαβ ,
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де тензор квадрупольного моменту ядра

Qαβ =
∑

p

|e|
(
3xαpx

β
p − r2pδαβ

)
.

Пiдсумовування тут вiдбувається за протонами ядра, декарто-
вi координати яких вiдносно центра мас позначенi через xαp ,
α = 1, 2, 3; r2p = (x1p)

2 + (x2p)
2 + (x3p)

2. Ми також будемо вживати
позначення α = x, y, z. Тензор ґрадiєнта електричного поля

Vαβ =
∂2V

∂Xα∂Xβ
,

V = V (R) — потенцiал поля в центрi ядра, створеного зарядами,
що його оточують; R = (X1, X2, X3) — координати центра мас
ядра. Ця квадрупольна взаємодiя залежить вiд орiєнтацiї квадру-
польного моменту ядра вiдносно оточуючих зарядiв i може роз-
глядатись як незначне збурення до енерґiї взаємодiї з ядром як
точковим зарядом (див. рис. 42).

Рис. 42. Рiзнi орiєнтацiї ядер щодо оточуючих зарядiв (q — величина
заряду).

Перейдемо до квантовомеханiчного опису. Хвильова функцiя
ядра описує як його орiєнтацiйнi ступенi вiльностi, тобто рух як
цiлого, так i внутрiшнi властивостi. Нас цiкавитимуть саме орi-
єнтацiйнi рухи ядра, якi є “повiльними” на фонi швидких рухiв
нейтронiв i протонiв у ядрi. Тому виконаємо усереднення тензо-
ра квадрупольного моменту за внутрiшнiми ступенями вiльностi:
Qαβ → 〈Qαβ〉. Цей усереднений тензор повинен, по-перше, залежа-
ти лише вiд величин, що характеризують ядро як цiле, а по-друге,
також мати властивостi тензора. Єдиним вектором, що залиша-
ється пiсля такого усереднення i який визначає орiєнтацiю ядра
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у просторi, є його момент кiлькостi руху. Тому тензорний хара-
ктер величини 〈Qαβ〉 можна створити за допомогою компонент
моменту кiлькостi руху Jα, якi при квантовомеханiчному описi
замiнюємо на оператори Ĵα. Отже, оператор квадрупольного мо-
менту

Q̂αβ = const×
{
3
ĴαĴβ + Ĵβ Ĵα

2
− Ĵ2δαβ

}
.

Його тензорна структура вiддзеркалює вихiдну структуру Qαβ , а
з урахуванням того, що оператори Ĵα мiж собою не комутують,
тут узята пiвсума їхнiх добуткiв. Мiркування, якi привели нас
до виразу для Q̂αβ, становлять змiст так званої теореми Вiґнера–
Еккарта.

Квадрупольним моментом ядра прийнято називати величину

Q = 〈j, j|Q̂zz |j, j〉,
що є дiагональним матричним елементом zz-компоненти тензора
Q̂αβ, розрахованого на хвильовiй функцiї з максимальною прое-
кцiєю моменту iмпульсу m = j. З урахуванням явного вигляду
оператора квадрупольного моменту маємо

Q = const× 〈j, j|3Ĵ2
z − Ĵ2|j, j〉 = const×

[
3j2 − j(j + 1)

]
~2,

Q = const× j(2j − 1)~2.

Зауважуємо, що квадрупольний момент ядра Q = 0, якщо j = 0
або j = 1/2. У цьому випадку явище ЯКР вiдсутнє. Сталу, яка
входить в означення тензора Q̂αβ, виразимо через величину Q:

const =
Q

~2j(2j − 1)
.

Гамiльтонiан нашої задачi

Ĥ =
1

6

∑

αβ

VαβQ̂αβ.

Симетричний тензор Vαβ можна привести до дiагонального
вигляду
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Vαβ = Vααδαβ .

Пiсля чого

Ĥ =
Q

6~2j(2j − 1)

×
{
Vxx(3Ĵ

2
x − Ĵ2) + Vyy(3Ĵ

2
y − Ĵ2) + Vzz(3Ĵ

2
z − Ĵ2)

}
.

Очевидно, що електростатичний потенцiал V задовольняє рiвня-
ння Лапласа:

Vxx + Vyy + Vzz = 0.

Скориставшись цим, перетворимо в гамiльтонiанi вираз у фiгур-
них дужках:

Vxx (3Ĵ
2
x − Ĵ2) + Vyy (3Ĵ

2
y − Ĵ2) + Vzz (3Ĵ

2
z − Ĵ2)

=
Vxx + Vyy

2
(3Ĵ2

x − Ĵ2) +
Vxx − Vyy

2
(3Ĵ2

x − Ĵ2)

+
Vyy + Vxx

2
(3Ĵ2

y − Ĵ2) +
Vyy − Vxx

2
(3Ĵ2

y − Ĵ2) + Vzz(3Ĵ
2
z − Ĵ2)

= −Vzz
2

(3Ĵ2
x − Ĵ2) +

Vxx − Vyy
2

(3Ĵ2
x − Ĵ2)

−Vzz
2

(3Ĵ2
y − Ĵ2) +

Vyy − Vxx
2

(3Ĵ2
y − Ĵ2) + Vzz(3Ĵ

2
z − Ĵ2)

= −Vzz
2

(3Ĵ2
x + 3Ĵ2

y− 2Ĵ2) +
Vxx − Vyy

2
3(Ĵ2

x− Ĵ2
y ) + Vzz (3Ĵ

2
z − Ĵ2)
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=
3

2
Vzz (3Ĵ

2
z − Ĵ2) +

3

2
(Vxx − Vyy)(Ĵ

2
x − Ĵ2

y ).

Отже, гамiльтонiан

Ĥ =
Q

4~2j(2j − 1)

{
Vzz (3Ĵ

2
z − Ĵ2) + (Vxx − Vyy)(Ĵ

2
x − Ĵ2

y )
}
.

Розглянемо важливий випадок аксiальної симетрiї, коли Vxx =
Vyy:

Ĥ =
Q

4~2j(2j − 1)
Vzz

(
3Ĵ2

z − Ĵ2
)
.

Тепер легко знаходимо енерґетичнi рiвнi

Ej,m =
QVzz

4j(2j − 1)

[
3m2 − j(j + 1)

]
, j = 1,

3

2
, 2, . . . ,

зумовленi квантуванням просторового орiєнтацiйного розташува-
ння ядра в зовнiшньому електричному полi. Рiвнi енерґiї двокра-
тно виродженi: енерґiя не залежить вiд знака числа m.

Для iлюстрацiї отриманого результату розгляньмо ядро 35Сl,
для якого j = 3/2. Маємо два двократно виродженi рiвнi E3/2,±3/2
та E3/2,±1/2, вiдстань мiж якими

∆ = E3/2,±3/2 − E3/2,±1/2 =
1

2
QVzz.

Експериментально вимiряна частота ядерного квадрупольно-
го резонансу ν = ∆/2π~ у молекулi фреону CClF3 дорiвнює
38.8МГц, а в CClH3 ν = 34.2МГц. Експеримент, таким чином,
дає змогу визначити величину QVzz. Якщо конфiґурацiя i стан
зарядiв, якi оточують ядро, вiдомi, то можна розрахувати ґра-
дiєнт поля Vzz i знайти квадрупольний момент ядра Q. У свою
чергу, знаючи величину Q, можна дослiджувати структуру та
стан навколишнiх зарядiв. Зокрема, очевидно, що для сферично-
симетричного розташування зарядiв ґрадiєнт поля Vzz = 0. На-
приклад, ядро атома 35Cl в йонному кристалi NaCl не “свiтить”,
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ЯКР — вiдсутнiй. Це є наслiдком того, що електронна оболон-
ка йона хлору має сферичну симетрiю i Vzz = 0. Навпаки, явище
ЯКР спостерiгається в сполуках, де атом хлору вступає в ковален-
тний зв’язок, який характеризується просторовою напрямленiстю
(як у молекулi фреону), i ґрадiєнт Vzz 6= 0. Отже, за величиною
розщеплення енерґетичних рiвнiв ∆ можна робити висновки щодо
характеру електронного розподiлу навколо ядер атомiв i вимiрю-
вати так званий “ступiнь йонностi зв’язку”6.

Для j = 1 власнi значення гамiльтонiана Ĥ легко знаходимо i
при наявностi асиметрiї, якщо взяти до уваги властивостi опера-
торiв Ĵ2

x , Ĵ2
y , Ĵ2

z , про якi йшлося в заключному абзацi §36. Отже,

якщо власне значення Ĵ2
z дорiвнює нулевi, то власнi значення Ĵ2

x ,
Ĵ2
y дорiвнюють ~2 i з виразу для гамiльтонiана бачимо, що рiвень

енерґiї E1 = −2~Ω, де частота Ω = QVzz/4~; аналогiчно, якщо
власне значення Ĵ2

y дорiвнює нулевi, то E2 = ~Ω(1 + η), де пара-
метр асиметрiї η = (Vxx−Vyy)/Vzz; нарештi, коли власне значення
Ĵ2
x дорiвнює нулевi, то рiвень енерґiї E3 = ~Ω(1−η). Якщо пiдста-

вити вираз для параметра асиметрiї η, то з врахуванням рiвняння
Лапласа

E1 = −QVzz/2, E2 = −QVyy/2, E3 = −QVxx/2.

Очевидно, цей результат можна було би отримати безпосередньо
з рiвнiв енерґiї, знайдених в прикладi до попереднього парагра-
фа, внаслiдок повної формальної аналогiї нашого гамiльтонiа-
на з гамiльтонiаном асиметричної дзиґи, зробивши такi замiни:
~2/2I1 → QVxx/2, ~2/2I2 → QVyy/2, ~2/2I3 → QVzz/2.

Приклад 1. Ґрадiєнт поля Vzz. В iзольованому атомi ґрадiєнт поля Vzz

в точцi R розташування ядра створюється електронами. Якщо не брати до
уваги мiжелектронної взаємодiї, то для розрахунку Vzz достатньо провести
обчислення з одним електроном. Потенцiал, який створює електрон, V =
e/|r−R|, r — радiус-вектор електрона.

6Явище ЯКР використовують для неруйнiвної iдентифiкацiї речовини, на-
приклад героїну чи вибухового матерiалу, пiд час митного догляду. Багаж
опромiнюють широкочастотним iмпульсом радiохвиль малої iнтенсивностi,
переводячи при цьому ядернi квадрупольнi моменти речовини в збудженi
орiєнтацiйнi стани, а зворотнi спонтаннi квантовi переходи в основний стан
дають радiосиґнали з характерними для неї частотами, якi зiставляють з ета-
лонними частотами.
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Тепер потрiбно взяти вiд V другу похiдну по z-координатi ядра, усере-
днити її з хвильовою функцiєю, що описує стани електрона, i в системi центра
мас ядра, коли R = 0, отримаємо:

Vzz = e

〈
3z2

r5
− 1

r3

〉
.

У сферичних координатах z = r cos θ i

Vzz = e

〈
1

r3

〉(
3 cos2 θ − 1

)
,

де 1/r3 усереднюємо за радiальним рухом електрона, а усереднення за його
кутовими рухами, якi описує сферична функцiя Yl,m, позначено рискою над
cos2 θ.

Усереднення за кутами легко обчислити з використанням явних виразiв
для сферичних функцiй з §34. У випадку, коли l = 0, m = 0:

cos2 θ =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ cos2 θ |Y0,0|2 =
1

2

π∫

0

dθ sin θ cos2 θ =
1

3
.

Оскiльки
3 cos2 θ − 1 = 0,

то внесок цього сферично-симетричного стану електрона в ґрадiєнт Vzz до-
рiвнює нулевi.

Якщо l = 1, m = 0, то

cos2 θ =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ cos2 θ |Y1,0|2 =
3

2

π∫

0

dθ sin θ cos4 θ =
3

5

i отже,

3cos2 θ − 1 =
4

5
.

Нарештi для l = 1, m = ±1 маємо

cos2 θ =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ sin θ cos2 θ|Y1,±1|2 =
3

4

π∫

0

dθ sin θ cos2 θ sin2 θ

=
3

4

π∫

0

dθ sin θ cos2 θ(1− cos2 θ) =
1

5
,

а величина

3 cos2 θ − 1 = −2

5
.
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Якщо електронна оболонка в атомi з l = 1 є замкненою, то цi електрони
також не дають внеску у Vzz. Наприклад, в атомi Cl шiсть електронiв за-
повненої оболонки з головним квантовим числом n = 2 i l = 1 перебувають
у станах m = 0,±1: по два електрони з протилежно напрямленими спiнами
для кожного значення m. Отже, внесок вiд усереднення за кутами дорiвнює:
2 × 4/5 + 2 × (−2/5) + 2 × (−2/5) = 0. Ґрадiєнт поля в атомi Cl створюють
п’ять електронiв оболонки з квантовими числами n = 3, l = 1, m = 0,±1. Цей
внесок еквiвалентний внесковi одного електрона й дорiвнює:

Vzz = e

〈
1

r3

〉[
1× 4

5
+ 2×

(
−2

5

)
+ 2×

(
−2

5

)]
= −4

5
e

〈
1

r3

〉

або

Vzz = e

〈
1

r3

〉[
2× 4

5
+ 1×

(
−2

5

)
+ 2×

(
−2

5

)]
=

2

5
e

〈
1

r3

〉
.

Отже, якщо атом 35Cl, вступаючи у сполуку, зберiгає хоча б частково куто-
вий розподiл електронiв незаповненої оболонки, то спостерiгаємо явище ЯКР.
Роль iнших зарядiв, що оточують ядро Cl, є незначною внаслiдок множника
1/r3, який швидко зменшується з вiдстанню.

Приклад 2. Знайти час, за котрий ядро з квадрупольним моментом Q i
спiном j = 1 в оточеннi електричних зарядiв з градiєнтом потенцiалу Vzz i па-
раметром асиметрiї η = (Vxx−Vyy)/Vzz перейде зi стану, в якому z-компонента
спiну Jz = 1, у стан з Jz = −1.

Оскiльки для j = 1 всi оператори в гамiльтонiанi Ĥ (див. текст у §38)
комутують мiж собою, то оператор еволюцiї можна записати як добуток:

e−
i
~
Ĥt = e2iΩte−3iΩtÂe−iΩηtB̂,

де Ω = QVzz/4~,

Â = (Ĵz/~)
2 =




1 0 0

0 0 0

0 0 1


 , B̂ = (Ĵ2

x − Ĵ2
y )/~

2 =




0 0 1

0 0 0

1 0 0


 .

Оскiльки Ân = Â, B̂2n = Â, B̂2n+1 = B̂, n = 1, 2, . . . , то пiсля розкладу
операторних експонент

e−
i
~
Ĥt = e2iΩt

[
1 + Â

(
e−3iΩt − 1

)] [
1− iB̂ sin ηΩt+ Â(cos ηΩt− 1)

]
.

Ураховуючи явний вигляд операторiв, пiсля простих обчислень знаходимо

e−
i
~
Ĥt = e−iΩt




cos ηΩt 0 −i sin ηΩt
0 e3iΩt 0

−i sin ηΩt 0 cos ηΩt


 .
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Дiя цього оператора на стан з Jz = 1 дає:

e−
i
~
Ĥt




1

0

0


 = e−iΩt




cos ηΩt

0

−i sin ηΩt


 .

Цей стан збiгатиметься (з точнiстю до довiльного фазового множника) iз
заданим кiнцевим станом, коли Jz = −1, якщо cos ηΩt = 0. Звiдси випливає,
що час переходу ядра з початкового стану в кiнцевий дорiвнює t = π/2ηΩ.



ГЛА ВА VII

РУХ ЧАСТИНКИ
В ЦЕНТРАЛЬНО-СИМЕТРИЧНОМУ ПОЛI

§ 39. Рух у полi центральної сили. Радiальне рiвняння
Шрединґера

При дослiдженнi руху частинок у силових полях вирiзняється
важливий клас сферично-симетричних потенцiалiв, тобто потен-
цiалiв U = U(r), якi залежать лише вiд модуля радiус-вектора
r = |r|. Наслiдком центральної симетрiї поля є те, що гамiльтонiан
частинки Ĥ комутує з операторами квадрата моменту кiлькостi
руху L̂2, його проекцiї L̂z та оператором iнверсiї Î. Це означає,
що вiдповiднi величини є iнтеґралами руху. Отже, L2 = ~2l(l+1),
l = 0, 1, 2, 3, . . ., Lz = ~m, число m набуває (2l + 1) значень вiд −l
до +l, а, як ми бачили в §34, парнiсть хвильової функцiї I = (−)l,
тобто збiгається з парнiстю числа l. Крiм того, цi оператори кому-
тують мiж собою i отже, мають спiльну систему власних функцiй.

Важливо в цьому мiсцi зазначити, що в класичнiй механiцi за-
дача про рух двох взаємодiючих мiж собою частинок зводиться
до проблеми одного тiла. Те ж є справедливим й у квантовiй ме-
ханiцi. Нехай ми маємо двi частинки з координатами r1 та r2,
маси яких є m1 та m2. Далi нехай потенцiальна енерґiя взаємодiї
U = U(|r1 − r2|) залежить лише вiд вiдстанi мiж ними. Гамiльто-
нiан такої системи

Ĥ =
p̂2
1

2m1
+

p̂2
2

2m2
+ U(|r1 − r2|),

де оператори iмпульсiв p̂1 = −i~∇1, p̂2 = −i~∇2.
Уведемо новi змiннi, а саме, радiус-вектори центра мас та вза-

ємної вiдстанi:

R =
m1r1 +m2r2

m1 +m2
,
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r = r2 − r1.

Перехiд до нових змiнних здiйснюється стандартно. Наприклад,

∂

∂x1
=
∂X

∂x1

∂

∂X
+

∂x

∂x1

∂

∂x
=

m1

m1 +m2

∂

∂X
− ∂

∂x
,

де X — компонента радiус-вектора R, а x — компонента вектора r.
Аналогiчно дiємо й для iнших компонент ґрадiєнта. У результатi
маємо:

∇1 =
m1

m1 +m2
∇R −∇,

∇2 =
m2

m1 +m2
∇R +∇.

Тепер оператори iмпульсiв частинок

p̂1 =
m1

m1 +m2
P̂− p̂,

p̂2 =
m2

m1 +m2
P̂+ p̂,

де P̂ = −i~∇R — оператор iмпульсу центра мас, p̂ = −i~∇ — опе-
ратор iмпульсу вiдносного руху частинок. Пiдставляючи цi вирази
в гамiльтонiан, знаходимо

Ĥ =
P̂2

2M
+

p̂2

2m
+ U(r),

де повна маса системи

M = m1 +m2,

а величину m, що визначається з рiвняння

1

m
=

1

m1
+

1

m2
,

називають зведеною масою. Отже, гамiльтонiан складається iз су-
ми двох незалежних частин. Перший доданок є оператором кiне-
тичної енерґiї системи як цiлого й описує вiльний рух системи
центра мас з хвильовою функцiєю вiльної частинки

ϕP(R) =
1

(2π~)3/2
eiPR/~,
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де P — повний iмпульс системи. Два iншi доданки описують вiд-
носний рух частинок iз хвильовою функцiєю ψ(r). Повна хвильова
функцiя є їхнiм добутком:

ψ(R, r) = ϕP(R)ψ(r).

Пiдстановка цього виразу в стацiонарне рiвняння Шрединґера

Ĥψ = Eψ

приводить до рiвняння для однiєї частинки маси m з координатою
r, що рухається в полi U = U(r):

{
p̂2

2m
+ U(r)

}
ψ(r) = E′ψ(r),

де E′ = E − P2/2M — енерґiя вiдносного руху частинок. Нада-
лi, “сiдаючи” на центр мас системи, ми будемо цiкавитись лише
вiдносним рухом, штрих з енерґiї E′ для спрощення запису знiма-
ємо. Як бачимо, це рiвняння збiгається з рiвнянням Шрединґера
для однiєї частинки масою m з координатою r у полi центральної
сили з потенцiальною енерґiєю U(r). Тобто проблема двох тiл i у
квантовiй механiцi зводиться до проблеми одного тiла.

У рiвняннi Шрединґера
{

− ~2

2m
∇

2 + U(r)

}
ψ(r) = Eψ(r),

унаслiдок сферичної симетрiї потенцiалу, зручно перейти вiд де-
картових координат x, y, z до сферичних координат r, θ, ϕ за вi-
домими правилами. Випишемо в нових координатах вираз для
лапласiана ∆ = ∇

2. Цi нескладнi, але доволi нуднi розрахунки
ми залишаємо читачевi, якi вiн зробить без особливих зусиль:

∇
2 =

1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
.

Легко побачити, що вираз у квадратних дужках iз точнiстю до
множника (−~2) є не що iнше, як оператор квадрата моменту
кiлькостi руху L̂2 у сферичних координатах. Тепер рiвняння Шре-
динґера, скориставшись тим, що оператор

1

r2
∂

∂r
r2
∂

∂r
=

1

r

∂2

∂r2
r,
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запишемо так:
{
− ~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r +

L̂2

2mr2
+ U(r)

}
ψ(r) = Eψ(r).

Змiннi в рiвняннi роздiляються, i, вiдповiдно до цього, хвильо-
вi функцiї зображаються як добуток функцiї R(r), яка залежить
лише вiд r, на хвильову функцiю Yl,m(θ, ϕ), що залежить лише вiд
кутових змiнних i є власною функцiєю операторiв L̂2 та L̂z:

ψ(r) = R(r)Yl,m(θ, ϕ).

Функцiю R = R(r) називають радiальною функцiєю, для якої
отримуємо рiвняння

− ~2

2m

1

r

d2

dr2
(rR) +

~2l(l + 1)

2mr2
R+ U(r)R = ER.

Це рiвняння називають радiальним рiвнянням Шрединґера. Ви-
дно, що воно не мiстить власних значень Lz = ~m, отже, енерґiя
не залежить вiд квантового числа m i ми маємо (2l + 1)-кратне
виродження енерґетичних рiвнiв.

З умови нормування функцiї ψ(r) та сферичної функцiї

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin θ dθ|Yl,m(θ, ϕ)|2 = 1

отримаємо умову нормування для радiальної функцiї:

∞∫

0

r2R2(r) dr = 1.

Зауважимо, що оскiльки хвильовi функцiї нормуються з ваговою
функцiєю, тобто з якобiаном переходу J = r2 sin θ, то оператори
фiзичних величин, зокрема й оператор Гамiльтона, можуть ма-
ти неермiтовий вигляд у звичайному сенсi. Це вiзуально видно з
записаного вище виразу для гамiльтонiана — як його радiальної
частини, так i кутової, яку задає оператор квадрата моменту iм-
пульсу L̂2. Причина цього проста — неунiтарнiсть переходу вiд
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декартових координат до сферичних, який не зберiгає норму ви-
хiдної хвильової функцiї в декартових координатах. Як ми зазна-
чали в §2, “справжньою” хвильовою функцiєю є вихiдна функцiя,
помножена на корiнь квадратний з якобiана переходу. Зрозумiло,
що з урахуванням вагової функцiї гамiльтонiан, як i iншi опе-
ратори фiзичних величин, повинен мати ермiтовий вигляд. Мiж
iншим, з вимоги ермiтовостi цих операторiв можна обчислювати
явний вигляд якобiана переходу (див. Приклад до цього парагра-
фа).

“Iсторичний досвiд” i сам вигляд рiвняння пiдказують нам пiд-
становку

rR(r) = χ(r).

Для функцiї χ = χ(r) одержуємо одновимiрне рiвняння Шредин-
ґера1

{
− ~2

2m

d2

dr2
+ Ul(r)

}
χ = Eχ

з ефективною потенцiальною енерґiєю

Ul(r) = U(r) +
~2l(l + 1)

2mr2

за умови, що 0 ≤ r <∞. Другий доданок у цьому виразi — вiдцен-
трова енерґiя, яка має вiдштовхувальний характер i не дозволяє
частинцi впасти на силовий центр. Функцiя χ нормується без ва-
гового множника:

∞∫

0

χ2(r) dr = 1.

Дослiдимо поведiнку функцiї χ на малих та великих вiдстанях.
Почнемо з випадку r → 0 i приймемо, що при цьому r2U → 0.
Залишаючи в рiвняннi для χ ведучi доданки, маємо

− ~2

2m

d2χ

dr2
+

~2

2mr2
l(l + 1)χ = 0.

1Тепер стає зрозумiло, чому для коефiцiєнта прозоростi потенцiального
бар’єра в теорiї α-розпаду, по сутi в тривимiрнiй задачi (див. §27), ми вико-
ристали вираз, який був знайдений для одновимiрного випадку.
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Шукаємо функцiю χ у виглядi χ = const × rk. Будемо вимагати,
щоб для l 6= 0 R = χ/r → 0 при r → 0. Рiвняння для показника k

−k(k − 1) + l(l + 1) = 0

дає два розв’язки k = −l та k = l + 1. Перший розв’язок нефiзи-
чний — радiальна функцiя безмежно зростає при наближеннi до
початку координат (частинка “падає” на центр)2. Отже, залиша-
ється лише друге значення k = l + 1:

χ = const× rl+1, r → 0.

Нехай тепер r → ∞, при цьому ми вважаємо, що потенцiальна
енерґiя U(r) → 0. Залишаємо в рiвняннi для χ головнi члени:

− ~2

2m

d2χ

dr2
= Eχ.

Розв’язок цього рiвняння шукаємо у виглядi

χ ∼ eαr, r → ∞.

У результатi

α = ±
√
−2mE

~2
.

Якщо E > 0, маємо iнфiнiтний рух з неперервними значення-
ми енерґiї. Величина α є уявною, тобто

α = ± i

√
2mE

~2
,

i хвильова функцiя має осциляцiйний характер. Знак “плюс” вiд-
повiдає сферичнiй хвилi, що поширюється вiд центра, знак “мiнус”
— хвилi, що збiгається до центра.

2Цiкавим прикладом падiння частинки на центр є рух нiчного метели-
ка. Вiдомо, що нiчнi метелики рухаються так, що зберiгають сталим кут α
мiж напрямком на Мiсяць i напрямком польоту (така їхня навiгацiйна апа-
ратура). Легко показати, що траєкторiєю польоту є логарифмiчна спiраль:
r = ae−ϕctgα, a > 0. Звiдси за формулою Бiне знаходимо центральну силу,
що дiє на метелика, i потенцiальну енерґiю: U = −L2 ctg2 α/2mr2, L — момент
iмпульсу, а ефективна потенцiальна енерґiя: Ul(r) = −~2l(l + 1)/2mr2 sin2 α.
Очевидно, що зв’язаних станiв немає i бiдолашний метелик, який прийняв
вуличний лiхтар за Мiсяць, падає на центр.
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Для зв’язаних станiв E < 0, щоб забезпечити умову R → 0
при r → ∞, залишаємо одне значення

α = −
√

2m|E|
~2

.

У результатi

χ ∼ exp

[
−r
√

2m|E|
~2

]
.

Отже, для зв’язаних станiв з урахуванням поведiнки функцiї χ на
малих та великих вiдстанях радiальну функцiю записуємо у ви-
глядi:

R(r) = rle
−r

√

− 2mE
~2 w(r).

Такий запис забезпечує необхiдну поведiнку функцiї R на гра-
ницях областi значень r, 0 ≤ r < ∞. Функцiя w(r) вiдповiдає за
характер радiальної функцiї в областi промiжних значень r, який,
зрозумiло, диктується конкретним виглядом потенцiальної енерґiї
U = U(r).

Приклад. Обчислити якобiан переходу вiд декартових координат (x, y, z)
до сферичних (r, θ, ϕ) з вимоги ермiтовостi гамiльтонiана в (r, θ, ϕ)-
представленi.

Випишемо гамiльтонiан, наведений у текстi цього параграфа:

Ĥ = − ~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r +

L̂2

2mr2
+ U(r) = − ~2

2m

(
2

r

∂

∂r
+

∂2

∂r2

)

− ~2

2mr2

(
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+ ctgθ

∂

∂θ
+

∂2

∂θ2

)
+ U(r),

де вираз для оператора квадрата моменту iмпульсу L̂2 взято з §32. Як бачимо,
перший член у першiй круглiй дужцi i другий член у другiй круглiй дужцi
мають неермiтовий вигляд. Щоб звести оператор Ĥ до ермiтового вигляду,
запишемо стацiонарне рiвняння Шрединґера для “справжнiх” функцiй ψ̄, якi
отримуються з вихiдної функцiї ψ множенням на корiнь квадратний якобiана
переходу J i нормуються без вагового множника, ψ̄ =

√
Jψ, ψ = ψ̄/

√
J (див.

§2):

Ĥψ = Eψ, ĤJ−1/2ψ̄ = EJ−1/2ψ̄,

або, домножуючи злiва на
√
J , маємо

Ĥ ′ψ = Eψ̄,
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де гамiльтонiан Ĥ ′ = J1/2ĤĴ−1/2. З умови ермiтовостi оператора Ĥ ′ знайде-
мо рiвняння для J , причому, оскiльки неермiтовiсть в Ĥ виявляють члени з
першими похiдними за r та θ, то якобiан J очевидно залежить лише вiд цих
змiнних.

Використовуючи явний вигляд оператора Ĥ для Ĥ ′, елементарно знахо-
димо:

Ĥ ′ = − ~2

2m



(
2

r
− ∂ lnJ

∂r

)
∂

∂r
+

∂2

∂r2
− 1

r

∂ lnJ

∂r

−1

2

∂2 lnJ

∂r2
+

1

4

(
∂ ln J

∂r

)2

− ~2

2mr2


 1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

+

(
ctgθ − ∂ ln J

∂θ

)
∂

∂θ
+

∂2

∂θ2
− 1

2
ctgθ

∂ ln J

∂θ
− 1

2

∂2 ln J

∂θ2
+

1

4

(
∂ ln J

∂θ

)2

.

Будемо вимагати, щоб неермiтовi доданки в Ĥ ′ (перший у першiй квадратнiй
дужцi i другий у другiй квадратнiй дужцi) дорiвнювали нулевi:

2

r
− ∂ ln J

∂r
= 0,

ctgθ − ∂ lnJ

∂θ
= 0.

З першого рiвняння маємо, що J = Cr2, C = C(θ), а з другого знаходимо
рiвняння для C, ctgθ − ∂ lnC/∂θ = 0, з якого випливає, що C = C1 sin θ,
C1 = const. Отже, якобiан J = C1r

2 sin θ. Сталу C1 знаходимо з умови нор-
мування якобiана переходу: оскiльки об’єм кулi радiуса a дорiвнює 4πa3/3,
то
∫ a

0
dr
∫ 2π

0
dϕ
∫ π

0
dθJ = 4πa3/3, звiдси C1 = 1. Отже, остаточно, якобiан

J = r2 sin θ, як i повинно бути.
Використавши рiвняння для ln J , знаходимо також явний вигляд опера-

тора Ĥ ′:

Ĥ ′ = − ~2

2m

∂2

∂r2
− ~2

2mr2

(
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂θ2
+

1

4
ctg2θ +

1

2

)
+ U(r).

Неважко переконатись, що сферична функцiя Yl,m(θ, ϕ), помножена на
√
sin θ

є власною функцiєю оператора в круглих дужках, тобто кутової частини цьо-
го гамiльтонiана. Якщо другу похiдну за ϕ в Ĥ ′ замiнити на (−m2), тобто на
результат її дiї на множник eimϕ вiд сферичної функцiї (m = 0,±1,±2, . . .
— магнiтне квантове число) i далi зробити замiну змiнної θ = π/2 − x,
−π/2 ≤ x ≤ π/2, то рiвняння на власнi значення оператора в круглих дуж-
ках, узятого зi знаком мiнус, формально зводиться до знаходження рiвнiв
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енерґiї частинки, яка рухається в полi (m2 − 1/4)/ cos2 x − 1/4. Таку задачу
ми розв’язали у прикладi 1 до §23, звiдки зразу одержуємо, що шуканi власнi
значення, як i повинно бути, дорiвнюють l(l+1), де квантове число l = |m|+n,
n = 0, 1, 2, . . .

§ 40. Просторовий осцилятор

Розглянемо рух частинки масою m в осциляторнiй сферичнiй
ямi, коли

U =
mω2r2

2
=
mω2

2
(x2 + y2 + z2).

Розв’язок цiєї задачi є важливим, тому що такий потенцiал до-
статньо добре описує структуру енерґетичних рiвнiв оболонкової
моделi атомного ядра. Мова йде як про порядок заповнення обо-
лонок нуклонами, так i про кiлькiснi енерґетичнi характеристики,
якщо вдало пiдiбрати частоту ω: ~ω ≃ 41A−1/3 MeV, A — масове
число.

Унаслiдок роздiлення змiнних у рiвняннi Шрединґера наше
дослiдження зводиться до задачi про рух трьох незалежних гар-
монiчних осциляторiв. Енерґiя такої системи

En1,n2,n3 = ~ω(n1 + n2 + n3 + 3/2),

а хвильовi функцiї

ψn1,n2,n3(x, y, z) = ψn1(x)ψn2(y)ψn3(z),

де ψni — хвильова функцiя для одновимiрного осцилятора, визна-
чена в §21, а n1, n2, n3 = 0, 1, 2, . . . . Енерґетичнi рiвнi є еквiди-
стантними й виродженими.

У сферичних координатах розв’язок рiвняння Шрединґера
ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Yl,m(θ, ϕ) можна отримати й як лiнiйну комбi-
нацiю функцiй ψn1,n2,n3(x, y, z) при заданiй сумi n1 + n2 + n3. Ра-
дiальне рiвняння має вигляд:

(
− d2

dρ2
+ ρ2 +

l(l + 1)

ρ2

)
χ =

2E

~ω
χ,

ρ = r/

√
~

mω
, R(r) = χ/r.
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Для основного стану радiальна функцiя дорiвнює
ψ0,0,0(x, y, z)

√
4π:

R0(r) =
2

π1/4

(mω
~

)3/4
e−ρ2/2.

Пiсля цих попереднiх зауважень далi пропонуємо розв’язувати
задачу методом факторизацiї, розвинутим у §23. Це буде для нас
додатковою вправою для опановування цього методу розв’язку
задач на власнi значення та власнi функцiї.

Уведемо оператори

Â =
d

dρ
+W,

Â+ = − d

dρ
+W,

де суперсиметричний потенцiал

W = αρ+
β

ρ
,

i запишемо радiальне рiвняння Шрединґера так:

(Â+Â+ ε)χ =
2E

~ω
χ,

де енерґiя факторизацiї

ε = α(1− 2β),

причому

α2 = 1,

β(β + 1) = l(l + 1).

Звiдси маємо два можливi розв’язки для параметрiв α та β:

α1,2 = ±1; β1 = l, β2 = −(l + 1).

Згiдно з методом факторизацiї хвильову функцiю основного
стану (при заданому l) визначаємо з рiвняння

Âχ = 0,
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або (
d

dρ
+ αρ+

β

ρ

)
χ = 0.

Переписуючи це рiвняння як

dχ

χ
= −

(
αρ+

β

ρ

)
dρ,

елементарно знаходимо його розв’язок

χ =
C

ρβ
e−αρ2/2.

З умови нормування
∞∫

0

χ2 dr = 1

одержуємо сталу C i умови на параметри α та β:
√

~

mω
|C|2

∞∫

0

ρ−2βe−αρ2 dρ = 1,

звiдси, для забезпечення збiжностi iнтеґрала вимагаємо, щоб α >
0, 2β < 1. З двох можливих розв’язкiв для α i β, наведених вище,
цю вимогу задовольняють

α = 1, β = −(l + 1),

при цьому

ε = 1 + 2(l + 1).

Iнтеґрал нормування
√

~

mω
|C|2

∞∫

0

ρ2(l+1)e−ρ2 dρ = 1

замiною ρ2 = t зводимо до Γ-функцiї i для сталої C знаходимо:

C =
(mω

~

)1/4
√

2

Γ (l + 3/2)
.
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Отже, хвильова функцiя “основного стану”

χ0,l =
(mω

~

)1/4
√

2

Γ (l + 3/2)
ρl+1e−ρ2/2.

Якщо l = 0, то радiальна функцiя R(r) = χ0,0/r збiгається, як i
повинно бути, з наведеною вище функцiєю R0(r).

Перейдiмо до визначення рiвнiв енерґiї, використовуючи з §23
умову “узгодження” для суперсиметричного потенцiалу

W (ρ;αn, βn) = αnρ+
βn
ρ
,

а саме,

W 2(ρ;αn−1, βn−1) +W ′(ρ;αn−1, βn−1)

=W 2(ρ;αn, βn)−W ′(ρ;αn, βn) + ∆n.

Зауважуємо, по-перше, що функцiя W залежить вiд двох параме-
трiв α та β, а по-друге, вона є знерозмiреною, оскiльки ми працю-
ємо в знерозмiрених змiнних, i тому в рiвняннi вiдсутнi множники
~/

√
2m бiля W ′. Пiдстановка функцiї W в це рiвняння дає

α2
n−1ρ

2 + 2αn−1βn−1 +
β2n−1

ρ2
+ αn−1 −

βn−1

ρ2

= α2
nρ

2 + 2αnβn +
β2n
ρ2

− αn +
βn
ρ2

+∆n.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях ρ злiва i спра-
ва в цьому виразi, отримуємо:

α2
n−1 = α2

n,

βn−1(βn−1 − 1) = βn(βn + 1),

∆n = 2(αn−1βn−1 − αnβn) + αn−1 + αn.
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Тепер, пам’ятаючи умови на α та β, легко знаходимо

α2
n = α2

n−1 = α2
n−2 = . . . = α2

0,

α0 = α = 1,

βn = βn−1 − 1 = βn−2 − 2 = . . . = β0 − n = −(n+ l + 1),

β0 = β = −(l + 1),

зi збереженням умови 2βn < 1 або n + l + 1 > 1/2. При цьому
величина

∆n = 4.

Енерґетичнi рiвнi визначаємо, згiдно iз загальним правилом ме-
тоду факторизацiї, з рiвняння

2E

~ω
= ε+

n∑

n′=1

∆n′ = 2l + 3 + 4n,

i отже, остаточно енерґiя залежить лише вiд комбiнацiї 2n+ l:

En,l = ~ω (2n+ l + 3/2) , n, l = 0, 1, 2, . . . .

Хвильовi функцiї збуджених станiв знаходимо, згiдно з §23, з
рiвняння

χn,l(ρ;α, β) =
1√

(∆1 + . . .+∆n)(∆2 + . . .+∆n) . . .∆n

×Â+(α, β)Â+(α1, β1) . . . Â
+(αn−1, βn−1)χ0,l(ρ;αn, βn)

i отже, пiдставляючи явнi вирази наших величин αn, βn, ∆n, зна-
ходимо:

χn,l(ρ) =
1

2n
√
n!

(mω
~

)1/4
√

2

Γ(n+ l + 3/2)

×
(
− d

dρ
+ ρ− l + 1

ρ

)(
− d

dρ
+ ρ− l + 2

ρ

)
. . .

×
(
− d

dρ
+ ρ− l + n

ρ

)
ρn+l+1e−ρ2/2,
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n = 0, 1, 2, . . .; причому кiлькiсть операторних множникiв дорiв-
нює n, i при n = 0 вони вiдсутнi. Крiм того, зауважимо, що замiна
величин α = 1, β = −(l + 1) в χ0,l на αn = 1, βn = −(l + n + 1)
означає просту замiну в χ0,l числа l на (l + n).

“Ушляхетнимо” цей вираз. Для цього напишемо функцiю, на
яку дiють операторнi дужки, так:

ρn+l+1e−ρ2/2 = ρ−leρ
2/2 · ρn+2l+1e−ρ2 ,

i пронесемо перший множник ρ−leρ
2/2 = exp(ρ2/2 − l ln ρ) крiзь

операторнi круглi дужки, змiщуючи похiдну d/dρ на результат її
дiї на показник експоненти, d/dρ → d/dρ + ρ − l/ρ, i запишемо
вираз для радiальної функцiї Rn,l(r) = χn,l(ρ)/r,

Rn,l(r) =
1

2n
√
n!

(mω
~

)3/4
√

2

Γ(n+ l + 3/2)
eρ

2/2ρ−(l+1)(−)n

×
(
d

dρ
+

1

ρ

)(
d

dρ
+

2

ρ

)
. . .

(
d

dρ
+
n

ρ

)
ρn+2l+1e−ρ2 .

Добуток операторних дужок запишемо так:

(
d

dρ
+

1

ρ

)(
d

dρ
+

2

ρ

)
. . .

(
d

dρ
+
n

ρ

)

=

[(
d

dρ
+

1

ρ

)
1

ρ

] [
ρ

(
d

dρ
+

2

ρ

)
1

ρ2

]
. . .

[
ρn−1

(
d

dρ
+
n

ρ

)
1

ρn

]
ρn

=

(
1

ρ

d

dρ

)n

ρn =

(
2
d

dρ2

)n

(ρ2)n/2.

Тепер уже остаточно радiальна функцiя

Rn,l(r) = (−)n
(mω

~

)3/4
√

2n!

Γ(n+ l + 3/2)
ρle−ρ2/2L̄l+1/2

n (ρ2),
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де так званий узагальнений полiном Лаґерра3

L̄α
n(x) =

1

n!
exx−α

(
d

dx

)n

xn+αe−x,

у нас α = l + 1/2, x = ρ2. Першi кiлька полiномiв:

L̄α
0 (x) = 1,

L̄α
1 (x) = 1 + α− x,

L̄α
2 (x) =

1

2

[
(1 + α)(2 + α) − 2(2 + α)x+ x2

]
.

Таким чином, задача повнiстю розв’язана, i нам залишилось
хiба що пiдрахувати кратнiсть виродження. Як бачимо, рiвнi енер-
ґiї просторового осцилятора є еквiдистантними, а число N = 2n+l
вiдiграє роль головного квантового числа, тобто такого числа, яке
визначає енерґiю. При його фiксованому значеннi кратнiсть виро-
дження

g =
∑

n≥0

∑

l≥0

l∑

m=−l

(N=2n+l)

1 =
∑

n≥0

∑

l≥0

(2l + 1)

(N=2n+l)

=

nmax∑

n=0

[2(N − 2n) + 1],

де nmax знаходимо при l = 0, i отже, 2nmax = N . Далi маємо:

g = (2N + 1)

nmax∑

n=0

1− 4

nmax∑

n=0

n

= (2N + 1)(nmax + 1)− 4
nmax(nmax + 1)

2

= (nmax + 1)(2N + 1− 2nmax)

3Цi узагальненi полiноми Лаґерра є стандартизованими в математицi щодо
їхньої iндексацiї та сталих множникiв. Є iнше, усталене в теоретичнiй фiзи-
цi позначення узагальнених, або приєднаних, полiномiв Лаґерра Lα

n+α(x) =
(−)α(n+α)!L̄α

n(x), яке ввiв А. Зоммерфельд (див. Зоммерфельд А. Строение
атома и спектры. М.: Изд-во иностр. лит., 1957. Т. 2). У такому позначеннi
нижнiй iндекс — це степiнь звичайного полiнома Лаґерра (коли α = 0), а
верхнiй iндекс позначає кiлькiсть його диференцiювань за x.
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=
1

2
(2nmax + 2)(2N + 1− 2nmax)

або

g =
(N + 2)(N + 1)

2
.

Отже, основний стан (N = 0) є невиродженим, як i повинно бути.
Перший збуджений стан (N = 1) трикратно вироджений з хви-
льовими функцiями, що мають такi квантовi числа: n = 0, l = 1,
m = 0,±1.

Насамкiнець зробимо цiкаве зауваження. Оскiльки радiальне
рiвняння має точний розв’язок, i при l 6= 0, то в одновимiрному
випадку для частинки, що рухається на додатнiй пiвосi (x > 0)
в полi U(x) = mω2x2/2 + A/x2, ми також будемо мати точний
розв’язок, причому з еквiдистантними рiвнями енерґiї En. Необ-
хiдно лише зробити формальну замiну ~2l(l + 1)/2m = A, тобто
(з урахуванням l > 0) l = −1/2 +

√
1/4 + 2mA/~2.

§ 41. Атом водню

Розглянемо рух електронiв у кулонiвському полi атомного
ядра. Нехай заряд ядра дорiвнює Z|e| i потенцiальна енерґiя еле-
ктрона

U = −Ze
2

r
.

У випадку Z = 1 маємо модель атома водню. Випадок Z > 1 вiд-
повiдає руховi електрона у водневоподiбних йонах типу He+, Li++

i т. д. Нас передусiм цiкавитиме атом водню, для якого радiальне
рiвняння є таким:

{
− ~2

2m

d2

dr2
+

~2

2mr2
l(l + 1)− e2

r

}
χ = Eχ.

Випадок довiльного Z реалiзуємо в остаточних виразах формаль-
ною замiною e на e

√
Z.

Уведiмо замiсть змiнної r безрозмiрну змiнну

ρ =
r

a
,
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де a — деяка, характерна для цiєї задачi, довжина, яку пiдбираємо
з мiркувань зручностi. Тепер радiальне рiвняння запишемо так:

[
− ~2

2ma2
d2

dρ2
+

~2

2ma2
l(l + 1)

ρ2
− e2

a

1

ρ

]
χ = Eχ,

або [
− d2

dρ2
+
l(l + 1)

ρ2
− 2mae2

~2
1

ρ

]
χ =

E

~2/2ma2
χ.

Пiдберiмо масштабну довжину a так, щоб mae2/~2 = 1, i отрима-
ємо, що a = aB, де так званий “борiвський радiус”

aB =
~2

me2
.

Цим ми фiксуємо також характерний масштаб вимiру енерґiї

~2

2ma2
=
me4

2~2
,

який називають рiдберґом4: 1Ry = me4/2~2. Чисельно цi величи-
ни дорiвнюють:

aB = 0.529 Å, Ry = 13.6 eV.

Таким чином, знерозмiрене рiвняння Шрединґера для атома во-
дню має вигляд:

[
d2

dρ2
− l(l + 1)

ρ2
+

2

ρ

]
χ = εχ,

ε = − E

~2/2ma2
= − E

me4/2~2
.

4Цю одиницю вимiру енерґiї назвали на честь шведського фiзика Йоганеса
Роберта Рiдберґа (1854–1919), який зробив значний внесок в атомну спектро-
скопiю.

Данте в “Божественнiй комедiї ” посадив на порозi другого кола Пекла спра-
ведливого царя Мiноса з античної мiфологiї у виглядi нечистого, у якого ха-
рактерним масштабом вимiру мук грiшника був його хвiст — вiн призначав
вiдбувати покарання в тому колi Царства зла, номер якого дорiвнював кiль-
костi виткiв хвоста навколо тiла грiшника.
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Хвильову функцiю χ, використовуючи результати §39, вибираємо
так:

χ(ρ) = ρl+1e−ρ
√
εw(ρ).

Тепер знаходимо рiвняння для невiдомої функцiї w:

xw′′(x) + [2(l + 1)− x]w′(x) +
[
1/
√
ε− (l + 1)

]
w(x) = 0,

x = 2ρ
√
ε.

Зобразимо функцiю w = w(x) у виглядi ряду за степенями x:

w =
∑

k≥0

akx
k.

Пiдставляючи цей вираз у попереднє рiвняння для w, ми отрима-
ємо

∑

k≥0

k(k − 1)akx
k−1 +

∑

k≥0

2(l + 1)kakx
k−1 −

∑

k≥0

kakx
k

+
∑

k≥0

(1/
√
ε− l − 1)akx

k = 0.

У першому i другому доданках робимо замiну iндексу пiдсумову-
вання k − 1 = k′, пiсля чого штрих знiмаємо:

∑

k≥0

[
(k + 1)kak+1 + 2(l + 1)(k + 1)ak+1 − kak

+

(
1√
ε
− l − 1

)
ak

]
xk = 0.

Для того, щоб ця рiвнiсть справджувалась при будь-яких значен-
нях змiнної x, необхiдно, щоб вираз у квадратних дужках дорiв-
нював нулевi:

(k + 1)kak+1 + 2(l + 1)(k + 1)ak+1 − kak + (1/
√
ε− l − 1)ak = 0.

Це дає рекурентне спiввiдношення для коефiцiєнтiв розкладу ak:

ak+1 = ak
k + l + 1− 1/

√
ε

(k + 1)(k + 2l + 2)
.
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Дослiдимо поведiнку цих коефiцiєнтiв при великих значеннях
iндексу k. Як бачимо, при k → ∞

ak+1 ∼
ak
k + 1

i отже,
ak+1 ∼

1

(k + 1)!
.

Звiдси випливає, що функцiя

w =
∑

k≥0

akx
k ∼

∑

k≥0

xk

k!
= ex = e2ρ

√
ε.

Таким чином, радiальна функцiя R на великих вiдстанях не спа-
дає:

R = ρle−
√
ερw ∼ ρle−

√
ερe2ρ

√
ε ∼ e+

√
ερ → ∞, ρ→ ∞

i тим самим не задовольняє граничної умови. Виходом iз цiєї ситу-
ацiї є обмеження на кiлькiсть членiв у розкладi функцiї w. Отже,
приймемо, що ряд для w обривається i максимальне значення iн-
дексу k дорiвнює певному числу nr. Його називають радiальним
квантовим числом, причому nr = 0, 1, 2, . . . . Цей обрив забезпе-
чуємо умовою

anr+1 = 0,

а з рекурентної формули маємо, що

nr + l + 1− 1/
√
ε = 0.

Це рiвняння фiксує можливi рiвнi енерґiї:

ε =
1

(nr + l + 1)2
.

Зауважимо, що квантування енерґiї, як i в найпростiших задачах
квантової механiки, якi ми розглянули ранiше, отримуємо з гра-
ничних умов. Уведiмо позначення

n = nr + l + 1.

Оскiльки орбiтальне квантове число l = 0, 1, 2, . . ., то число n, яке
називають головним квантовим числом, набуває цiлих додатних
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значень, починаючи з одиницi, n = 1, 2, 3, . . . . Максимально мо-
жливе значення числа l при заданому n отримуємо, якщо nr = 0,
lmax = n− 1. Отже, l = 0, 1, 2, . . . , n− 1. Тепер

ε =
1

n2

i в розмiрних одиницях енерґiя

En = − me4

2~2n2
.

Це i є знаменита формула Н.Бора (1913 р.). Е.Шрединґер цю фор-
мулу вивiв iз хвильового рiвняння в 1926 роцi.

Оскiльки ми обiрвали ряд для функцiї w на доданку з номером
nr = n− l − 1, то

w =
n−l−1∑

k=0

akx
k,

x = 2ρ
√
ε = 2ρ/n.

Рекурентну формулу для коефiцiєнтiв ak записуємо в такому ви-
глядi:

ak+1 = ak
k + l + 1− n

(k + 1)(k + 2l + 2)
.

Випишемо явно послiдовнiсть цих коефiцiєнтiв:

a1 = a0
l + 1− n

(2l + 2)
,

a2 = a0
l + 1− n

(2l + 2)
× l + 2− n

2(2l + 3)
,

a3 = a0
l + 1− n

(2l + 2)
× l + 2− n

2(2l + 3)
× l + 3− n

3(2l + 4)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−l−1 = a0
l + 1− n

(2l + 2)
× l + 2− n

2(2l + 3)
× · · ·
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× l + [n− l − 1]− n

[n− l − 1](2l + [n− l − 1] + 1)
.

Тепер у розгорнутому виглядi

w(x) = a0L(x),

L(x) = 1 +
(n − l − 1)

1!(2l + 2)
(−x)

+
(n− l − 1)(n − l − 2)

2!(2l + 2)(2l + 3)
(−x)2

+
(n− l − 1)(n − l − 2)(n − l − 3)

3!(2l + 2)(2l + 3)(2l + 4)
(−x)3 + · · ·

+
(n− l − 1)(n − l − 2)(n− l − 3) · · · 1

(n− l − 1)!(2l + 2)(2l + 3)(2l + 4) · · · (2l + n− l)
(−x)n−l−1.

Сталу a0 визначимо пiзнiше з умови нормування. Цей полiном
вiдомий у математицi як приєднаний, або узагальнений, полiном
Лаґерра. Є рiзнi його означення, якi вiдрiзняються сталими мно-
жниками та характером iндексацiї. Ми зафiксуємо їх пiзнiше.

Покажемо, що полiном L(x) можна записати компактнiше,
якщо спробувати зобразити його як послiдовну дiю оператора
(1− d/dx) на змiнну x у деякому степенi. Вираз (1 − d/dx)mxp

є полiномом з (m + 1) доданком (при p > m). Наш полiном має
(n− l) доданкiв, тому приймаємо m = n− l− 1. Використовуючи
розклад бiнома Ньютона, маємо

(
1− d

dx

)n−l−1

xp =

n−l−1∑

k=0

(n− l − 1)!

(n− l − 1− k)!k!

(
− d

dx

)k

xp

=

n−l−1∑

k=0

(n− l − 1)!

(n− l − 1− k)!k!
(−)k

p!

(p− k)!
xp−k

= xp− (n − l − 1)

1!
p xp−1+

(n− l − 1)(n − l − 2)

2!
p (p− 1)xp−2
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+ · · ·+ (−)n−l−1 p!

(p− n+ l + 1)!
xp−n+l+1

= (−)n−l−1 p!

(p− n+ l + 1)!
xp−n+l+1

×
{
(p− n+ l + 1)!

p!
(−x)n−l−1

+
(n− l − 1)

1!

(p − n+ l + 1)!

p !
p(−x)n−l−2 + · · ·+ 1

}
.

Пiдберiмо число p так, щоб коефiцiєнти у фiгурних дужках у цьо-
му виразi i в розкладi для w при вiдповiдних степенях x збiгались.
Для найстаршого степеня x маємо рiвняння

(p− n+ l + 1)!

p !
=

1

(2l + 2)(2l + 3) · · · (2l + n− l)
,

або

1

p (p − 1) · · · (p− n+ l + 2)
=

1

(2l + 2)(2l + 3) · · · (2l + n− l)
.

Отже, p = 2l + n − l = n + l. Неважко переконатись, що таке
значення числа p забезпечує рiвнiсть для всiх коефiцiєнтiв. Тому

(
1− d

dx

)n−l−1

xn+l = (−)n−l−1 (n+ l)!

(2l + 1)!
x2l+1

×
{
(2l + 1)!

(n+ l)!
(−x)n−l−1 +

(n− l − 1)

1!

(2l + 1)!

(n+ l − 1)!
(−x)n−l−2

+
(n− l − 1)(n − l − 2)

2!

(2l + 1)!

(n+ l − 2)!
(−x)n−l−3 + · · ·

+
(n− l − 1)(n − l − 2) · · · (n− l − [n− l − 1])

(n− l − 1)!

× (2l + 1)!

(n+ l − [n− l − 1])!
(−x)0

}
.
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Вираз у фiгурних дужках, як бачимо, i є полiномом L(x). Таким
чином,

L(x) = (−)n−l−1 (2l + 1)!

(n+ l)!
x−(2l+1)

(
1− d

dx

)n−l−1

xn+l.

Скористаймось тепер тим, що
(
1− d

dx

)m

xp =

(
1− d

dx

)m

exe−xxp = ex
(
− d

dx

)m

e−xxp.

Другу рiвнiсть отримуємо “пронесенням” експоненти ex налiво i
зсувом d/dx на одиницю. Тому приєднаний полiном Лаґерра мо-
жна записати й у такому зручному для рiзних обчислень компа-
ктному виглядi:

L(x) =
(2l + 1)!

(n+ l)!
x−(2l+1)ex

(
d

dx

)n−l−1

e−xxn+l.

Одне зi стандартних означень приєднаного полiнома Лаґерра з
усталеною в теоретичнiй фiзицi iндексацiєю є таким (див. виноску
на стор. 355):

Lk
p(x) =

(
d

dx

)k

Lp(x),

де полiном Лаґерра

Lp(x) = ex
(
d

dx

)p

e−xxp.

Якщо взяти k = 2l + 1, а p = n + l, то з точнiстю до сталої наш
полiном L(x) збiгається з полiномом L2l+1

n+l (x). Справдi, виконуючи
без коментарiв ряд простих, подiбних до попереднiх перетворень,
маємо

L2l+1
n+l (x) =

(
d

dx

)2l+1

ex
(
d

dx

)n+l

e−xxn+l

=

(
d

dx

)2l+1( d

dx
− 1

)n+l

xn+l

= (−)n+l

(
d

dx

)2l+1 n+l∑

k=0

(n+ l)!

(n+ l − k)!k!

(
− d

dx

)k

xn+l
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= (−)n+l
n−l−1∑

k=0

(−)k
(n+ l)!

(n+ l − k)!k!

(n+ l)!

(n− l − 1− k)!
xn−l−1−k

= (−)n+l(n+ l)!

{
1

(n− l − 1)!
xn−l−1 − (n+ l)

1!

1

(n− l − 2)!
xn−l−2

+ · · ·+ (−)n−l−1 (n+ l)!

(2l + 1)!(n − l − 1)!

}

= (−)n+l(−)n−l−1(n+ l)!
(n+ l)!

(2l + 1)!(n − l − 1)!

×
{
(2l + 1)!

(n+ l)!
(−x)n−l−1 + (2l + 1)!

(n− l − 1)

(n + l − 1)!
(−x)n−l−2 + · · ·+ 1

}
.

Вираз у фiгурних дужках i є нашим полiномом L(x). Отже,

L2l+1
n+l (x) = − [(n+ l)!]2

(2l + 1)!(n − l − 1)!
L(x).

Використовуючи для L(x) його компактний вигляд, можна також
записати, що

L2l+1
n+l (x) = − (n+ l)!

(n− l − 1)!
x−(2l+1)ex

(
d

dx

)n−l−1

e−xxn+l.

Таким чином, отримуємо

w(x) = −a0
(2l + 1)!(n − l − 1)!

[(n + l)!]2
L2l+1
n+l (x).

Збираючи одержанi результати разом i перепозначаючи сталi ве-
личини, запишемо вираз для радiальної хвильової функцiї в та-
кому виглядi:

Rn,l(r) = Cn,l

(
2ρ

n

)l

e−ρ/nL2l+1
n+l

(
2ρ

n

)
,

де Cn,l — стала нормування. Повна хвильова функцiя

ψn,l,m(r) = Yl,m(θ, ϕ)Rn,l(r)
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повинна нормуватись на одиницю, тобто
∫

|ψn,l,m(r)|2 dr = 1,

а у сферичних координатах
∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin θ dθ |Yl,m(θ, ϕ)|2

∫ ∞

0
r2|Rn,l(r)|2dr = 1.

Iнтеґрали за кутами через нормованiсть сферичної функцiї да-
ють одиницю, i звiдси випливає умова нормування для радiальної
функцiї: ∫ ∞

0
r2R2

n,l(r)dr = 1.

Знайдiмо з цiєї умови величину Cn,l:

C2
n,l

∫ ∞

0

(
2ρ

n

)2l

e−2ρ/n

(
L2l+1
n+l

(
2ρ

n

))2

r2dr = 1.

Уведiмо змiнну x = 2ρ/n = 2r/naB,

C2
n,l

(naB
2

)3
I = 1,

де iнтеґрал

I =

∫ ∞

0
x2l+2e−x

[
L2l+1
n+l (x)

]2
dx.

Обчислюємо його, використовуючи компактний вираз для одного
з приєднаних полiномiв Лаґерра:

I = −
∫ ∞

0
x2l+2L2l+1

n+l (x)
(n+ l)!

(n − l − 1)!
x−(2l+1)

(
d

dx

)n−l−1

e−xxn+ldx.

Iнтеґруємо частинами:

I = − (n+ l)!

(n− l − 1)!

{
xL2l+1

n+l (x)

(
d

dx

)n−l−2

e−xxn+l

∣∣∣∣∣

∞

0

−
∫ ∞

0

d
(
xL2l+1

n+l (x)
)

dx

(
d

dx

)n−l−2

e−xxn+ldx

}
.
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Позаiнтеґральний член дорiвнює нулевi, тому багатократне iнте-
ґрування дає

I = (−)n−l (n+ l)!

(n− l − 1)!

∫ ∞

0
e−xxn+l

(
d

dx

)n−l−1 (
xL2l+1

n+l (x)
)
dx.

Унаслiдок того, що L2l+1
n+l (x) є полiном степеня (n− l− 1), то похi-

днi пiд iнтеґралом залишать внесок лише двох найстарших членiв
полiнома:
(
d

dx

)n−l−1 (
xL2l+1

n+l (x)
)
= (−)n+l(n+ l)![(n− l)x−(n+ l)(n− l−1)],

I =
[(n+ l)!]2

(n − l − 1)!

{
(n− l)

∫ ∞

0
e−xxn+l+1dx

− (n + l)(n − l − 1)

∫ ∞

0
e−xxn+ldx

}

=
[(n+ l)!]2

(n − l − 1)!
{(n− l)(n + l + 1)! − (n+ l)(n− l − 1)(n + l)!}

=
[(n+ l)!]3

(n − l − 1)!
{(n− l)(n + l + 1)− (n+ l)(n − l − 1)}

=
[(n+ l)!]3

(n − l − 1)!
2n.

Тепер для сталої нормування знаходимо

Cn,l = −
√

4

n4a3B

(n− l − 1)!

[(n+ l)!]3
.

Уже не раз зазначалось, що стала нормування обчислюється з то-
чнiстю до фазового множника eiα з принципово невизначеною фа-
зою α, яка не впливає на фiзичнi результати. Тут нам зручно ви-
брати α = π, чим фiксується додатний знак хвильової функцiї
основного стану. Фактично знак “мiнус” у сталiй нормування тя-
гнеться зi стандартного означення приєднаних полiномiв Лаґерра.
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Закiнчуючи, нарештi, цю “мiстерiю формул”, знаходимо оста-
точний вираз для радiальної функцiї:

Rn,l(r) = −
√

4

n4a3B

(n − l − 1)!

[(n+ l)!]3

(
2ρ

n

)l

e−ρ/nL2l+1
n+l

(
2ρ

n

)
.

Цим виразом завершуємо розв’язок квантовомеханiчної задачi
про рух електрона в полi кулонiвського потенцiалу для зв’яза-
них станiв (проблема Кеплера). Хвильова функцiя ψn,l,m(r) зале-
жить вiд трьох квантових чисел: n — головного квантового числа,
l — орбiтального квантового числа та квантового числа m, яке на-
зивають магнiтним квантовим числом з огляду на те, що воно ви-
значає рiвнi енерґiї в магнiтному полi. Енерґiя En залежить лише
вiд головного квантового числа n. Той факт, що En не залежить
вiд магнiтного квантового числа, пов’язаний iз симетрiєю гамiль-
тонiана стосовно поворотiв навколо довiльної осi у просторi. Про
це вже йшла мова. А те, що енерґетичнi рiвнi виродженi й за орбi-
тальним квантовим числом l, є “випадковiстю”. Ця “випадковiсть”
указує на додаткову симетрiю гамiльтонiана водневої задачi, яка
спричиняє iснування додаткового iнтеґрала руху, оператор яко-
го не комутує з операторами iнших iнтеґралiв руху L̂2, L̂z. Цим
цiкавим питанням ми займемось у §43.

Кратнiсть виродження

g =

n−1∑

l=0

l∑

m=−l

1 =

n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2.

Основному становi вiдповiдає такий набiр квантових чисел:

n = 1, l = 0, m = 0,

а хвильова функцiя

ψ1,0,0(r) = Y0,0(θ, ϕ)R1,0(r),

пiсля простих пiдстановок цих чисел у загальнi вирази

ψ1,0,0(r) =
1√
πa3B

e−ρ.
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Вiдповiдно енерґiя основного стану

E1 = −me
4

2~2
.

Наступний, 4-кратно вироджений, збуджений стан характеризує-
ться такими квантовими числами:

n = 2, l = 0, m = 0;

n = 2, l = 1, m = 0, ±1.

Енерґiї

E2 = −me
4

8~2

вiдповiдають чотири хвильовi функцiї:

ψ2,0,0(r) = Y0,0(θ, ϕ)R2,0(r),

ψ2,1,0(r) = Y1,0(θ, ϕ)R2,1(r),

ψ2,1,1(r) = Y1,1(θ, ϕ)R2,1(r),

ψ2,1,−1(r) = Y1,−1(θ, ϕ)R2,1(r).

Кутовi функцiї виписувались ранiше:

Y0,0(θ, ϕ) =
1√
4π
, Y1,0(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ,

Y1,±1(θ, ϕ) = ∓
√

3

8π
e±iϕ sin θ.

Радiальнi функцiї отримуємо iз загального виразу для Rn,l(r):

R2,0(r) =
1√
2a3B

(1− ρ/2) e−ρ/2,

R2,1(r) =
1√
6a3B

(ρ/2) e−ρ/2.
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Для головного квантового числа n = 3:

R3,0(r) =
2

81
√

3a3B

(
27 − 18ρ + 2ρ2

)
e−ρ/3,

R3,1(r) =
4

81
√

6a3B

(
6ρ− ρ2

)
e−ρ/3,

R3,2(r) =
4

81
√

30a3B

ρ2e−ρ/3.

Радiальнi функцiї Rn,l(r) визначають густину ймовiрностi
4πr2R2

n,l(r) розподiлу “електронної хмари” вздовж радiуса r. На-
приклад, для основного стану густина ймовiрностi

r2R2
1,0 =

4r2

a3B
e−2r/aB

має максимальне значення при r = aB. Це означає, що найбiльш
iмовiрне значення вiдстанi, на якiй в атомi водню знаходиться
електрон в основному станi, дорiвнює борiвському радiусу. Отже,
величина aB ≃ 0.529 Å дає прикиднi розмiри атома. Функцiї збу-
джених станiв мають бiльше число максимумiв, а отже, є бiльше
значень найiмовiрнiших вiдстаней електрона вiд ядра. Це вiдпо-
вiдає класичним уявленням про орбiти в проблемi Кеплера.

Стани з рiзними значеннями орбiтального квантового числа l
позначають спецiальними символами: s-стан вiдповiдає l = 0;
p-стан — l = 1, d-стан — l = 2; f -стан — l = 3. Цi позначення
походять вiд характеристики серiй спектральних лiнiй, що “висвi-
чуються” атомами при переходi з цих станiв на iншi. А саме, сим-
воли s, p, d, f — це першi лiтери англiйських слiв sharp, principal,
diffuse, fundamental, тобто “рiзка”, “головна”, “розмита”, “фунда-
ментальна” серiї. Далi нумерацiя станiв (для l > 3) йде за латин-
ським алфавiтом: g, h, . . . . Отже, стан ψ1,0,0 позначають як |1s〉,
це означає, що n = 1, а l = 0. При n = 2 маємо стани |2s〉 та |2p〉,
причому останнiх є три, вiдповiдно до m = 0, ±1. На рис. 43 зо-
браженi енерґетичнi рiвнi атома водню, а також переходи для спе-
ктральних серiй Лаймана, Бальмера та загальноприйнятi назви
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Рис. 43. Енерґетичнi рiвнi атома водню. Числа бiля лiнiй, що з’єднують
рiвнi, — довжини хвиль свiтла в анґстремах, яке випромiнює або погли-
нає атом при переходi електрона мiж цими рiвнями.

спектральних лiнiй, таких, як Hα та Hβ. Лiнiя Hβ, яка є репер-
ною лiнiєю, вiдповiдає частотi переходу ω = (E4 −E2)/~.

Цiкаво дослiдити також кутовий розподiл електронної густи-
ни. Стани з l = 0, тобто s-стани, характеризуються сферично-
симетричним розподiлом, оскiльки функцiя |Y0,0(θ, ϕ)|2 = 1/4π не
залежить вiд кутiв (див. рис. 44). Для p-станiв маємо кутовий роз-
подiл, який залежить вiд полярного кута θ. Два можливi випадки
з m = 0 та m = ±1 цiєї залежностi теж зображенi на рис. 44.

Зазначимо, що такий розподiл за кутами є характерним не ли-
ше для атома водню, а для будь-якого атома iз центрально-симет-
ричним потенцiалом. Коли атоми вступають у хiмiчний зв’язок,
то енерґiя молекулярної системи може набувати мiнiмально мо-
жливе значення i при iнших кутових розподiлах, хвильовi функцiї
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Рис. 44. Кутовий розподiл електронної густини в атомi для рiзних
станiв.

яких є лiнiйними комбiнацiями сферичних функцiй i якi, згiдно
з принципом суперпозицiї, також можуть iснувати. Наприклад,
утворимо з трьох функцiй p-стану три новi нормованi хвильовi
функцiї:

|px〉 =
Y1,−1(θ, ϕ)− Y1,1(θ, ϕ)√

2
=

√
3

4π
sin θ cosϕ,

|py〉 = −Y1,−1(θ, ϕ) + Y1,1(θ, ϕ)

i
√
2

=

√
3

4π
sin θ sinϕ,

|pz〉 = Y1,0(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ.

Цi так званi p-орбiталi цiкавi тим, що максимуми густини ймо-
вiрностi, як бачимо, орiєнтованi вздовж осей x, y, z (що й вiдбито
в позначеннях). Звiдси випливає просторова напрямленiсть хiмi-
чного зв’язку.

Тепер коротко зупинимось на хвильових функцiях водневої за-
дачi для неперервних значень енерґiї, тобто розглядаємо незв’я-
заний рух електрона. Це вiдповiдає в класичному випадку руховi
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по гiперболiчних та параболiчних траєкторiях. Енерґiя набуває
неперервний ряд значень

E =
~2k2

2m
,

де k — хвильовий вектор. Радiальну функцiю для неперервного
спектра, як уже вiдзначалось у §39, записуємо так:

R(r) = e
±ir

√

2mE
~2 rlw,

причому функцiя w задовольняє те ж рiвняння, що й функцiя w
для дискретного спектра. Однак тепер w вже не є полiномом, а зо-
бражається степеневим рядом, який не обривається. Зауважимо,
що цi функцiї є аналiтично спорiдненими. Справдi, якщо розгля-
нути задачу в попереднiх позначеннях, то число n тепер є чисто
уявним,

n =
1√
ε
=

1√
−E / me4

2~2

=
1

i
√
E / me4

2~2

=
1

ikaB
,

як i змiнна x = 2ρ/n = 2ikρaB. Тому w можна зобразити безме-
жним рядом iз коефiцiєнтами ak, якi пов’язанi тими ж рекурен-
тними спiввiдношеннями, що й для дискретного спектра, лише iз
замiною n на 1/ikaB та x на 2ikρaB. Ми не будемо докладнiше
зупинятися на властивостях хвильової функцiї неперервного спе-
ктра. Укажемо лише на те, що остаточнi результати, отриманi для
дискретного спектра, зокрема для матричних елементiв операто-
рiв, можна аналiтично продовжувати на випадок неперервного
спектра, використовуючи цi замiни.

Приклад 1. Середнi в теорiї атома водню. Використовуючи теорему, до-
ведену в прикладi до §18, про те, що

〈
∂Ĥ

∂λ

〉
=
∂〈Ĥ〉
∂λ

,

де λ— деякий параметр, вiд якого залежить гамiльтонiан Ĥ, знайдемо середнi
значення кiнетичної енерґiї, а також величини 〈1/r〉 i 〈1/r2〉 для електрона в
атомi водню:

Ĥ =
p̂2

2m
− e2

r
.
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Якщо покласти λ = m, то з теореми випливає, що середнє значення кiне-
тичної енерґiї 〈

p̂2

2m

〉
= −mdE

dm
,

де повна енерґiя

E = 〈Ĥ〉 = − me4

2~2n2
,

n — головне квантове число. Отже,
〈

p̂2

2m

〉
=

me4

2~2n2
.

Далi при λ = e2 маємо

−
〈
1

r

〉
=
dE

de2

або
〈
1

r

〉
=

1

n2aB
.

Для обчислення 〈1/r2〉 cкористаємось тим, що наш гамiльтонiан для ра-
дiального рiвняння Шрединґера (див. §39) має вигляд:

Ĥ = − ~2

2m

1

r

d2

dr2
r +

~2l(l + 1)

2mr2
− e2

r
.

Вибиремо в ролi параметра λ орбiтальне квантове число l. Отже, λ = l i наша
теорема дає 〈

~2

2m

2l + 1

r2

〉
=
dE

dl
.

Нагадаємо, що головне квантове число n = nr + l + 1, де nr — радiальне
квантове число. Тому dE/dl = me4/~2n3. У результатi отримуємо:

〈
1

r2

〉
=

1

a2Bn
3(l + 1/2)

.

Середнє значення вiдцентрової енерґiї
〈
~2l(l + 1)

2mr2

〉
=
me4

2~2
l(l + 1)

n3(l + 1/2)
.

Рiзниця мiж середнiм значенням повної кiнетичної енерґiї та енерґiєю вiдцен-
трового руху дає середнє значення кiнетичної енерґiї радiального руху:

〈
p̂2

2m

〉
=

〈
− ~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r

〉
=

me4

2~2n2

[
1− l(l + 1)

n(l + 1/2)

]
,
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де

p̂ = − i~
1

r

∂

∂r
r

— оператор радiальної компоненти iмпульсу.

Приклад 2. Середнi значення 〈rk〉 для атома водню. Запишемо гамiльто-
нiан задачi в такому виглядi:

Ĥ =
p̂2

2m
+

L̂2

2mr2
− α

r
,

де

p̂ = − i~
1

r

∂

∂r
r = −i~

(
∂

∂r
+

1

r

)

— оператор радiальної компоненти iмпульсу, L̂2 — квадрат оператора орбi-
тального моменту кiлькостi руху, α = e2. Очевидно

[r, p̂] = i~,

ˆ̇r =
[r, Ĥ]

i~
=

[r, p̂2]

2mi~
=

p̂

m
,

ˆ̇p =
[p̂, Ĥ]

i~
=

1

i~

[
p̂,

L̂2

2mr2
− α

r

]
=

L̂2

mr3
− α

r2
.

Для будь-якого оператора f̂ , незалежного явно вiд часу, виконується рiвнiсть

〈 ˆ̇f 〉 = 〈[f̂ , Ĥ]〉
i~

= 0,

де усереднення вiдбувається за стацiонарними станами 〈. . .〉 = 〈n|(. . .)|n〉. Ви-
користаймо цю рiвнiсть для обчислення середнiх значень вiд степенiв модуля
радiус-вектора.

Нехай f̂ = p̂r. Далi з 〈 ˆ̇f 〉 = 0 маємо
〈ˆ̇pr〉+ 〈p̂ˆ̇r〉 = 0,

〈
L̂2

mr2

〉
−
〈α
r

〉
+

〈
p̂2

m

〉
= 0,

〈
L̂2

mr2

〉
−
〈α
r

〉
+ 2

〈(
Ĥ − L̂2

2mr2
+
α

r

)〉
= 0.

Звiдси

2〈Ĥ〉+
〈α
r

〉
= 0

або

2En + α

〈
1

r

〉
= 0.
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Ця рiвнiсть вiдома як теорема вiрiалу. Оскiльки повна енерґiя En =
−mα2/2~2n2, n = 1, 2, . . ., то 〈

1

r

〉
=

1

aBn2
.

Нехай f̂ = rp̂r. Тепер 〈 ˆ̇f 〉 = 0 дає:

〈ˆ̇r p̂ r〉+ 〈r ˆ̇p r〉+ 〈r p̂ ˆ̇r〉 = 0,

〈
p̂2

m
r

〉
+

〈
r

(
L̂2

mr3
− α

r2

)
r

〉
+

〈
r
p̂2

m

〉
= 0,

2

〈(
Ĥ − L̂2

2mr2
+
α

r

)
r

〉
+

〈
L̂2

mr
− α

〉
+ 2

〈
r

(
Ĥ − L̂2

2mr2
+
α

r

)〉
=0,

4En〈r〉+ 3α−
〈

L̂2

mr

〉
= 0, 〈r〉 = −3α− 〈L̂2/mr〉

4En
.

Ураховуючи середнє значення енерґiї, квадрата моменту iмпульсу i 〈1/r〉, зна-
ходимо

〈r〉 = 3α− ~2l(l + 1)/maBn
2

2mα2/~2n2
.

Остаточно
〈r〉 = aB

2
[3n2 − l(l + 1)].

Нехай тепер f̂ = p̂. З 〈ˆ̇p〉 = 0 знаходимо
〈

L̂2

mr3
− α

r2

〉
= 0,

~2l(l + 1)

m

〈
1

r3

〉
=
〈 α
r2

〉
.

Таким чином, 〈
1

r3

〉
=

〈
1

r2

〉
1

aBl(l + 1)
,

а з використанням виразу для 〈1/r2〉 з попереднього прикладу в результатi
маємо: 〈

1

r3

〉
=

1

a3Bn
3l(l + 1)(l + 1/2)

.

Нехай тепер ермiтовий оператор f̂ = ϕp̂ + e.c., де e.c. означає ермiтово

спряжений доданок, ϕ = ϕ(r). З умови 〈ˆ̇f〉 = 0, знаходимо рiвняння 〈ϕ̇p̂ +
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ϕˆ̇p + e.c.〉 = 0. Оскiльки ϕ̇ = [ϕ, Ĥ]/i~ = [ϕ, p̂2]/2mi~ = (ϕ′p̂ + p̂ϕ′)/2m =
ϕ′p̂/m− i~ϕ′′/2m, то наше рiвняння набуває вигляду:

1

m
〈ϕ′p̂2〉 − i~

2m
〈ϕ′′p̂〉+ 〈ϕ

(
L̂2

mr3
− α

r2

)
〉+ 〈e.c.〉 = 0

або

1

m
〈ϕ′p̂2 + p̂2ϕ′〉 − i~

2m
〈ϕ′′p̂− p̂ϕ′′〉+ 2〈ϕ

(
L̂2

mr3
− α

r2

)
〉 = 0,

тут штрихи бiля ϕ означають похiднi за r.
Перетворення в цьому виразi, аналогiчнi до попереднiх, приводять до рiв-

няння

4

〈
ϕ′
[
En −

(
~2l(l + 1)

2mr2
− α

r

)]〉
+

~2

2m
〈ϕ′′′〉+ 2

〈
ϕ

(
~2l(l + 1)

2mr3
− α

r2

)〉
= 0,

яке називають узагальненою теоремою вiрiалу (див. також Приклад 1 до §21).
Пiдставляючи ϕ = rk, k = 0, 1, 2 отримаємо звiдси попереднi результати.

При k = 3, 4 з використанням обчисленого вище 〈r〉, знайдемо:

〈r2〉 = a2B
n2

2
[5n2 + 1− 3l(l + 1)],

〈r3〉 = a3B
n2

8
[35n4 + 25n2 − 30n2l(l + 1) + 3l(l + 1)(l2 + l − 2)].

Приклад 3. Обчислити енерґетичнi рiвнi частинки E в полi U = A/r2 −
e2/r.

Додаючи частину потенцiалу A/r2 до вiдцентрової енергiї частинки, за-
мiною

l(l + 1) + 2mA/~2 = l′(l′ + 1),

l′ = −1

2
+

1

2

√
(2l + 1)2 +

8mA

~2

зводимо задачу до кулонiвської з “орбiтальним” квантовим числом l′, для якої

рiвнi енерґiї ε = −E
/

me4

2~2
= 1/(nr + l′ + 1)2, i остаточно знаходимо

E = −me
4

2~2

/(
nr +

1

2
+

1

2

√
(2l + 1)2 +

8mA

~2

)2

,

nr = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число.
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§ 42. Атом водню. Метод факторизацiї

Застосуймо метод факторизацiї до розв’язку радiального рiв-
няння Шрединґера водневої задачi, запозиченого з попереднього
параграфа (у знерозмiрених змiнних):

(
− d2

dρ2
+
l(l + 1)

ρ2
− 2

ρ

)
χ =

E

me4/2~2
χ.

Отже, стартуємо з уведення операторiв

Â =
d

dρ
+W,

Â+ = − d

dρ
+W,

де двопараметричний суперсиметричний потенцiал

W = α+
β

ρ
.

Тепер радiальне рiвняння записуємо так:

(Â+Â+ ε)χ =
E

me4/2~2
χ,

тут енерґiя факторизацiї

ε = −α2,

а параметри α та β задовольняють рiвняння

β(β + 1) = l(l + 1),

αβ = −1.

Далi крок за кроком iдемо за сценарiєм методу факторизацiї. З
рiвняння

Âχ = 0

знаходимо хвильову функцiю найнижчого стану при фiксованому
значеннi орбiтального квантового числа l:

(
d

dρ
+ α+

β

ρ

)
χ = 0.
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Звiдки легко отримуємо розв’язок

χ = Cρ−βe−αρ.

Сталу C обчислюємо з умови нормування цiєї функцiї:

|C|2
∞∫

0

ρ−2βe−2αρ dr = 1

або, пригадуючи, що r = ρaB, робимо замiну змiнної x = 2αρ i
одержуємо

|C|2aB
(

1

2α

)1−2β
∞∫

0

x−2βe−x dx = 1.

Звiдси знаходимо C, i хвильова функцiя

χ0,l(r) =

√
(2α)1−2β

aBΓ(1− 2β)
ρ−βe−αρ.

З умови збiжностi iнтеґрала нормування отримуємо, що α > 0,
β < 1/2, i тому з двох можливих розв’язкiв наведеного вище рiв-
няння на β, а саме, β1 = l, β2 = −(l + 1), вибираємо другий:

β = −(l + 1), α = 1/(l + 1),

причому енерґiя факторизацiї

ε = − 1

(l + 1)2
.

З урахуванням цих значень величин α та β записуємо хвильову
функцiю найнижчого стану при фiксованому l:

χ0,l(r) =

√(
2

l + 1

)2l+3 1

aBΓ(2l + 3)
ρl+1e−ρ/(l+1).

Рiвнi енерґiї En визначаємо, згiдно §23, з умови

W 2(ρ;αn−1, βn−1) +W ′(ρ;αn−1, βn−1)

=W 2(ρ;αn, βn)−W ′(ρ;αn, βn) + ∆n,
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де

W (ρ;αn, βn) = αn +
βn
ρ
,

а

E
/me4

2~2
= ε+

n∑

n′=1

∆n′ .

З цiєї умови маємо, що

α2
n−1 +

2αn−1βn−1

ρ
+
βn−1(βn−1 − 1)

ρ2

= α2
n +

2αnβn
ρ

+
βn(βn + 1)

ρ2
+∆n

i отже, знаходимо таку систему рiвнянь для невiдомих параметрiв
αn та βn:

αnβn = αn−1βn−1,

βn(βn + 1) = βn−1(βn−1 − 1),

∆n = α2
n−1 − α2

n.

Пам’ятаючи умови на α та β, звiдси одержуємо

βn = βn−1 − 1,

тобто

βn = βn−1 − 1 = βn−2 − 2 = . . . = β0 − n

або

βn = −(l + 1 + n),

оскiльки β0 = β = −(l+ 1). Розв’язок βn = −βn−1 = (−)n+1(l+ 1)
нам не пiдходить, тому що для непарних iндексiв n цей параметр
βn > 1, що суперечить нашiй попереднiй вимозi β < 1/2. Далi

αnβn = αn−1βn−1 = . . . = α0β0 = αβ = −1,
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тому

αn = − 1

βn
=

1

l + 1 + n

i нарештi,
∆n =

1

(l + n)2
− 1

(l + 1 + n)2
.

Тепер визначаємо рiвнi енерґiї:

E
/me4

2~2
= − 1

(l + 1)2
+

n∑

n′=1

1

(l + n′)2
−

n∑

n′=1

1

(l + 1 + n′)2
.

Тут перший доданок компенсує внесок вiд першої суми при
n′ = 1, а всi решта доданкiв першої суми скорочують вiдповiднi
доданки другої суми, за винятком останнього n′ = n, i в результатi
лише вiн i залишається:

E
/me4

2~2
= − 1

(l + 1 + n)2
.

Отже, рiвнi енерґiї

En,l = − me4

2~2(n+ l + 1)2

збiгаються з формулою Бора, тут n = 0, 1, 2, . . . — це радiальне
квантове число.

Переходимо до хвильових функцiй збуджених станiв (n ≥ 1).
За означенням,

χn,l(r) =
1√

(∆1 + . . .+∆n)(∆2 + . . . +∆n) . . .∆n

×Â+(α, β)Â+(α1, β1) . . . Â
+(αn−1, βn−1)χ0,l(ρ;αn, βn).

Пiдставляючи в це рiвняння явнi значення всiх величин для ра-
дiальної функцiї Rn,l(r) = χn,l(r)/r, маємо:

Rn,l(r) = (−)n

√(
2

n+ l + 1

)2l+2n+3
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× 1√
a3BΓ(2l + 2n+ 3)(∆1 + . . .+∆n)(∆2 + . . .+∆n) . . .∆n

×1

ρ

(
− d

dρ
+

1

l + 1
− l + 1

ρ

)(
− d

dρ
+

1

l + 2
− l + 2

ρ

)
. . .

. . .

(
− d

dρ
+

1

l + n
− l + n

ρ

)
ρn+l+1e−ρ/(n+l+1).

Беручи конкретнi значення квантових чисел n, l, легко перекона-
тись, що цей вираз точно збiгається з радiальною функцiєю во-
дневої задачi з §41: саме для цього ми ввели тут додатковий фазо-
вий множник (−)n. Ще раз наголошуємо, що в цьому параграфi
квантове число n — це радiальне квантове число, яке ми ранiше
позначали через nr, так що тут головне квантове число дорiвнює
(n+ l + 1).

§ 43. Атом водню. Iнтеґрал руху Лапласа–Рунґе–Ленца

Так зване випадкове виродження енерґетичних рiвнiв частин-
ки, що рухається в полi кулонiвського потенцiалу, вказує на iсну-
вання додаткового iнтеґрала руху, специфiчного для цього поля.
Щоб його виявити, почнемо розгляд на основi класичних рiвнянь
iз наступним узагальненням на квантовий випадок5.

5Закон обернених квадратiв для центральної сили є, можливо, одним iз
найпростiших прикладiв фiзичних взаємодiй. Як закон Ньютона для ґравiту-
ючих мас, так i закон Кулона для нерухомих зарядiв були винайденi на пiд-
ставi експериментальних спостережень. Iммануїл Кант (1724–1804) зрозумiв,
що закон обернених квадратiв є наслiдком тривимiрностi нашого простору.
Справдi, у D-вимiрному просторi силовi лiнiї поля, джерелом яких є заряд
або ґравiтуюча маса, зi збiльшенням вiдстанi вiд джерела розподiляються на
чимраз бiльшу поверхню сфери радiуса r. Площа сфери зростає як rD−1, а от-
же, густина силових лiнiй, що проходять через поверхню сфери, i сама сила
спадають як 1/rD−1. Вiдповiдне спадання для потенцiалу поля визначається
законом 1/rD−2.

Для iснування стiйких орбiт, наприклад, планет, що рухаються навколо
зiрок або (класичною мовою) електронних орбiт в атомi, необхiдно, щоб вiд-
центровий потенцiал ∼ 1/r2 спадав iз вiдстанню швидше, нiж потенцiал поля
1/rD−2. В iншому випадку рух буде нестiйким i будемо мати або падiння тiл
на центр або вiддалення їх на безмежнiсть. Отже, для iснування зв’язаних
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Запишемо рiвняння руху Ньютона для частинки масою m, що
рухається в полi центральної сили з потенцiалом U = U(r):

mv̇ = −r

r

dU

dr
.

Помножимо це рiвняння векторно справа на момент кiлькостi ру-
ху L = [rp] = m[rv],

[v̇L] = −1

r

dU

dr
[r[rv]].

Розпишемо подвiйний векторний добуток i нагадаємо, що L є iн-
теґралом руху в центрально-симетричному полi, L̇ = 0:

d

dt
[vL] = −1

r

dU

dr

(
r(rv)− vr2

)
.

Далi

d

dt

(r
r

)
=

v

r
− r

r2
dr

dt
=

v

r
− r(rv)

r3
,

тому
d

dt
[vL] =

1

r

dU

dr
r3
d

dt

(r
r

)
,

або
d

dt
[vL]− r2

dU

dr

d

dt

(r
r

)
= 0.

Перед нами несподiвано виникла можливiсть отримати якiсно но-
вий нетривiальний iнтеґрал руху. Справдi, якщо поле таке, що

−r2dU
dr

= α = const,

станiв необхiдно, щоб 2 > D − 2, тобто D < 4. Якщо вимiрнiсть простору є
бiльшою, нiж три, то в ньому не можуть iснувати нi атоми, нi планетарнi си-
стеми, нi зiрки, нi галактики. Коли вимiрнiсть простору є меншою вiд трьох,
то в ньому не iснує вiльного руху тiл: для D = 1 потенцiал зростає пропорцiй-
но до r, а при D = 2 маємо потенцiал ∼ ln r. В обох випадках силовий центр,
урештi-решт, притягне на себе пробне тiло.

Отже, лише у випадку D = 3 можуть бути як зв’язанi стани, так i вiльний
рух частинок, що дозволяє утворюватись i розпадатись складним структурам
на атомному рiвнi та в макросвiтi.

Саме завдяки цьому й iснують такi свiдки нашого Свiту, як ми з Вами. В
iнших Свiтах, для яких Природа пробувала “леґалiзувати” iншi компактифi-
кованi вимiрностi простору, таких свiдкiв немає.
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тобто потенцiал
U =

α

r

є кулонiвським, то

d

dt

(
[vL] + α

r

r

)
= 0.

Таким чином, вектор

A = [vL] + α
r

r

є iнтеґралом руху, Ȧ = 0. Цей вектор був вiдомий ще П.С.Лап-
ласовi (1799 р.), а пiзнiше його дослiджували К.Рунґе (1919 р.) та
В.Ленц (1924 р.)6.

Маючи в розпорядженнi цей iнтеґрал руху, легко знайти тра-
єкторiю частинки. Помноживши його скалярно на радiус-вектор,
одержуємо

(rA) =
1

m
(r [pL]) + α

(rr)

r
.

Циклiчно переставляючи вектори в мiшаному добутку, отримаємо

rA cosϕ =
L2

m
+ αr,

де кут ϕ — це кут мiж радiус-вектором r i сталим напрямком,
який задає вектор A. Звiдси знаходимо рiвняння траєкторiї

r =
L2/m

−α+A cosϕ
,

яка є конiчним перерiзом.

6Насправдi, iсторiя цього iнтеґрала руху сягає часiв I. Ньютона (див.
H. Goldstein, Am. J. Phys. 44, No. 11, 1123 (1976)). Учень Й. Бернуллi Я. Гер-
манн у 1710 роцi опублiкував працю, в якiй, iнтеґруючи рiвняння руху тiла,
що рухається пiд дiєю сили, обернено-пропорцiйної до квадрата вiдстанi, зна-
йшов як сталу iнтеґрування величину A. Пiзнiше Й. Бернуллi показав, що
зберiгається й напрям вектора A.
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Знайдемо зв’язок модуля вектора A з повною енерґiєю E. Пiд-
несемо вектор A до квадрата:

A2 =

(
[pL]

m
+
αr

r

)2

=
([pL][pL])

m2
+ α2 + 2α

(r[pL])

rm

=
p

m2

(
pL2 − L(pL)

)
+ α2 + 2

α

r

L2

m
.

Ураховуючи, що (pL) = 0, маємо

A2 =
2L2

m

(
p2

2m
+
α

r

)
+ α2,

тобто

A2 =
2L2

m
H + α2,

де H = p2/2m+ α/r — це класичний гамiльтонiан. Отже,

A =

√
α2 +

2L2

m
E.

Тепер рiвняння траєкторiї для α < 0 запишемо в канонiчнiй фор-
мi:

r =
p

1 + ǫ cosϕ
,

де параметр p = L2/m|α|, а ексцентриситет ǫ =
√

1 + 2L2E/mα2.
Перейдемо тепер до квантовомеханiчного опису. Ми не буде-

мо детально розписувати всi перетворення — такий “верлiбровий”
виклад формул, можливо, спонукає Читача до самостiйного ви-
конання допомiжних вправ. Оператор, що вiдповiдає величинi A,
знаходимо, симетризуючи доданок iз векторним добутком i беру-
чи пiвсуму:

Â =
1

2m

(
[p̂ L̂]− [ L̂p̂]

)
+ α

r

r
.

Нагадаємо, що, мiняючи мiсцями вектори у векторному добутку,
ми змiнюємо знак. Величина A є iнтеґралом руху i у квантовому
випадку

ÂĤ − ĤÂ = 0.

384



Неважко переконатись, що iснують такi операторнi рiвностi:

Â2 = α2 +
2

m

(
L̂2 + ~2

)
Ĥ,

[ÂÂ] = −2i~

m
L̂Ĥ, (Â L̂) = ( L̂Â) = 0.

Отже, оскiльки оператор Â комутує з гамiльтонiаном, то ко-
жна компонента вектора Â має з Ĥ спiльну систему власних фун-
кцiй. Однак компоненти вектора Â не комутують мiж собою, не
комутують вони також i з компонентами вектора L̂. Це означає,
згiдно iз загальним твердженням, установленим у §17, що iснує
виродження. Це i є те додаткове, або випадкове, виродження в
кулонiвському полi за орбiтальним квантовим числом l, про яке
йшлося в §41 при обговореннi розв’язку водневої задачi. Бачимо,
що це додаткове виродження зумовлене особливiстю саме куло-
нiвського поля, яке дозволяє iснування якiсно нового iнтеґрала
руху A.

Уведiмо до розгляду оператор

M̂ =

(
− 2

m
Ĥ

)−1/2

Â,

для якого маємо

[M̂M̂] = i~ L̂.

Нагадаймо також, що

[ L̂ L̂] = i~ L̂.

Далi введiмо такi оператори:

Ĵ =
1

2
( L̂+ M̂),

Ŝ =
1

2
( L̂− M̂).

Вони мають властивостi операторiв моменту кiлькостi руху, тобто
їхнi переставнi спiввiдношення є такими:

[ĴĴ] = i~ Ĵ,
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[ŜŜ] = i~ Ŝ.

Крiм того,

( L̂M̂) = (M̂ L̂) = 0,

тому компоненти оператора Ĵ з компонентами оператора Ŝ кому-
тують. Далi

Â2 = − 2

m
M̂2Ĥ

i перша операторна рiвнiсть тепер має вигляд

0 = α2 +
2

m

(
L̂2 + M̂2 + ~2

)
Ĥ

або з урахуванням того, що

Ĵ2 =
1

4

(
L̂2 + M̂2

)
,

маємо

0 = α2 +
2

m

(
4Ĵ2 + ~2

)
Ĥ.

За своїм означенням, Ĵ та його “квадрат моменту кiлькостi руху”
Ĵ2 комутують з гамiльтонiаном Ĥ. Отже, вони мають спiльну си-
стему власних функцiй, тому записуємо цю рiвнiсть у зображеннi,
де обидва оператори є дiагональними

0 = α2 +
2

m

[
4~2j(j + 1) + ~2

]
E,

число j = 0, 1/2, 1, 3/2, . . .. Перепишiмо цю рiвнiсть:

E = −mα
2

2~2
1

(2j + 1)2
.

Уведiмо квантове число n = 2j + 1, яке набуває значення n =
1, 2, 3, . . .. Тепер

En = − mα2

2~2n2
.

Ми отримали формулу Бора, α = −Ze2. Цей операторний (мат-
ричний) метод знаходження рiвнiв енерґiї електрона в атомi во-
дню в 1926 роцi запропонував В.Паулi, який за декiлька мiсяцiв
перед Е.Шрединґером знайшов вираз для En.
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§ 44. Радiальне рiвняння Шрединґера в N -вимiрному
просторi

Ми вже неодноразово торкались проблеми вимiрностi просто-
ру. Вона є надзвичайно цiкавою пiд рiзними поглядами — вiд фiло-
софського, з обговоренням спостережуваних фiзичних наслiдкiв
iснування компактифiкованих вимiрiв, до практичного використа-
ння багатовимiрностi для знаходження точного розв’язку рiвнян-
ня Шрединґера з нескiнченним числом вимiрiв i побудови теорiї
збурень, коли малим параметром слугує обернена вимiрнiсть про-
стору.

У зв’язку з цим докладнiше розглянемо рух частинки маси
m в N -вимiрному просторi в центрально-симетричному силовому
полi. Запишемо стацiонарне рiвняння Шрединґера

(
p̂2

2m
+ U

)
ψ(x) = E ψ(x),

де радiус-вектор частинки в декартових координатах x =
(x1, . . . , xN ), оператор iмпульсу p̂ = (−i~∂/∂x1, . . . ,−i~∂/∂xN ),
потенцiальна енерґiя U = U(x) залежить вiд модуля радiус-

вектора x =
√
x21 + . . .+ x2N . Наше завдання полягає в тому, щоб

записати це рiвняння в гiперсферичних координатах i видiлити з
нього радiальну частину.

Зв’язок мiж декартовими (x1, . . . , xN ) i гiперсферичними ко-
ординатами для N -вимiрiв є таким7:





x1 = x cos θ1,

x2 = x sin θ1 cos θ2,

x3 = x sin θ1 sin θ2 cos θ3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

xN−2 = x sin θ1 . . . sin θN−3 cos θN−2,

xN−1 = x sin θ1 . . . sin θN−2 cosϕ,

xN = x sin θ1 . . . sin θN−2 sinϕ,

7Г. Бейтмен, А. Эрдейи. Высшие трансцендентные функции. Т. II. М.: На-
ука, 1974.
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причому x ≥ 0, 0 ≤ θj ≤ π, (j = 1, . . . , N − 2), 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
Напрямнi вектори осей гiперсферичної системи координат

e1 =
∂x

∂x
, e2 =

∂x

∂θ1
, . . . , eN−1 =

∂x

∂θN−2
, eN =

∂x

∂ϕ

є ортогональними мiж собою:

(eiej) = 0, i 6= j.

Це легко перевiрити прямими обчисленнями, що не становлять
якихось труднощiв.

Запишiмо потрiбний для нашої мети оператор Лапласа в гiпер-
сферичних координатах, користуючись звичайною схемою перехо-
ду вiд декартових координат до будь-яких iнших. Отже, виконую-
чи цю просту, але, можливо, для декого нудну вправу, отримуємо:

∇
2 = x−N+1 ∂

∂x
xN−1 ∂

∂x
+

1

x2
∆θ,ϕ,

де кутова частина лапласiана

∆θ,ϕ = (sin θ1)
−N+2 ∂

∂θ1
(sin θ1)

N−2 ∂

∂θ1

+ (sin θ1)
−2(sin θ2)

−N+3 ∂

∂θ2
(sin θ2)

N−3 ∂

∂θ2

+ (sin θ1 sin θ2)
−2(sin θ3)

−N+4 ∂

∂θ3
(sin θ3)

N−4 ∂

∂θ3

+ . . .+ (sin θ1 . . . sin θN−3)
−2(sin θN−2)

−1

× ∂

∂θN−2
sin θN−2

∂

∂θN−2
+ (sin θ1 . . . sin θN−2)

−2 ∂
2

∂ϕ2
,

тут для скорочення запису введено позначення θ ≡
(θ1, θ2, . . . , θN−2).

Тепер рiвняння Шрединґера одержуємо в такому виглядi:

(
− ~2

2m
x−N+1 ∂

∂x
xN−1 ∂

∂x
− ~2

2mx2
∆θ,ϕ + U(x)

)
ψ(x) = E ψ(x).
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Бачимо, що як i в тривимiрному просторi, воно дозволяє роздiли-
ти змiннi8 :

ψ(x) = R(x)Y (θ, ϕ),

де R(x) — радiальна складова хвильової функцiї, а кутова части-
на Y (θ, ϕ) є сферичною гармонiкою (яку часто називають також
ультрасферичною гармонiкою), що задовольняє рiвняння Лапла-
са

∇
2(xlY (θ, ϕ)) = 0.

Звiдси, використовуючи наведений вище вираз для оператора ∇
2,

маємо, що

Y (θ, ϕ)x−N+1 d

dx
xN−1 d

dx
xl +

1

x2
xl∆θ,ϕY (θ, ϕ) = 0,

або

∆θ,ϕY (θ, ϕ) = −l(N + l − 2)Y (θ, ϕ).

Якщо вимiрнiсть простору N = 3, то ми приходимо до вже зна-
йомого рiвняння на власнi значення для звичайних сферичних
функцiй.

Явний вигляд кутової частини лапласiана показує, що i це рiв-
няння дозволяє роздiлити змiннi. Отже, функцiю Y (θ, ϕ) запису-
ємо у виглядi добутку функцiй:

Yl,m(θ, ϕ) =
e±imN−2ϕ

√
2π

×
N−3∏

j=0

Aj+1(sin θj+1)
mj+1C

mj+1−j/2+N/2−1
mj−mj+1

(cos θj+1),

де Cν
n(cos θj) — полiноми Ґеґенбауера або ультрасферичнi по-

лiноми степеня n i порядку ν, причому цiлi числа m0 = l,

8У загальному випадку при переходi вiд декартових до криволiнiйних ко-
ординат q1, . . . , qN оператор ∇2 = g−1/2 ∂

∂qi
g1/2gik ∂

∂qk
, де gik — контраварi-

антнi складовi метричного тензора gik = (eiek), g — детермiнант матрицi
gik (М. Т. Сенькiв. Векторний i тензорний аналiз. Львiв: Львiвський ун-т,
1990; [10]). Наприклад, для сферичних координат (N = 3) g11 = 1, g22 = r2,
g33 = r2 sin2 θ; gik = 0, i 6= k, а якобiан переходу J =

√
g.
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m1,m2, . . . ,mN−2 такi, що l ≥ m1 ≥ m2 ≥ . . . ≥ mN−2 ≥ 0, Aj

— сталi нормування. Цi полiноми задовольняють диференцiальне
рiвняння

(1− t2)y′′ − (2ν + 1)ty′ + n(n+ 2ν)y = 0, y = y(t) ≡ Cν
n(t);

їх можна визначити також за допомогою твiрної функцiї

(1− 2tz + z2)−ν =

∞∑

n=0

Cν
n(t) z

n.

Полiноми Ґеґенбауера для пiвцiлих значень верхнiх iндексiв
можна записати через полiноми Лежандра (див. §34),

C
m+1/2
l−m (t) =

2mm!

(2m)!

(
d

dt

)m

Pl(t),

а для цiлих значень верхнiх iндексiв їх заступають похiднi вiд
полiномiв Чебишова

Cm+1
l−m (t) =

1

2ll!(l + 1)

(
d

dt

)m+1

Tl+1(t),

Tl(t) = cos(l arccos t).

Використовуючи виписанi вище рiвняння на власнi значення
для кутової частини лапласiана, записуємо радiальне рiвняння
Шрединґера так:
(
− ~2

2m
x−N+1 d

dx
xN−1 d

dx
+

~2l(l +N − 2)

2mx2
+ U(x)

)
R(x) = ER(x).

Енерґiя, як i для випадку трьох вимiрiв, не залежить вiд “магнiт-
них” квантових чисел m1, . . . ,mN−2.

Обговоримо умови нормування. Для дискретного спектра оче-
видно ∫

|ψ(x)|2 dx = 1,

де для елемента об’єму ми скористались таким позначенням: dx ≡
dx1dx2 . . . dxN . У гiперсферичних координатах

∫ ∫
dx1 dx2 . . . dxN =

∞∫

0

xN−1 dx

∫
dΩ,
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де елемент поверхнi одиничної сфери

dΩ = (sin θ1)
N−2(sin θ2)

N−3 . . . sin θN−2dθ1 . . . dθN−2 dϕ,

причому повна поверхня

∫
dΩ =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

(sin θ1)
N−2 dθ1

π∫

0

(sin θ2)
N−3 dθ2 . . .

. . .

π∫

0

sin θN−2 dθN−2 =
2πN/2

Γ(N/2)
.

Тут ми скористались табличним iнтеґралом:
π∫

0

sinν θ dθ =
Γ
(
ν+1
2

)
Γ
(
1
2

)

Γ
(
ν
2 + 1

) , Re ν > −1.

З виписаної вище умови нормування хвильової функцiї знахо-
димо, що

∫
dΩ|Yl,m(θ, ϕ)|2 = 1,

∞∫

0

xN−1R2(x) dx = 1.

З першої умови нормування визначаємо сталi Aj у виразi для
функцiй Yl,m(θ, ϕ):

A2
j+1

π∫

0

dθj+1 (sin θj+1)
2mj+1

×
[
C

mj+1−j/2+N/2−1
mj−mj+1

(cos θj+1)
]2

(sin θj+1)
N−j−2 = 1

або пiсля замiни змiнних t = cos θj+1

A2
j+1

1∫

−1

(1− t2)(p−1)/2[Cp/2
n (t)] dt = 1,

p

2
= mj+1 −

j

2
+
N

2
− 1, n = mj −mj+1.
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Виписаний iнтеґрал нормування полiномiв Ґеґенбауера є вiдомим,
i ми отримуємо:

Aj+1 =

√
n!(p+ 2n) Γ2(p/2)

22−pπ Γ(n+ p)
.

Перевiримо, чи збiгаються одержанi тут ультрасферичнi гар-
монiки при N = 3 зi знайденими ранiше сферичними функцiями
Yl,m(θ, ϕ) з §34. У цьому випадку, беручи до уваги, що при N = 3,
θ1 = θ, m0 = l, mN−2 = m1 ≡ m, m ≥ 0 з нашої загальної формули
для Yl,m(θ, ϕ) знаходимо:

Yl,m(θ, ϕ) =
e±imϕ

√
2π

A1 sin
m θ C

m+1/2
l−m (cos θ),

A1 =

√
(l −m)!(2l + 1)Γ2(m+ 1/2)

21−2mπ Γ(m+ l + 1)
, m ≥ 0,

а з урахуванням властивостей Γ-функцiй i зокрема, що Γ(m+ l+
1) = (m+ l)!, а

Γ(m+ 1/2) =

√
π(2m)!

22mm!
,

отримуємо:

Yl,m(θ, ϕ) =
e±imϕ

√
2π

√
(l −m)!

(l +m)!

(2l + 1)

2
sinm θ

(
d

d cos θ

)m

Pl(cos θ).

Цi функцiї з точнiстю до фазового множника (−)m = eiπm збiга-
ються з наведеними в §34 сферичними гармонiками.

Переходимо тепер до радiальної функцiї. Умова нормування
для неї пiдказує нам, що, замiсть функцiї R(x), вигiдно ввести
шрединґерiвську хвильову функцiю

χ(x) = x(N−1)/2R(x),

тобто функцiю, яка нормована звичайним чином без вагового мно-
жника

∞∫

0

χ2(x) dx = 1.
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Запишiмо рiвняння для нової функцiї χ(x), пiдставляючи в радi-
альне рiвняння

R(x) = x−(N−1)/2χ(x).

Отже, пiсля множення всього рiвняння злiва на x(N−1)/2, маємо:

− ~2

2m
x(N−1)/2x−N+1 d

dx
xN−1 d

dx
x−(N−1)/2χ(x)

+
~2

2mx2
l(l +N − 2)χ(x) + U(x)χ(x) = Eχ(x).

Або, обчислюючи похiднi, отримуємо:
[
− ~2

2m

d2

dx2
+

~2

8mx2
(N − 1)(N − 3)

+
~2

2mx2
l(l +N − 2) + U(x)

]
χ(x) = Eχ(x).

Крiм того, зауважуємо, що

(N − 1)(N − 3)

4
+ l(l +N − 2) =

(N + 2l − 3)(N + 2l − 1)

4

=
N + 2l − 3

2

(
N + 2l − 3

2
+ 1

)
= l∗(l∗ + 1),

де величину

l∗ =
N + 2l − 3

2
= l +

N − 3

2

називаємо узагальненим або ефективним орбiтальним квантовим
числом. Тепер остаточно радiальне рiвняння для N -вимiрiв на-
бирає вигляду, який формально збiгається з тим, що ми мали у
тривимiрному просторi:

[
− ~2

2m

d2

dx2
+

~2

2mx2
l∗(l∗ + 1) + U(x)

]
χ(x) = Eχ(x).

Цiкаво, що ця аналогiя дозволяє знаходити енерґетичний
спектр N -вимiрних моделей шляхом “аналiтичного продовження”
результатiв для простору трьох вимiрiв. Наприклад, для просто-
рового осцилятора формула для рiвнiв енерґiї En,l = ~ω(2n + l +

393



3/2) замiною l → l∗ переходить в енерґiю N -вимiрного просторо-
вого осцилятора

En,l = ~ω (2n+ l +N/2) ,

вiдповiдно хвильова функцiя Rn,l(r) переходить в Rn,l∗(x) =

x−(N−1)/2χn,l∗(x). Для одновимiрного випадку N = 1 вiдцентрова
енерґiя l∗(l∗ + 1) = (l − 1)l повинна дорiвнювати нулевi, тобто
l = 0 або l = 1. При l = 0 цей розв’язок вiдтворює стани лiнiйно-
го гармонiчного осцилятора з парними хвильовими функцiями, а
при l = 1 — з непарними.

Аналогiчно з формули Бора для енерґiї En електрона в ато-
мi водню з §41, записаної через радiальне квантове число, En =
−me4/2~2(nr + l + 1)2, замiна l → l∗ дає енерґетичнi рiвнi N -
вимiрного атома водню:

En = − 2me4

~2(2n+N − 3)2
,

де, як звичайно, n = nr + l + 1 — головне квантове число.
Застерiгаємо Читача вiд можливого непорозумiння. У виносцi

на стор. 381 йшлося про те, що кулонiвський закон взаємодiї є
наслiдком вимiрностi простору, U ∼ 1/xN−2. Тут ми говоримо
про N -вимiрний атом водню з потенцiальною енерґiєю U ∼ 1/x,
яка є “чужою” для простору розмiрностi N 6= 3. Отже, мова не
йде про рух частинки в N -вимiрному просторi з природним для
нього законом U ∼ 1/xN−2, коли, як уже зазначалося, для N ≥ 4
не iснує зв’язаних станiв. Зазначимо, що для N = 1 природним
“кулонiвським” потенцiалом є U = αx, α > 0 (нагадаємо, що тут
x = |x|), рух у такому полi ми вивчали в §24.

Приклад. За допомогою правила квантування Бора–Зоммерфельда обчи-
слити енерґетичнi рiвнi атома водню та iзотропного гармонiчного осцилятора
в N-вимiрному просторi.

З означення гiперсферичних координат обчислюємо квадрат елемента
довжини дуги (dr)2, вiдтак знаходимо квадрат швидкостi частинки v = dr/dt,
її кiнетичну енерґiю (тут для радiальної координати вживаємо позначення r
замiсть x)9,

mv2

2
=
mṙ2

2
+
mr2

2

N−2∑

j=1

θ̇2j

j−1∏

k=1

sin2 θk +
mr2

2
ϕ̇2

N−2∏

k=1

sin2 θk,

9Э. Маделунг. Математический аппарат физики. М.: Наука, 1986, с. 285.
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i функцiю Лаґранжа (як рiзницю кiнетичної й потенцiальної енерґiй), похiднi
вiд якої за ṙ, ϕ̇, θ̇j , j = 1, . . . , N−2 дають нам вiдповiднi узагальненi iмпульси:

N = 1, pr = mṙ; N = 2, pr = mṙ, pϕ = mr2ϕ̇;

N ≥ 3, pr = mṙ, pϕ = mr2ϕ̇

N−2∏

k=1

sin2 θk, pj = mr2θ̇j

j−1∏

k=1

sin2 θk,

де крапками позначено похiднi за часом. Записуємо кiнетичну енерґiю через
узагальненi iмпульси i знаходимо класичну функцiю Гамiльтона частинки в
полi U :

H =
p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2

N−2∏

k=1

1

sin2 θk
+

N−2∑

j=1

p2j
2mr2

j−1∏

k=1

1

sin2 θk
+ U.

Використаймо тепер рiвняння Гамiльтона. Отже,

ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0, звiдси pϕ = const.

Далi

ṗN−2 = − ∂H

∂θN−2
= − ∂

∂θN−2

(
p2ϕ

2mr2

N−2∏

k=1

1

sin2 θk

)
,

а з iншого боку,

ṗN−2 = −∂pN−2

∂θN−2
θ̇N−2 =

∂pN−2

∂θN−2

pN−2

mr2

N−3∏

k=1

1

sin2 θk
=

∂

∂θN−2

(
p2N−2

2mr2

N−3∏

k=1

1

sin2 θk

)
.

Прирiвнюючи цi два вирази, для ṗN−2 знаходимо, що

(
1

2mr2

N−3∏

k=1

1

sin2 θk

)
d

dθN−2

(
p2N−2 +

p2ϕ
sin2 θN−2

)
= 0.

Звiдси маємо iнтеґрал руху

p2N−2 +
p2ϕ

sin2 θN−2
= L2

N−2 = const, LN−2 ≥ 0,

з урахуванням якого функцiя Гамiльтона

H =
p2r
2m

+
L2

N−2

2mr2

N−3∏

k=1

1

sin2 θk
+

N−3∑

j=1

p2j
2mr2

j−1∏

k=1

1

sin2 θk
+ U.

Завдяки iнтеґраловi руху LN−2 ми виключили з функцiї Гамiльтона кутову
координату θN−2 й отримали задачу вже з (N − 3)-ма кутовими змiнними θj .
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Далi використовуємо наступне рiвняння Гамiльтона для ṗN−3, яке дає
“свiй” iнтеґрал руху. Повторюючи цю процедуру (N −2) рази, отримуємо, що

p2j +
L2

j+1

sin2 θj
= L2

j = const, j = 1, 2, . . . , N − 2,

причому Lj ≥ 0, Lj > Lj+1, LN−1 ≡ pϕ, L1 ≡ L, а функцiя Гамiльтона, або
енерґiя E, тепер є такою:

E =
p2r
2m

+
L2

2mr2
+ U.

Отже, фактично ми виконали роздiлення змiнних i звели нашу задачу до N
одновимiрних задач.

Переходимо до умов квантування Бора–Зоммерфельда. Радiальна умова
квантування для U = −e2/r з урахуванням сталої величини νr = 1/2 дає
нам такi рiвнi енерґiї (див. Приклад 3 до §30, у якому замiсть pϕ потрiбно
пiдставити величину L i nr замiнити на (nr + 1/2)):

E = − me4

2[L+ ~(nr + 1/2)]2
,

де nr = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число.
Аналогiчно для iзотропного гармонiчного осцилятора, U = mω2r2/2, з

Прикладу 4 до §30 знаходимо замiною pϕ = ~(l + 1/2) на L енерґiю

E = ~ω(2nr + 1 + L/~), nr = 0, 1, 2, . . . .

Величину L обчислимо з кутових умов квантування:
2π∫

0

pϕ dϕ = 2π~nϕ,

∮
pj dθj = 2π~ (nj + 1/2) , j = 1, 2, . . . , N − 2,

nϕ = 0, 1, 2, . . . — азимутальне квантове число; nj = 0, 1, 2, . . . — широтно-
кутовi квантовi числа. Цi рiвняння потребують пояснень. У правiй частинi
умови квантування для pϕ до квантового числа nϕ не додаємо сталої вели-
чини νϕ, точне значення якої, як ми знаємо з §30, диктує характер потенцi-
альної енерґiї i вiдповiднi граничнi умови на хвильову функцiю. Зокрема, в
нашому випадку на її залежнiсть вiд азимутальної змiнної ϕ накладаємо пе-
рiодичнi граничнi умови, i отже, νϕ = 0. Щодо залежностi хвильової функцiї
вiд широтних кутiв θj , то тут ситуацiя iнша. З виразiв для iнтеґралiв руху
Lj бачимо, що “потенцiальна енерґiя”, тобто величина 1/ sin2 θj , є гладкою
функцiєю, i тому, згiдно з тими мiркуваннями й висновками, якi ми наводи-
ли в §30 щодо чисельних значень величин νj , вони дорiвнюють 1/2 для всiх
значень j = 1, 2, . . . , N − 2.

Зважаючи на те, що pϕ = const, з умови квантування маємо pϕ = ~nϕ.
Iнтеґрали за θj в рештi умов квантування також беремо нескладно:

∮
pj dθj =

∮ √
L2

j − L2
j+1/ sin

2 θj dθj = Lj+1

∮ √
a2 − 1/ sin2 θj dθj

= 4Lj+1

∫ π/2

θmin

√
a2 − 1/ sin2 θj dθj ,
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де a = Lj/Lj+1, а кут θmin визначаємо з умови рiвностi нулевi пiдкореневого
виразу (точка повороту), sin θmin = Lj+1/Lj . Далi без коментарiв обчислюємо
потрiбний iнтеґрал:

∫ √
a2 sin2 θ − 1

sin θ
dθ =

∫
a2 sin2 θ − 1

sin θ
√
a2 sin2 θ − 1

dθ

=

∫
a2 sin θ√
a2 sin2 θ − 1

dθ −
∫

dθ

sin θ
√
a2 sin2 θ − 1

= −a arcsin
(
a cos θ/

√
a2 − 1

)
+ arctg

(
cos θ/

√
a2 sin2 θ − 1

)
.

Тепер пiсля пiдстановки меж iнтеґрування знаходимо, що
∮
pj dθj = 2π(Lj − Lj+1),

i з умов квантування одержуємо таке рiвняння:

Lj − Lj+1 = ~ (nj + 1/2) .

Пiдсумуймо обидвi частини цього виразу за j вiд j = 1 до j = N − 2.
Очевидно в лiвiй частинi “виживуть” лише перший доданок iз першої суми
L1 ≡ L i останнiй доданок iз другої LN+1 ≡ pϕ — решта доданкiв взаємно
скоротяться. У результатi шукана величина

L = ~

(
l +

N − 2

2

)
, l = nϕ +

N−2∑

j=1

nj ,

де ми ввели орбiтальне квантове число l = 0, 1, 2, . . . .
Тепер, маючи величину L, повертаємося до формули для енерґiї й оста-

точно знаходимо:

E = − me4

2~2 [n+ (N − 3)/2]2
,

n = nr + l + 1 = 1, 2, . . . — головне квантове число.
Для осцилятора рiвнi енерґiї, пiсля пiдстановки величини L у наведений

вище вираз, є такими:
E = ~ω(2nr + l +N/2).

Отже, квазiкласичне квантування i в N-вимiрному випадку дає точний
результат для рiвнiв енерґiї електрона в атомi водню. Зробимо зауваження
стосовно так званої “маятникової орбiти”, коли nϕ = 0 (див. Приклад 3 до §30).
Ми вилучали її з розгляду, оскiльки за класичними уявленнями така трає-
кторiя електрона проходить крiзь ядро, що є неможливим, i уникли проблеми
“нуль у знаменнику” у виразi для енерґiї при nr = 0. Насправдi, nϕ може до-
рiвнювати нулевi, а проблема “нуль у знаменнику” зникає сама собою, якщо
брати до уваги й сталi величини νr = 1/2, νθ = 1/2, якi при nr = nϕ = nθ = 0
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дають для головного квантового числа n = 1. Отже, “поспiшне” зведення за-
дачi до двовимiрної у площинi, перепендикулярнiй до напрямку класичного
iнтеґрала руху — моменту iмпульсу L, приводить до втрати чисто квантового
ефекту νθ = 1/2. Хоч оператор L̂ також є iнтеґралом руху, однак його компо-
ненти не комутують мiж собою й не можуть мати одночасно певних власних
значень (за винятком нульових), а їхнi сереньоквадратичнi флюктуацiї не до-
рiвнюють нулевi. Це означає, що “флюктуює” i площина, у якiй вiдбувається
рух електрона, тому фактично квазiкласичний рух є вже у трьох вимiрах
(r, θ, ϕ), а не лише в площинi θ = π/2.

Вiдступ.
Вiдзначимо ще один надзвичайно цiкавий факт, пов’язаний iз задачею

про рух частинки в кулонiвському полi. Якщо в стацiонарному рiвняннi Шре-
динґера для вiльної частинки зробити перетворення за правилом так званої
стереографiчної проекцiї, то отримаємо рiвняння для чотиривимiрної сфери-
чної функцiї в iмпульсному зображеннi, яка залежить вiд трьох кутiв. При-
чому це рiвняння збiгається з рiвнянням Шрединґера для частинки в куло-
нiвському полi. Iнакше кажучи, виявляється, що рiвняння Шрединґера для
електрона в атомi водню є еквiвалентним кутовiй частинi рiвняння Лапласа
в 4-вимiрному iмпульсному просторi без уведення будь-якого силового поля
i узагалi будь-яких фiзичних констант. Саме тому кулонiвський потенцiал
виявляє додаткову симетрiю, що породжує додатковий iнтеґрал руху,i як на-
слiдок маємо “випадкове” виродження енерґетичних рiвнiв електрона в атомi
водню за орбiтальним квантовим числом.

Отже, рух частинки в кулонiвському полi можна трактувати як рух вiль-
ної частинки з в’язями, тобто як рух по сферi в 4-вимiрному просторi. Така
геометризацiя кулонiвської взаємодiї вiдповiдає концепцiї геометризацiї будь-
яких взаємодiй, як це є, зокрема, у загальнiй теорiї вiдносностi Айнштайна–
Гiльберта. Можливiсть об’єднання в цьому дусi всiх фундаментальних взає-
модiй проiлюстрував у 1921 роцi Т. Калуца. На пiдставi гiпотези про те, що
наш Свiт — це викривлений 5-вимiрний простiр-час, вiн об’єднав загальну
теорiю вiдносностi й теорiю електромагнiтного поля Максвелла. Одне з по-
яснень неспостережуваностi п’ятого вимiру, його компактифiкацiї — надзви-
чайно малi масштаби (порядку планкiвської довжини (~G/c3)1/2 ∼ 10−33 cм)
порiвняно з тими, що ми спостерiгаємо на атомному та ядерному рiвнях.

Концепцiя багатовимiрностi простору дозволяє надати фундаментальнiй
сталiй ~ геометричного змiсту. Якщо за одну з координат у такому просторi,
наприклад п’яту, вибрати дiю S i прийняти, що простiр за цiєю координатою
є топологiчно замкненим, то хвильова функцiя ψ повинна бути перiодичною
функцiєю S. Цей фундаментальний перiод i можна ототожнити зi сталою
Планка ~.

Можливо, що порушення CP -iнварiантностi в розпадах довгоживучого
K0

L мезона (див. Приклад 4 до §3) є “натяком” на багатовимiрнiсть нашого
простору, тобто з урахуванням iнверсiї й компактифiкованих вимiрностей ця
проблема знiметься.



ГЛА ВА VIII

ТЕОРIЯ ЗБУРЕНЬ

§ 45. Стацiонарна теорiя збурень. Невироджений випадок

Досi ми розглядали переважно задачi, що мають точний
розв’язок, як наприклад, задачi про гармонiчний осцилятор або
атом водню. У бiльшостi задач квантової механiки таких простих
розв’язкiв не iснує. Тому було створено цiлу низку наближених
методiв розв’язку рiвняння Шрединґера як стацiонарного, так i
нестацiонарного. Причому в багатьох випадках є можливiсть на-
ближено звести вихiдну задачу з гамiльтонiаном Ĥ до простiшої,
гамiльтонiан якої Ĥ0 дозволяє отримати точний розв’язок. Якщо
Ĥ та Ĥ0 не сильно рiзняться, тобто якщо вiдповiднi власнi значен-
ня є достатньо близькими, то систему з гамiльтонiаном Ĥ0 розгля-
даємо як опорну (систему вiдлiку), що є нульовим наближенням
до вихiдної. Отже, нехай гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

де оператор V̂ називають оператором збурення. Саме цей опера-
тор “вiдхилення” Ĥ вiд Ĥ0 вносить збурення в гамiльтонiан систе-
ми вiдлiку. Якщо V̂ , як i Ĥ0, не залежить вiд часу t, то наближе-
ний метод розв’язку задачi на власнi значення та власнi функцiї
для Ĥ має назву стацiонарної теорiї збурень. Якщо V̂ залежить
вiд часу, то задача знаходження хвильових функцiй для будь-
якого моменту t називається нестацiонарною теорiєю збурень. Є,
однак, клас задач, для яких простi методи теорiї збурень не пра-
цюють: збурення не є малим. У цих випадках вдаються до таких
пiдходiв, як варiацiйний принцип або знаходять “несподiванi” малi
параметри, а це, як ми побачимо далi на конкретних прикладах,
— уже мистецтво.
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Отже, нехай ми маємо систему з гамiльтонiаном Ĥ0, для якої
вiдомi власнi значення E(0)

n та власнi функцiї ψ(0)
n . Iншими слова-

ми, рiвняння

Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n

вважається розв’язаним. Необхiдно знайти власнi значення En та
власнi функцiї ψn гамiльтонiана Ĥ, тобто розв’язати стацiонарне
рiвняння Шрединґера

Ĥψn = Enψn.

Уведемо для зручностi параметр вмикання взаємодiї λ:

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ ,

причому 0 ≤ λ ≤ 1. При λ = 0 маємо “нульову” задачу, а при λ = 1
— вихiдну. Таким чином, маємо рiвняння

(Ĥ0 + λV̂ )ψn = Enψn.

Оскiльки система функцiй ψ
(0)
m є повною, то розкладемо невi-

дому функцiю ψn у ряд

ψn =
∑

m

Cmnψ
(0)
m .

Тепер вихiдне рiвняння Шрединґера набуває вигляду
∑

m

Cmn(Ĥ0 + λV̂ )ψ(0)
m = En

∑

m

Cmnψ
(0)
m .

Домножимо це рiвняння злiва на хвильову функцiю ψ
(0)∗
n′ та про-

iнтеґруємо за змiнними q, вiд яких залежать хвильовi функцiї:
∑

m

Cmn

(
E(0)

m δn′m + λVn′m

)
= En

∑

m

Cmnδn′m ,

де матричний елемент оператора збурення

Vn′m =

∫
ψ
(0)∗
n′ V̂ ψ(0)

m dq.
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Ми використали тут те, що ψ(0)
m є ортонормованою системою фун-

кцiй та власними функцiями оператора Ĥ0. Перепишемо це рiв-
няння так: (

En − E
(0)
n′

)
Cn′n = λ

∑

m

CmnVn′m.

Будемо вважати, по-перше, що збурення є малим, а по-друге,
що величини Cmn i En є аналiтичними функцiями параметра λ.
Цi умови є достатньо жорсткими, i вони обмежують коло цiкавих
фiзичних задач, залишаючи поза розглядом, наприклад, такi мо-
делi, у яких залежнiсть енерґiї вiд параметра вмикання взаємодiї
є неаналiтичною i має вигляд λ lnλ (енерґiя електронного газу)
або e−1/λ (проблема надпровiдностi).

Отже, приймаємо, що

Cmn = C(0)
mn + λC(1)

mn + λ2C(2)
mn + . . . ,

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . . ,

причому очевидно

C(0)
mn = δmn,

тому що при λ = 0 з виразу

ψn =
∑

m

Cmnψ
(0)
m

ми повиннi отримати ψn = ψ
(0)
n . Величини E

(1)
n , E

(2)
n , . . . назива-

ють вiдповiдно першою поправкою, другою поправкою i т.д. до
енерґiї E(0)

n . Тепер маємо
(
E(0)

n − E
(0)
n′ + λE(1)

n + λ2E(2)
n + . . .

)(
δn′n + λC

(1)
n′n + λ2C

(2)
n′n + . . .

)

= λ
∑

m

(
δmn + λC(1)

mn + . . .
)
Vn′m.

Для того, щоб ця рiвнiсть виконувалась при будь-яких значеннях
величини λ, необхiдно, щоб коефiцiєнти при однакових степенях λ
у лiвiй i правiй частинах цього рiвняння збiгалися. Прирiвнюючи
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цi коефiцiєнти при λ у нульовому степенi (λ0 = 1), отримуємо
рiвняння

(
E(0)

n − E
(0)
n′

)
δn′n = 0,

яке задовольняється при n = n′ i при n 6= n′.
Прирiвнюємо тепер коефiцiєнти при λ у першому степенi:

(
E(0)

n − E
(0)
n′

)
C

(1)
n′n + E(1)

n δn′n = Vn′n.

Нехай n′ = n, тодi

E(1)
n = Vnn.

Ми знайшли першу поправку до енерґiї, яка дорiвнює дiагональ-
ному матричному елементовi оператора збурення, розрахованого
на хвильових функцiях “нульової” задачi. При n′ 6= n одержуємо

C
(1)
n′n =

Vn′n

E
(0)
n − E

(0)
n′

.

Нам залишилось розрахувати в цьому наближеннi ще величину
C

(1)
nn . Знайдемо її з умови нормування хвильової функцiї. Маємо

ψn =
∑

m

Cmnψ
(0)
m = Cnnψ

(0)
n +

∑

m6=n

Cmnψ
(0)
m

або в першому наближеннi

ψn =
[
1 + λC(1)

nn

]
ψ(0)
n + λ

∑

m6=n

C(1)
mnψ

(0)
m .

Тепер з умови
∫

|ψn|2dq = 1

знаходимо (з точнiстю до першого наближення)

∣∣∣1 + λC(1)
nn

∣∣∣
2
= 1.
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Будемо вважати величину C
(1)
nn дiйсною, i в наближеннi, що ро-

глядається, отримуємо

C(1)
nn = 0.

Отже, в першому наближеннi при λ = 1 знаходимо

En = E(0)
n + Vnn,

ψn = ψ(0)
n +

∑

m6=n

Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

ψ(0)
m .

Переходимо до другого наближення. Прирiвнюємо коефiцiєн-
ти при λ2:

(
E(0)

n − E
(0)
n′

)
C

(2)
n′n + E(1)

n C
(1)
n′n + E(2)

n δn′n =
∑

m

C(1)
mnVn′m.

Звiдси при n = n′ маємо

E(2)
n =

∑

m

C(1)
mnVnm,

або з урахуванням явного виразу для C(1)
mn енерґiя

E(2)
n =

∑

m6=n

Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

Vnm.

Узявши до уваги умови ермiтовостi для оператора збурення
V ∗
mn = Vnm, остаточно отримуємо:

E(2)
n =

∑

m6=n

|Vmn|2

E
(0)
n − E

(0)
m

.

Таким чином, повна енерґiя при λ = 1

En = E(0)
n + E(1)

n + E(2)
n .

Якщо n = 0, тобто для основного стану, друга поправка

E
(2)
0 =

∑

m6=0

|Vm0|2

E
(0)
0 − E

(0)
m

.
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Оскiльки за означенням E
(0)
0 − E

(0)
m < 0, то E(2)

0 < 0, тобто друга
поправка до енерґiї основного стану завжди є вiд’ємною. Саме це
є причиною того, що опосередкована енерґiя взаємодiї мiж двома
частинками через третю має притягувальний характер (сили Ван
дер Ваальса, електроннi куперiвськi пари в надпровiднику).

Знайдемо тепер другу поправку до коефiцiєнтiв розкладу хви-
льової функцiї. Нехай n 6= n′, i з нашого рiвняння одержуємо

C
(2)
n′n = − VnnVn′n(

E
(0)
n − E

(0)
n′

)2 +
∑

m6=n

VmnVn′m(
E

(0)
n − E

(0)
m

)(
E

(0)
n − E

(0)
n′

) .

Дiагональний елемент, як i в першому наближеннi, обчислюємо з
умови нормування. Отже,

ψn =
(
1 + λ2C(2)

nn

)
ψ(0)
n + λ

∑

m6=n

C(1)
mnψ

(0)
m + λ2

∑

m6=n

C(2)
mnψ

(0)
m .

Тепер з умови ∫
|ψn|2dq = 1

з точнiстю до другого наближення знаходимо

1 =
∣∣∣1 + λ2C(2)

nn

∣∣∣
2
+ λ2

∑

m6=n

∑

m′ 6=n

C(1)∗
mn C

(1)
m′nδm′m

або в цьому ж наближеннi, приймаючи C
(2)
nn величиною дiйсною,

маємо

2C(2)
nn +

∑

m6=n

C(1)∗
mn C

(1)
mn = 0.

Звiдси остаточно

C(2)
nn = −1

2

∑

m6=n

|Vmn|2(
E

(0)
n − E

(0)
m

)2 .

Звернiмось до третього наближення. Нас цiкавитиме лише по-
правка до власного значення енерґiї. В нашому основному рiвнян-
нi прирiвнюємо коефiцiєнти при λ3:

(E(0)
n − E

(0)
n′ )C

(3)
n′n + E(1)

n C
(2)
n′n + E(2)

n C
(1)
n′n + E(3)

n δn′n =
∑

m

C(2)
mnVn′m.
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Покладемо n′ = n i з урахуванням того, що C(1)
nn = 0, E(1)

n = Vnn,
а також видiляючи в правiй частинi цiєї рiвностi член з m = n,
який скорочується з другим доданком з лiвої частини, знаходимо:

E(3)
n =

∑

m
(m6=n)

C(2)
mnVnm.

Пiдставляючи сюди явний вигляд коефiцiєнта C
(2)
mn, остаточно

одержуємо третю поправку до власного значення енерґiї:

E(3)
n =

∑

m
(m6=n)

∑

k
(k 6=n)

VnmVmkVkn

(E
(0)
n − E

(0)
k )(E

(0)
n − E

(0)
m )

− Vnn
∑

m
(m6=n)

|Vmn|2

(E
(0)
n − E

(0)
m )2

.

Умови застосовностi розглянутої теорiї збурень можна побачи-
ти з самих виразiв для поправок. Поправки до хвильової функцiї
повиннi бути малими. З умови |C(1)

mn| ≪ 1 знаходимо в явному
виглядi умову застосовностi теорiї збурень

∣∣∣∣∣
Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

∣∣∣∣∣≪ 1

або

|Vmn| ≪
∣∣∣E(0)

n − E(0)
m

∣∣∣ .

Таким чином, матричнi елементи оператора збурення повиннi бу-
ти малими в порiвняннi з вiдстанню мiж енерґетичними рiвня-
ми “нульової” задачi. Крiм того, ця теорiя збурень незастосовна
у випадку вироджених рiвнiв. Справдi, у знайдених виразах пiд-
сумовування йде за iндексами станiв, а не за рiзними значеннями
енерґiї. Тому для виродженої задачi рiзним станам з iндексами
n та m вiдповiдає одне й те ж значення енерґiї, внаслiдок чого
в знаменниках отримуємо нулi. Це, наприклад, маємо в задачi для
атома водню, на який накладено зовнiшнє поле. Пiдсумовування
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в цьому випадку йде за рiзними iндексами станiв n, l,m, а енер-
ґiя E

(0)
n = −me4/2~2n2 залежить лише вiд головного квантового

числа n.
Теорiю, яку ми розглянули, називають теорiєю збурень Релея–

Шрединґера. Є iншi варiанти теорiї збурень. Наприклад, у теорiї
збурень Брiллюена–Вiґнера енерґiя En не розкладається в ряд за
параметром λ, i для неї з точнiстю до другого порядку отримуємо
рiвняння:

En = E(0)
n + Vnn +

∑

m6=n

|Vmn|2

En − E
(0)
m

.

Зробимо, нарештi, таке зауваження. Якщо, крiм дискретного спе-
ктра, у “нульовiй” задачi є i неперервний спектр, що нумерує-
ться неперервним квантовим числом f , то пiд пiдсумовуванням
за квантовим числом m розумiємо також й iнтеґрування за f .

Приклад 1. Ангармонiчний осцилятор “x2 + x4”. Нехай задано гамiльто-
нiан ангармонiчного осцилятора

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x2 + αx4.

Запишiмо його як
Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

де

Ĥ0 =
p̂2

2m
+
mω2

2
x2,

а оператор
V̂ = αx4

розглядаємо як збурення. Енерґiю запишiмо з точнiстю до першого порядку

En = E(0)
n + E(1)

n ,

причому

E(0)
n = ~ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, . . . ,

а поправка
E(1)

n = Vnn = α〈n|x4|n〉,
де |n〉 — власнi функцiї гармонiчного осцилятора з гамiльтонiаном Ĥ0. Роз-
рахуємо цю поправку

E(1)
n = α

∑

n′

〈n|x2|n′〉〈n′|x2|n〉.
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Нагадаємо, що матричнi елементи квадрата координати гармонiчного осци-
лятора ми вже розрахували у §22. Використовуючи їх тут, зразу знаходимо

E(1)
n = α

(
~

2mω

)2∑

n′

{√
n′(n′ − 1) δn,n′−2

+
√

(n′ + 1)(n′ + 2)δn,n′+2 + (2n′ + 1)δn,n′

}

×
{√

n(n− 1)δn′,n−2 +
√

(n+ 1)(n+ 2)δn′,n+2 + (2n+ 1)δn,n′

}

= α

(
~

2mω

)2 {
(n+ 1)(n+ 2) + n(n− 1) + (1 + 2n)2

}
.

Отже, остаточно маємо

E(1)
n = 6α

(
~

2mω

)2 (
n2 + n+

1

2

)
.

Бачимо, що при великих значеннях квантового числа n ця поправка може
бути бiльшою за рiзницю мiж рiвнями нульової задачi E(0)

n . Таким чином,
теорiя збурень працює лише для нижнiх станiв.

Приклад 2. На гармонiчний осцилятор маси m i частоти ω накладемо збу-
рення V = β3x

3 + β4x
4. Обчислити поправку до енерґiї n-го рiвня з точнiстю

до ~2.
Перша поправка

E(1)
n = 〈n|V |n〉 = β3〈n|x3|n〉+ β4〈n|x4|n〉,

а оскiльки дiагональний матричний елемент вiд x3 дорiвнює нулевi (див. §22),
то, використовуючи вираз для 〈n|x4|n〉 з попереднього прикладу, маємо

E(1)
n = 3β4

(
~

2mω

)2

(2n2 + 2n+ 1).

Внесок ∼ ~2 дає також другий порядок теорiї збурень вiд кубiчного члена в
операторi V :

E(2)
n = β2

3

∞∑

n′=0
(n′ 6=n)

|〈n′|x3|n〉|2

E
(0)
n −E

(0)

n′

=
β2
3

~ω

(
~

2mω

)3 ∞∑

n′=0
(n′ 6=n)

1

(n− n′)

[√
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) δn′,n+3
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+3(n+ 1)
√
n+ 1 δn′,n+1 + 3n

√
n δn′,n−1

+
√
n(n− 1)(n− 2) δn′,n−3

]2
,

ми скористались виразом для матричного елемента для x3 з §22, а також
взяли до уваги, що E(0)

n = ~ω(n+1/2). Очевидно, що при розкриттi квадрата
перехреснi доданки дадуть нульовий внесок, оскiльки маємо добуток символiв
Кронекера з несумiсними умовами:

E(2)
n =

β2
3

~ω

(
~

2mω

)3 [
− (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

3

− 9(n+ 1)3 + 9n3 +
n(n− 1)(n− 2)

3

]

= − β2
3

~ω

(
~

2mω

)3

(30n2 + 30n+ 11).

Остаточно в шуканому наближеннi енерґiя

En = ~ω

(
n+

1

2

)
+ 6β4

(
~

2mω

)2 (
n2 + n+

1

2

)

− 30
β2
3

~ω

(
~

2mω

)3 (
n2 + n+

11

30

)
,

оскiльки вищi порядки теорiї збурень, як показує елементарний аналiз роз-
мiрностей, виводять нас за наближення ∼ ~2.

§ 46. Моделi з малими параметрами, створеними
з “Нiчого”

Розглянемо ангармонiчний осцилятор “x4”. На прикладi цiєї
моделi ми проiлюструємо, по-перше, як можна застосовувати тео-
рiю збурень i в тому випадку, коли немає малого параметра. По-
друге, покажемо, як усе ж таки можна винайти малий параметр,
так би мовити, створити його з “Нiчого”1.

1Ex nihilo nihil fit — Нiщо не виникає з нiчого. Цю тезу заперечує хрис-
тиянська догматика. Проблема Нiщо як метафiзичного, позасутнiсного по-
няття вiдома давно, ще з античної фiлософiї. За Кантом, предмет якогось
поняття, яке суперечить самому собi, є Нiщо (прямолiнiйна фiгура з двома
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Нехай ми маємо гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+ αx4.

Запишемо рiвняння на власнi значення та власнi функцiї в коор-
динатному зображеннi:

(
− ~2

2m

d2

dx2
+ αx4

)
ψn = E ψn.

Уведемо таку нову безрозмiрну змiнну y, що

x = ay,

де еталон довжини a пiдберемо так, щоб множник бiля y4 дорiв-
нював одиницi:

(
− d2

dy2
+ αa4

2ma2

~2
y4
)
ψ = E

2ma2

~2
ψ,

a =

(
~2

2mα

)1/6

.

Таким чином, отримуємо рiвняння
(
− d2

dy2
+ y4

)
ψ = E∗ψ,

E∗ =
E

~2/2ma2
,

у якому немає малого параметра.
Iз цiєї ситуацiї можна вийти, якщо оператор збурення “ввести

руками”. Додамо i вiднiмемо в гамiльтонiанi потецiальну енерґiю
гармонiчного осцилятора з невiдомою частотою ω:

Ĥ =
p̂2

2m
+ αx4 +

mω2

2
x2 − mω2

2
x2.

сторонами). Видатний нiмецький мислитель Мартiн Гайдеґґер (1889–1976)
розкривав це поняття з метою вiдповiсти на питання, що таке метафiзика. У
зацiпенiлому станi жаху, принципово невизначеному вiд чого, людинi як такiй
привiдкривається Нiщо. У цьому трансцендентальному станi вона торкається
позасутнiсного, що й дослiджує метафiзика.
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Нехай тепер

Ĥ0 =
p̂2

2m
+
mω2

2
x2,

а рiзниця

V̂ = αx4 − mω2

2
x2

є оператором збурення.
Тепер перша поправка до енерґiї

E(1)
n = 〈n|V̂ |n〉 = α〈n|x4|n〉 − mω2

2
〈n|x2|n〉.

Використовуючи результати з прикладу 1 до попереднього пара-
графа, маємо:

E(1)
n = 6α

(
~

2mω

)2(
n2 + n+

1

2

)
− ~ω

2

(
n+

1

2

)
.

Повна енерґiя цього наближення

En = E(0)
n + E(1)

n = ~ω

(
n+

1

2

)
+ E(1)

n .

Невiдому частоту ω пiдберемо так, щоб перша поправка, яка дає
головний внесок у порiвняннi з вищими поправками, дорiвнювала
нулевi, E(1)

n = 0, тобто

6α

(
~

2mω

)2(
n2 + n+

1

2

)
=

~ω

2

(
n+

1

2

)
.

Звiдси знаходимо

~ω =

(
3α~4

m2

)1/3(
1 +

n2

n+ 1/2

)1/3

.

Тепер повна енерґiя

En =

(
3α~4

m2

)1/3(
1 +

n2

n+ 1/2

)1/3(
n+

1

2

)
.

Зауважимо, що, завдяки такiй модифiкованiй теорiї збурень,
ця формула не втрачає змiсту i при великих значеннях квантового
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числа n: En ∼ n4/3, n→ ∞. Легко помiтити, що в одновимiрному
випадку для будь-якого потенцiалу енерґiя в цiй границi En ∼ nν,
де ν ≤ 2. Верхня межа ν = 2 вiдповiдає “рiзкому” потенцiаловi
прямокутного ящика з безмежно високими стiнками. Для основ-
ного стану енерґiя

E0 =
1

2

(
3α~4

m2

)1/3

.

Цiкаво порiвняти чисельне значення коефiцiєнта в цьому ви-
разi 31/3/2 = 0.721125 iз його значенням, яке ми знайшли ра-
нiше за допомогою спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа
3 · 21/3/8 = 0.472470 (оцiнка знизу для енерґiї, див. Приклад 2 до
§7), а також з його точним значенням 0.667986. . ., одержаним чи-
сельними методами. Мiж iншим, це число вiдоме на сьогоднi з
рекордною точнiстю в тисячу значущих цифр.

Можна визначити невiдому частоту i з умови мiнiмуму повної
енерґiї

En =
~ω

2

(
n+

1

2

)
+ 6α

(
~

2mω

)2(
n2 + n+

1

2

)
.

З рiвняння dEn/dω = 0 знаходимо частоту

ω =

(
6α~

m2

)1/3(
1 +

n2

n+ 1/2

)1/3

,

яка приносить мiнiмум енерґiї:

En =
3

4

(
6α~4

m2

)1/3(
n+

1

2

)(
1 +

n2

n+ 1/2

)1/3

.

Для основного стану

E0 =
3

8

(
6α~4

m2

)1/3

= 0.681420

(
α~4

m2

)1/3

.

Цей вираз також знайдено в Прикладi 2 до § 7. Вiдзначимо неана-
лiтичну залежнiсть енерґiї вiд константи взаємодiї α в цiй моделi,
що свiдчить про незастосовнiсть до неї стандартної теорiї збурень.
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Отже, за допомогою гармонiчного осцилятора як системи вiд-
лiку ми побудували теорiю збурень для моделi “x4”. Можна по-
лiпшити збiжнiсть, якщо знайти вдалiшу систему вiдлiку, яка б
була подiбнiшою при малих x до “x4”, але мала точний розв’язок.
Наприклад, для дослiдження основного стану можна використати
з §18 як опорну модель з квазiточно розв’язуваним потенцiалом,

U =
2~2

m

(
Ax6 +

√
6A3/4x4

)
.

Хвильова функцiя основного стану цiєї моделi

ψ(x) = C exp

[
−
√

3

2
A1/4x2 − 1

2

√
Ax4

]
,

C =
A1/16

√
2I0

, I0 =

∞∫

0

e−
√
6z2−z4 dz,

а енерґiя

E0 =
~2

m

√
3

2
A1/4.

Якщо тепер додати й вiдняти в гамiльтонiанi моделi “x4” потен-
цiал U , то пiсля усереднення енерґiя

E = E0 + V ,

де усереднений оператор збурення

V = αx4 − 2~2

m
(Ax6 +

√
6A3/4x4),

тут уведено середнi, згiдно з означенням, а саме,

x4 =

∞∫

−∞

x4ψ2(x) dx =
I1

I0
√
A
,

x6 =

∞∫

−∞

x6ψ2(x) dx =
I2

I0A3/4
,
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причому

I1 =

∞∫

0

z4e−
√
6z2−z4 dz,

I2 =

∞∫

0

z6e−
√
6z2−z4 dz.

Чисельнi значення цих iнтеґралiв такi: I0 = 0.520337, I1 =
0.032455, I2 = 0.020037.

Тепер легко пiдiбрати параметр A так, щоб V = 0, тодi

A3/4 =
mα

2~2

/
(I2/I1 +

√
6),

а енерґiя

E =

√
3

2

(
α~4

2m2
· 1

I2/I1 +
√
6

)1/3

= 0.669068

(
α~4

m2

)1/3

.

Покращити цей результат можна, якщо параметр A знайти з
умови мiнiмуму енерґiї

E(A) =
~2

m
A1/4

[√
3

2
− 2(I2/I0 +

√
6I1/I0)

]
+

αI1

I0
√
A
.

З рiвняння dE(A)/dA = 0 знаходимо, що

A3/4 =
2mαI1
~2I0

/[√
3

2
− 2(I2/I0 +

√
6I1/I0)

]
,

а енерґiя з таким значенням параметра A дорiвнює

E =
3

2

(
α~4

m2

)1/3(
2I1
I0

)1/3
[√

3

2
− 2(I2/I0 +

√
6I1/I0)

]2/3

= 0.668392

(
α~4

m2

)1/3

.
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Порiвнюючи цi чисельнi значення зi знайденими вище на основi
моделi гармонiчного осцилятора, бачимо, що ця друга опорна мо-
дель є успiшнiшою, оскiльки числовi множники в енерґiї є ближ-
чими до точного значення 0.667986. . ..

Запропонуємо ще один пiдхiд до знаходження малого параме-
тра теорiї збурень. Для цього введемо модель N -вимiрного ангар-
монiчного осцилятора з гамiльтонiаном

H =
p̂2

2m
+
α

N
|x|4,

де вектор координати x = (x1, . . . , xN ), а оператор iмпульсу p̂ =
(p̂1, . . . , p̂N ).

Використаймо попереднiй трюк з вiднiманням та додаванням
потенцiальної енерґiї гармонiчного осцилятора й обчислимо в пер-
шому наближеннi енерґiю основного стану

E = E(0) + E(1),

E(0) = N
~ω

2
,

E(1) = 〈0| α
N

|x|4 − mω2

2
|x|2|0〉 = α

N

N∑

i=1

〈0|x4i |0〉

+ 2
α

N

∑

1≤i<j≤N

〈0|x2i x2j |0〉 −
mω2

2

N∑

i=1

〈0|x2i |0〉,

де хвильова функцiя основного стану ψ0 = |0〉 є добутком N хви-
льових функцiй одновимiрних гармонiчних осциляторiв. Потрiбнi
тут середнi значення знаходимо, використовуючи попереднi ре-
зультати з одновимiрної моделi (див. Приклад 1 до §45):

〈0|x2i |0〉 =
~

2mω
,

〈0|x2i x2j |0〉 =

[
~

2mω

]2
, i 6= j,
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〈0|x4i |0〉 = 3

[
~

2mω

]2
.

Цi середнi значення, очевидно, не залежать вiд i та j, тому по-
правка

E(1) = 3α

[
~

2mω

]2
+ (N − 1)α

[
~

2mω

]2
−N

~ω

4

=
α

2

(
~

mω

)2

+
N

4

[
α

(
~

mω

)2

− ~ω

]
.

Невiдому частоту ω знаходимо з умови мiнiмуму повної енерґiї
dE/dω = 0:

~ω =

(
2α

~4

m2

)1/3 (
1 +

2

N

)1/3

.

Тепер

E =
3

8
N

(
2α

~4

m2

)1/3(
1 +

2

N

)1/3

.

При N = 1 отримуємо наведений вище результат. Цiкавим, однак,
є випадок N → ∞, коли можна здiйснити розклад енерґiї за сте-
пенями 1/N у розрахунку на один ступень вiльностi:

E

N
=

(
2α

~4

m2

)1/3 [
3

8
+

1

4N
+ . . .

]
.

Виявляється, що перший член розкладу — це точний резуль-
тат. Таким чином, ми знайшли “з нiчого” ще один малий па-
раметр λ = 1/N . Тобто для λ = 0 задача має точний роз-
в’язок, що дозволяє обчислювати поправки, пропорцiйнi до сте-
пенiв 1/N . Зокрема, коефiцiєнт бiля 1/N , який ми отримали на-
ближено, дорiвнює 1/4 i незначно вiдрiзняється вiд точного зна-

чення
(√

3/2− 1
)
= 0.224745. Запрошуємо читача вiдшукати на-

ступний член розкладу, пропорцiйний до (1/N)2, точне значення
якого 25/36 −

√
2/3 = −0.122052.
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Цей нестандарний пiдхiд у теорiї збурень, коли малий пара-
метр вноситься з-поза меж вихiдного гамiльтонiана, можна до-
повнити цiкавим прикладом iз теорiї фазових переходiв та кри-
тичних явищ. Точний розв’язок задачi розрахунку асимптотики
термодинамiчних функцiй в околi критичної точки є можливим у
4-вимiрному просторi. К.Вiльсоновi2 вдалось сформулювати тео-
рiю збурень, де малим параметром є величина вiдхилення вимiр-
ностi простору D вiд чотирьох, ε = 4 − D. Отриманi ряди теорiї
збурень (так званий ε-розклад) виявились асимптотичними, але
їхнi першi члени дають змогу одержати надiйнi результати для
вимiрностi D = 3. Крiм того, це привело до розвитку цiлого ма-
тематичного напрямку “пiдсумовування” асимптотичних рядiв.

Ми бачимо, що знайти в задачi малий параметр — це й справ-
дi мистецтво, а стандартнi пiдходи теорiї збурень можливi лише
для обмеженого класу явищ. До цього хiба що додамо вислiв вi-
домого швейцарського фiзика-теоретика Р.Йоста, який iронiчно
пiдкреслює бухгалтерський пiдхiд звичайної теорiї збурень: “Пiд
деморалiзуючим впливом квантовомеханiчної теорiї збурень по-
треба фiзика-теоретика в математичних знаннях звелась до руди-
ментарного володiння латинським та грецьким алфавiтами”.

§ 47. 1/N -розклад

У попередньому параграфi ми вiдшукували малi параметри в
задачах, де їх, здавалось би, немає. Одним iз таких параметрiв ви-
явилась величина, обернена до кiлькостi ступенiв вiльностi дослi-
джуваної системи. Тепер ми розвинемо послiдовну теорiю збурень
за цим параметром.

Отже, розглянемо рух частинки в N -вимiрному просто-
рi в центрально-симетричному полi з потенцiальною енерґiєю
NU(x/

√
N), де x-вiдстань до силового центра. Запозичимо ра-

дiальне рiвняння Шрединґера iз §44 разом з позначеннями:
[
− ~2

2m

d2

dx2
+

~2

8mx2
(N + 2l − 1)(N + 2l − 3) +NU

(
x√
N

)]
χ = Eχ.

2За розробку теорiї критичних явищ К.Вiльсон у 1982 роцi нагороджений
Нобелiвською премiєю.
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Робимо замiну змiнних y = x/
√
N i отримуємо таке рiвняння:

(
− ~2

2m∗
d2

dy2
+ w(y)

)
χ =

E

N
χ, 0 ≤ y <∞,

де ефективна маса m∗ = N2m, а ефективний потенцiал

w(y) =
~2

8my2
(N + 2l − 1)(N + 2l − 3)

N2
+ U(y).

Якщо N → ∞, то ефективна маса m∗ → ∞, i отже, кiнетична
енерґiя частинки дорiвнює нулевi, а ефективний потенцiал прямує
до

w0(y) =
~2

8my2
+ U(y).

Енерґiя на один ступiнь вiльностi E/N , як випливає з рiвняння,
дорiвнює ефективному потенцiаловi, i, зрозумiло, щоб забезпечи-
ти стiйкiсть, ми повиннi взяти потенцiал у точцi y = y0, де вiн має
мiнiмальне значення:

E

N
= w0(y0),

координату y0 знаходимо з рiвняння

w′(y0) = 0

за умови, що w′′(y0) > 0. Отже, в просторi з нескiнченним числом
вимiрiв частинка здiйснює стiйкий рух по гiперсферi на вiдстанi
y = y0 вiд силового центра, а її повна енерґiя на один ступiнь
вiльностi має лише одне можливе значення.

Цей вираз для енерґiї є лише нульовим наближенням. Насту-
пний крок — розглянути скiнченне значення N i дати можливiсть
частинцi рухатись в околi точки y0. Такий коливний рух є в голов-
ному наближеннi гармонiчним i вiдповiдає врахуванню першого
незникаючого квадратичного члена розкладу потенцiалу w(y) за
степенями вiдхилення вiд положення рiвноваги.

Перейдiмо до практичного обчислення поправок вищих поряд-
кiв до нульового наближення енерґiї w0(y0). Зручно вчинити так.
Повертаємось до вихiдного рiвняння з потенцiалом w(y), який
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розкладаємо в ряд в околi точки y = ȳ, де функцiя w(y) має мiнi-
мум. Квадратичний доданок за вiдхиленням z = y− ȳ об’єднуємо
з оператором кiнетичної енерґiї, це буде гамiльтонiаном Ĥ0 для
нульової задачi, а решту, тобто всi ангармонiзми, розглядаємо як
оператор збурення. У результатi наше рiвняння стає таким:

(Ĥ0 + V )χ =

(
E

N
− w(ȳ)

)
χ,

де

Ĥ0 = − ~2

2m∗
d2

dz2
+
m∗ω̄2

2
z2,

z = y − ȳ, частота

ω̄ =

√
ω′′(ȳ)
m∗ ,

а точку мiнiмуму потенцiалу w(y) знаходимо з рiвняння

w′(ȳ) = 0,

причому величина z змiнюється в межах [−ȳ,∞). Оператор збу-
рення

V =
∑

k≥3

β̄kz
k,

де коефiцiєнти

β̄k =
w(k)(ȳ)

k!

визначенi k-тою похiдною ефективного потенцiалу в точцi рiвно-
ваги y = ȳ.

Тепер, за теорiєю збурень, енерґiя (E/N − w(ȳ)) складається
з енерґiї гармонiчного осцилятора плюс поправки вiд ангармонi-
змiв:

E

N
− w(ȳ) = ~ω̄

(
n+

1

2

)
+ E(1) + E(2) + . . . ,

n = 0, 1, 2, . . ., i причому E(ν), ν = 1, 2, . . . — це звичайнi поправки
ν-того порядку за оператором збурення V , якi мають стандартний
вигляд.
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Вiдзначимо одну особливiсть сформульованої теорiї збурень.
Оскiльки координата z змiнюється не в безмежних межах, то,
здавалось би, виникатимуть додатковi труднощi з розрахунком
матричних елементiв. Насправдi це не так, тому що знерозмiрена
координата

ξ = z

/√
~

m∗ω̄
= z

/(
~2

m∗w′′(ȳ)

)1/4

= z
√
N

/(
~2

mw′′(ȳ)

)1/4

змiнюється в межах [−ȳ
√
N(mw′′(ȳ)/~2)1/4,∞), i отже, при N →

∞ область її змiни — це вся дiйсна вiсь (−∞,∞), як i для
звичайного одновимiрного осцилятора. Правда, пiд час обчи-
слень поправок вищих порядкiв при розрахунках матричних еле-
ментiв виникатимуть на нижнiй межi iнтеґрування величини ∼
exp[−Nȳ2

√
mw′′(ȳ)/~] вiд множника exp(−ξ2/2) у хвильових фун-

кцiях. Однак цi величини порiвняно зi степеневими поправками
∼ (1/N)k, k = 1, 2, . . ., обчислення яких є нашою метою, дають
при N → ∞ зникаючий внесок для будь-якого значення k. Тому
надалi використовуємо звичайну теорiю збурень для ангармонi-
чного осцилятора, не беручи до уваги скiнченнiсть нижньої межi
областi змiни величини z.

Перш нiж рухатись далi, зробимо ще одне зауваження. Оскiль-

ки в нас масштаб довжини
√

~/m∗ω̄ = (~/N)1/2
/
[mw′′(ȳ)]1/4, то

розклад за степенями 1/N є еквiвалентним розкладовi за степе-
нями ~. Ми зупинимось на розрахунку енерґiї E/N у наближеннi
∼ (~/N)2. У зв’язку з цим нам достатньо врахувати лише кубi-
чний i четвертий ангармонiзми i просто скористатись результатом
розрахунку їхнього внеску ∼ ~2 з Прикладу 2 до §45.

Таким чином, енерґiя на один ступiнь вiльностi

E

N
= w(ȳ) + ~ω̄

(
n+

1

2

)
+ 6β̄4

(
~

2m∗ω̄

)2(
n2 + n+

1

2

)
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− 30
β̄23
~ω̄

(
~

2m∗ω̄

)3(
n2 + n+

11

30

)
,

де квантове число n = 0, 1, 2, . . ..
Оскiльки ефективний потенцiал w(ȳ) та його похiднi w(k)(ȳ)

(тобто параметри β̄k), як i величина ȳ, залежать вiд параметра
1/N , то ця формула для E/N ще не є “чистим” розкладом за сте-
пенями 1/N . Для того щоб витягти параметр 1/N з цих величин,
запишемо ефективний потенцiал у такому виглядi:

w(y) = w0(y) +
1

N
w1(y) +

1

N2
w2(y),

де w0(y) наведено вище, а

w1(y) =
~2

2my2
(l − 1),

w2(y) =
~2

8my2
(2l − 1)(2l − 3).

Нехай далi

ȳ = y0 +
1

N
y1 +

1

N2
y2 + . . . ,

де величини y0, y1, . . . визначаємо з рiвняння w′(ȳ) = 0, задоволь-
няючи його в кожному порядку за малим параметром 1/N . Для
цього розкладаємо w′(ȳ) у ряд за 1/N i з потрiбною нам точнiстю

w′(ȳ) = w′(y0) + w′′(y0)(ȳ − y0) + . . .

= w′
0(y0) +

1

N
w′
1(y0) + w′′

0(y0)
y1
N

+O

(
1

N2

)
.

Оскiльки цей ряд повинен дорiвнювати нулевi, то звiдси знаходи-
мо, що

w′
0(y0) = 0,

w′
1(y0) + w′′

0(y0) y1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . .
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Перше рiвняння визначає y0, про що вже йшла мова, а з другого
маємо

y1 = −w′
1(y0)/w

′′
0 (y0),

наступнi поправки, як виявиться, нам не знадобляться. Тепер ефе-
ктивний потенцiал

w(ȳ) = w(y0) + w′(y0)(ȳ − y0) +
1

2!
w′′(y0)(ȳ − y0)

2

= w0(y0) +
1

N
w1(y0) +

1

N2
w2(y0)

+w′
1(y0)

y1
N2

+
w′′
0(y0)

2

y21
N2

+O

(
1

N3

)
.

Отже, ми маємо розклад за степенями 1/N першого доданка у
виразi для енерґiї E/N . Другий доданок ∼ ~ω̄ вже має порядок
1/N , оскiльки частота ω̄ ∼ 1/N , як це випливає з її означення.
Тому:

ω̄ =

√
w′′(ȳ)
m∗ =

1

N
√
m

[
w′′(y0) +w′′′(y0)(ȳ − ȳ0) + . . .

]1/2

=
1

N
√
m

[
w′′(y0) +

1

N
w′′
1(y0) +

y1
N
w′′′
0 (y0) +O

(
1

N2

)]1/2

=
ω

N

[
1 +

w′′
1(y0) + y1w

′′′
0 (y0)

2Nw′′
0 (y0)

+O

(
1

N2

)]
,

де введено частоту

ω =

√
w′′
0(y0)

m
.

Наступнi доданки у формулi для енерґiї E/N , якi походять вiд
кубiчного та четвертого ангармонiзму, не потребують розкладiв
за степенями 1/N , оскiльки вони вже є пропорцiйними до (1/N)2,
тому що m∗ω̄ ∼ N .
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Нарештi, збираючи всi цi вирази разом, випишемо шуканий
розклад за малим параметром 1/N для енерґiї на один ступiнь
вiльностi3:

E

N
= w0(y0) +

1

N

[
~ω

(
n+

1

2

)
+ w1(y0)

]

+
1

N2

{
w2(y0)−

[w′
1(y0)]

2

2mω2

+ ~ω

[(
n+

1

2

)(
w′′
1(y0)

2mω2
− w′

1(y0)w
′′′
0 (y0)

2m2ω4

)

+ 6β4

(
n2 + n+

1

2

)
− 30β23

(
n2 + n+

11

30

)]}
+O

(
1

N3

)
,

де
β3 =

w′′′
0 (y0)

6~ω

(
~

2mω

)3/2

,

β4 =
w

(IV )
0 (y0)

24~ω

(
~

2mω

)2

.

Якщо взяти до уваги явнi вирази для функцiй w1(y), w2(y), то
остаточно з точнiстю 1/N2 знаходимо:

En,l

N
= w0(y0) +

~ω

N

[
n+

1

2
+ p0(l − 1)

]

+
~ω

N2

[
p0
4
(2l − 1)(2l − 3)− 4p30(l − 1)2

+ 6

(
n+

1

2

)
(l − 1)(p20 + 4p

3/2
0 β3)

3Вищi наближення за параметром 1/N див. I. O. Vakarchuk. The 1/N-
expansion in quantum mechanics. High-order approximations // J. Phys. Stud. 6,
No. 1, 46–54 (2002).

422



+ 6β4

(
n2 + n+

1

2

)
− 30β23

(
n2 + n+

11

30

)]
,

де величина p0 = ~/2mωy20 ; iндексами бiля енерґiї вказуємо на її
залежнiсть вiд квантових чисел n, l.

Ми знайшли бажану формулу розкладу власного значення
гамiльтонiана з довiльним потенцiалом за степенями величини,
оберненої до кiлькостi вимiрiв. Недолiком цiєї теорiї збурень є те,
що вона працює лише для нижнiх збуджених станiв, коли ангар-
монiзми є нерозвинутими. Водночас вона має й велику перевагу,
оскiльки для одержання числового результату потребує лише еле-
ментарного вмiння брати похiднi вiд функцiї w0(y).

Обговоримо тепер кiлька модельних задач. Потенцiал U =
U(y) знаходимо з умови, що

NU

(
x√
N

)
= Φ(x),

де Φ(x) — вихiдна потенцiальна енерґiя.
Наприклад, для гармонiчного осцилятора з потенцiальною

енерґiєю

Φ(x) =
mω2

0

2
x2,

пригадуючи, що y = x/
√
N , знаходимо

U(y) =
mω2

0

2
y2,

а решта розрахункiв є шкiльного рiвня типу “зведення подiбних”:

y0 =

√
~

2mω0
, w0(y0) =

~ω0

2
, ω = 2ω0,

p0 =
1

2
, β3 = − 1

4
√
2
, β4 =

5

32
.

У результатi у формулi для енерґiї En,l/N член ∼ 1/N2 дорiвнює
нулевi i ми отримуємо точний результат:

En,l = ~ω0

(
2n+ l +

N

2

)
.
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Для кулонiвської задачi, коли

Φ(x) = −e
2

x
,

функцiя

U(y) = − 1

N
√
N

e2

y

i також простi розрахунки дають:

y0 =
~2

4me2
N
√
N, w0(y0) = −2me4

~2N3
, ω =

8me4

~3N3

p0 = 1, β3 = −1

2
, β4 =

3

4
.

Тепер енерґiя

En,l

N
= −~ω

4
+

~ω

N

(
n+ l − 1

2

)
− 3~ω

4N2
(2n+ 2l − 1)2 + . . . ,

або

En,l =
8me4

~2N2

[
−1

4
+

2n+ 2l − 1

2N
− 3

4N2
(2n+ 2l − 1)2 +O

(
1

N3

)]
.

Цей вираз є вiдтворенням перших трьох членiв розкладу за сте-
пенями 1/N точної формули

En,l = − 2me4

~2(2n + 2l − 1 +N)2
,

яку ми отримали в §44.
Цiкаво порiвняти, що дають першi члени розкладу для куло-

нiвської задачi в тривимiрному випадку N = 3. Для основного
стану (n = 0, l = 0) наше наближення дає

E0,0 = −me
4

2~2
8

9
,

тобто з точнiстю ∼ 11% вiдтворює точний результат.
Пiсля цiєї успiшної перевiрки 1/N -розкладу на еталонних мо-

делях дослiдимо iншi задачi.
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Звернемось до вже не раз обговорюваної моделi ангамонiчно-
го осцилятора “x4”, коли U = αy4. Необхiднi розрахунки також
є простими i справдi зводяться хiба що до акуратного зведення
подiбних:

y0 =

(
~2

16mα

)1/6

, w0(y0) =
3

8

(
2α~4

m2

)1/3

,

~ω =
√
6

(
2α~4

m2

)1/3

,

p0 =
1√
6
, β3 = − 1

12 · 61/4 , β4 =
11

48
√
6
.

Для основного стану енерґiя

E0,0

N
=

(
2α~4

m2

)1/3
[
3

8
+

1

N

(√
3

2
− 1

)

− 1

N2

(√
2

3
− 25

36

)
+O

(
1

N3

)]
.

Незважаючи на те, що параметр 1/N є зовсiм не малим, коли
N = 1, ми з цiєї формули, однак, отримаємо добрий результат i в
цьому випадку:

E0,0 =

(
2α~4

m2

)1/3

× 0.477693.

Числовий коефiцiєнт з 10% точнiстю узгоджується з точним зна-
ченням — 0.5301810.

На завершення наводимо також результат розрахунку для |x|-
осцилятора:

U = α|y|/
√
N.

Отже,

y0 =

(
~2

4mα

√
N

)1/3

, w0(y0) =
3

4

(
2~2α2

mN

)1/3

,

425



~ω =
√
3

(
2~2α2

mN

)1/3

,

p0 =
1√
3
, β3 = − 1

35/4
, β4 =

5

12
√
3
.

Енерґiя основного стану

E0,0

N
=

(
2~2α2

mN

)1/3
[
3

4
+

1

N

(√
3

2
− 1

)
+

1

3N2

(√
3− 5

3

)]
.

Для одновимiрного випадку, N = 1, числовий коефiцiєнт у ква-
дратних дужках дорiвнює 0.637820, а точний результат (див. §24:
ε0/4

1/3, з таблицi ε0 = 1.018793) дає 0.641799. Як бачимо, i в цьо-
му випадку ми одержали дуже добре узгодження, хоча 1/N знову
ж таки справдi не є малим параметром4.

Насамкiнець зауважимо, що для степеневих потенцiалiв, U ∼
ys, наш 1/N -розклад дiйсно виявився “чистим” розкладом за па-
раметром 1/N , оскiльки залежнiсть вiд N множника в U (див.
кулонiвську задачу або |x|-осцилятор) збирається у спiльний мно-
жник для всiх поправок. Для iнших потенцiалiв такого спiльного
множника вже може й не бути.

§ 48. Ефективна маса домiшок у конденсованих тiлах

Розглянемо задачу про рух домiшкових атомiв у конденсовано-
му середовищi. Це може бути, наприклад, рух атома 3He в рiдкому
4He або рух електрона в йонному кристалi.

Ми розв’яжемо задачу про рух частинки в конденсованому тi-
лi, яке складається з N атомiв (йонiв) в об’ємi V з координатами
R1, . . . ,RN . Наше завдання — знайти ефективну масу такої ча-
стинки, використовуючи формули стацiонарної теорiї збурень.

4Для довiдки наведемо наступнi члени розкладу у квадратних дужках у
виразах для енерґiй основного стану цих моделей: для ангармонiчного осци-

лятора “x4” доданок, пропорцiйний до 1/N3, дорiвнює
(

17
27

− 287
432

√
2
3

)
/N3; для

|x|-осцилятора вiн дорiвнює
(
337
72

√
3− 8

)
/9N3 (див. виноску на стор. 422).
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Гамiльтонiан задачi

Ĥ =
p̂2

2m
+ V̂ + Ĥ ′,

де m — початкова або “гола” маса частинки, p̂ — оператор її iм-
пульсу, Ĥ ′ — гамiльтонiан середовища, а оператор V̂ , який ми
розглядаємо як збурення (наближення слабкого зв’язку), описує
потенцiальну енерґiю взаємодiї частинки з атомами середовища:

V̂ =
N∑

j=1

U(|r−Rj |),

де r — координата частинки.
Розрахуємо поправки до енерґiї системи “частинка плюс се-

редовище” вiд оператора збурення V̂ , коли середовище перебу-
ває в основному станi з енерґiєю E′

0 i хвильовою функцiєю |0),
а частинка має iмпульс ~k, енерґiю ~2k2/2m i хвильову функцiю
|k〉 = eikr/

√
V . Отже, повна енерґiя системи

Ek = E
(0)
k + E

(1)
k + E

(2)
k + . . . ,

де нульове наближення

E
(0)
k =

~2k2

2m
+ E′

0.

Перша поправка за означенням дорiвнює:

E
(1)
k = 〈k, 0|V̂ |k, 0〉,

де хвильова функцiя системи в нульовому наближеннi |k, 0〉 =
|k〉|0). Розрахуємо недiагональний матричний елемент оператора
V̂ на плоских хвилях, який використаємо i для другої поправки:

〈k′|V̂ |k〉 =

∫
e−ik′r
√
V

N∑

j=1

U(|r−Rj |)
eikr√
V
dr

=
1

V

N∑

j=1

e−i(k′−k)Rj

∫
e−i(k′−k)R U(R) dR,
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тут уведено позначення для нової змiнної iнтеґрування R = r−Rj

(якобiан переходу дорiвнює одиницi). Оскiльки iнтеґрал не зале-
жить вiд iндексу j, то

〈k′|V̂ |k〉 =
√
N

V
ρqνq, ρq =

1√
N

N∑

j=1

e−iqRj

— коефiцiєнт Фур’є флюктуацiї густини атомiв у середовищi, а νq
є коефiцiєнтом Фур’є енерґiї взаємодiї домiшки з атомом:

νq =

∫
e−iqR U(R) dR,

де хвильовий вектор q = k′ − k. Тепер маємо:

E
(1)
k = ρν0,

де ρ = N/V — густина атомiв середовища.
Зробимо тепер розрахунок другої поправки:

E
(2)
k =

∑

q′ 6=0

∑

k′ 6=k

|〈k′,q′|V̂ |k, 0〉|2

E
(0)
k − E

(0)
k′,q′

,

енерґiя промiжного стану E(0)
k′,q′ = ~2k′2/2m+ E′

0 + E(q′), де E(q′)
— енерґiя збудження середовища, а хвильова функцiя |k′,q′〉 =
|k′〉|q′). Хвильову функцiю середовища |q′) в головному набли-
женнi можна записати, згiдно з принципом суперпозицiї, як добу-
ток суми плоских хвиль атомiв середовища на хвильову функцiю
основного стану |q′) = ρ−q′ |0)/

√
Sq′ , Sq′ = (0|ρq′ρ−q′ |0). Середньо-

квадратичну флюктуацiю густини атомiв

Sq = (0|ρqρ−q|0) = |ρq|2,

яка визначається розташуванням атомiв у середовищi, називають
структурним фактором конденсованого тiла (тут риска означає
усереднення за основним станом).

Використовуючи знайдений вище матричний елемент операто-
ра збурень, перейдемо вiд пiдсумовування за k′ до пiдсумовування
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за хвильовим вектором q i отримаємо

E
(2)
k =

N

V 2

∑

q′ 6=0

∑

q 6=0

|(q′|ρqνq|0)|2
~2k2/2m− ~2(k+ q)2/2m− E(q′)

.

Хвильова функцiя основного стану |0) залежить лише вiд рiзницi
координат атомiв, тому матричний елемент

(q′|ρq|0) = (0|ρq′ρq|0)/
√
Sq′ =

√
Sqδq+q′,0.

Справдi, обчислюючи цю величину в деякiй iншiй системi коор-
динат, зсунутiй стосовно початкової на довiльний сталий вектор
R, коли Rj → Rj +R, ми отримаємо зайвий множник ei(q+q′)R,
i оскiльки результат не має залежати вiд R, то мусить бути:
q+ q′ = 0.

Тепер друга поправка

E
(2)
k = − N

V 2

∑

q 6=0

Sq|νq|2
~2q2/2m+ ~2(kq)/m+ E(q)

.

Розкладемо вираз пiд знаком суми в ряд за степенями k:

E
(2)
k = − N

V 2

∑

q 6=0

Sq|νq|2
~2q2/2m+ E(q)

×
[
1− 2kq

q2 + 2mE(q)/~2
+

(
2kq

q2 + 2mE(q)/~2

)2

− . . .

]
.

Найнижчi збудженi стани конденсованого тiла — це звичайнi зву-
ковi хвилi (фонони), коли E(q) = c~q, q → 0, c — швидкiсть зву-
ку. Отже, такий розклад можна робити при будь-яких значеннях
q. Внесок вiд другого члена розкладу очевидно дорiвнює нулевi,
оскiльки доданки з вiд’ємними й додатними напрямками вектора
q взаємно скорочуються:

E
(2)
k = E

(2)
k=0 −

N

V 2

∑

q 6=0

Sq|νq|2
~2q2/2m+ E(q)

4(kq)2

[q2 + 2mE(q)/~2]2
+ . . . ,
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де величина

E
(2)
k=0 = − N

V 2

∑

q 6=0

Sq|νq|2
~2q2/2m+ E(q)

разом iз першою поправкою дорiвнює енерґiї зв’язку домiшки
в конденсованому середовищi (енерґiя “занурення” домiшки). Пе-

рейдемо у виразi для E(2)
k вiд пiдсумовування за хвильовим векто-

ром q до iнтеґрування, маючи на увазi граничний перехiд V → ∞,
i проiнтеґруємо у сферичних координатах за кутовими змiнними:

E
(2)
k = E

(2)
k=0 −

~2k2

2m

2

3π2
ρ

∫ ∞

0
q4

Sq|2mνq/~2|2
[q2 + 2mE(q)/~2]3

dq + . . . .

Бачимо, що при малих значеннях хвильового вектора k друга по-
правка до енерґiї пропорцiйна до k2. Тепер повна енерґiя

Ek = E
(0)
k + E

(1)
k + E

(2)
k = Ek=0 +

~2k2

2m∗ + . . . , k → 0,

де енерґiя “занурення”

Ek=0 − E′
0 = ρν0 + E

(2)
k=0,

а другий доданок можна трактувати як кiнетичну енерґiю домi-
шки з ефективною масою m∗, що визначається з рiвняння:

m

m∗ = 1− 2

3π2
ρ

∫ ∞

0
q4

Sq|2mνq/~2|2
[q2 + 2mE(q)/~2]3

dq.

Для оцiнки ефективної маси незарядженої частинки використай-
мо одиницю вимiру довжини a, яка є радiусом дiї потенцiалу,
ν0 = 2π~2a/m̄, m̄ — зведена маса домiшки й атома середовища
(див. Приклад до §107). Перейдемо до знерозмiреної змiнної iнте-
ґрування p = qa i введемо знерозмiрений коефiцiєнт Фур’є енерґiї
взаємодiї ν∗q = νq/ν0. У результатi

m

m∗ = 1− 2

3
ρa3

(
4m

m̄

)2 ∫ ∞

0
p4

Sq|ν∗q |2
[p2 + 2ma2E(q)/~2]3

dp,

де q = p/a. Як бачимо, ефективна маса домiшки лiнiйно зростає
з густиною при малих значеннях ρ.
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Цiкаво порiвняти цю квантову задачу iз задачею класичної
гiдродинамiки про рух твердої кулi маси m i радiуса a в iдеальнiй
рiдинi зi сталою швидкiстю v.

Кiнетична енерґiя системи “куля плюс рiдина” дорiвнює
m∗v2/2, де

m∗

m
= 1 +

2

3
πρa3.

Другий доданок у цьому виразi, який називають приєднаною ма-
сою, ураховує реакцiю рiдини на рух кулi. Вона може iнтерпрету-
ватись як збiльшення маси кулi на величину, яка дорiвнює поло-
винi маси рiдини, що виштовхнута нею. Як бачимо, в лiнiйному
наближеннi за густиною квантовий вираз для m∗ з точнiстю до
сталої збiгається з класичним.

§ 49. Модель iз неаналiтичною залежнiстю енерґiї
вiд константи взаємодiї

Розглянемо рiвняння Шрединґера

Ĥψ = Eψ,

де гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ0 + V̂ .

Власнi функцiї i власнi значення гамiльтонiана Ĥ0 вiдомi:

Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n ,

а для визначеностi вважаємо iндекс стану n = 0, 1, 2, . . . , N . Рiв-
няння для коефiцiєнтiв розкладу хвильової функцiї ψ за ψ(0)

n має
такий вигляд:

(
E(0)

n − E
)
Cn +

N∑

m=0

VnmCm = 0.

На вiдмiну вiд рiвняння, яке ми виписували в §45, опускаємо iн-
декс у шуканiй енерґiї i другий iндекс у коефiцiєнтах Cmn.
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Модель полягає в тому, що матричнi елементи оператора збу-
рення (див. [20])

V0n = Vn0 = U 6= 0,

решта

Vmn = 0.

Випишемо рiвняння для Cn при n = 0,

(
E

(0)
0 −E

)
C0 + U

N∑

m=1

Cm = 0,

а також рiвняння, коли n 6= 0,
(
E(0)

n − E
)
Cn + UC0 = 0,

з якого маємо

Cn =
UC0

E − E
(0)
n

.

Тепер iз попереднього рiвняння для Cn при n = 0 отримуємо

E − E
(0)
0 = U2

N∑

m=1

1

E − E
(0)
m

.

Уведемо густину станiв

ρ(E) =
N∑

m=1

δ(E − E(0)
m )

i перепишемо наше рiвняння так:

E −E
(0)
0 = U2

∫ ∞

−∞

ρ(E)
E − E dE .

Змоделюймо тепер густину станiв ρ (див. рис. 45), вибравши її

постiйною величиною в межах E
(0)
0 −∆ ≤ E ≤ E

(0)
0 +∆ i рiвною

нулевi поза ними:
∫ ∞

−∞
ρ(E) dE = ρ

∫ E
(0)
0 +∆

E
(0)
0 −∆

dE = 2ρ∆.
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Рис. 45. Модель густини станiв.

З iншого боку, за означенням,

∫ ∞

−∞
ρ(E) dE =

N∑

n=1

∫ ∞

−∞
δ
(
E − E(0)

n

)
dE =

N∑

n=1

1 = N.

Отже, N = 2ρ∆, або

ρ =
N

2∆
.

Тепер

E − E
(0)
0 =

U2N

2∆

∫ E
(0)
0 +∆

E
(0)
0 −∆

dE
E − E .

Iнтеґруємо i отримуємо трансцендентне рiвняння для невiдомої
величини E:

E − E
(0)
0 = −U

2N

2∆
ln

∣∣∣∣∣
E − E

(0)
0 −∆

E − E
(0)
0 +∆

∣∣∣∣∣ .

Звiдси знайдемо найнижче значення енерґiї E, коли

E − E
(0)
0 ≃ −∆.
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Отже,

∆ =
U2N

2∆
ln

(
−2∆

E − E
(0)
0 +∆

)
,

звiдки

E −E
(0)
0 = −∆− 2∆e−1/λ,

де константа взаємодiї

λ =
U2N

2∆2
.

Ми отримали цiкавий результат — неаналiтичну залежнiсть енер-
ґiї E нашої моделi вiд константи взаємодiї λ. Очевидно, що цей
результат неможливо одержати звичайним застосуванням теорiї
збурень Релея–Шрединґера.

Модель, яку ми розглянули, коли матричнi елементи операто-
ра збурення є вiдмiнними вiд нуля лише мiж основним та збудже-
ними станами нульової задачi (i всi вони рiвнi мiж собою), стосує-
ться i моделi надпровiдника Бардiна–Купера–Шрiффера (модель
БКШ). Пониження енерґiї основного стану в моделi БКШ за раху-
нок електрон-фононної взаємодiї та утворення куперiвських пар
електронiв з енерґiєю зв’язку порядку енерґетичної щiлини ∆ має
таку ж залежнiсть вiд константи зв’язку λ, яку ми щойно зна-
йшли. Причому ∆ ∼ ωD, де ωD — частота Дебая. При температу-
рi абсолютного нуля надпровiдник — це сукупнiсть куперiвських
пар, якi при розсiяннi не сприймають енерґiї меншої, нiж енерґiя
зв’язку. Тому й спостерiгається безутратний транспорт електри-
чного заряду. Iз пiдвищенням температури тепловий рух розриває
куперiвськi пари, i при температурi Tc = 2∆e−1/λ надпровiднiсть
зникає.

§ 50. Теорiя збурень у випадку виродження

Розглянемо незбурену систему, енерґетичнi рiвнi якої є виро-
дженими, тобто рiвню енерґiї E(0)

n вiдповiдає не одна власна фун-
кцiя, а декiлька:

Ĥ0ψ
(0)
n,α = E(0)

n ψ(0)
n,α,

434



де другий iндекс стану α = 1, . . . , s. Кратнiсть виродження s,
узагалi кажучи, залежить вiд квантового числа n. Наприклад,
у теорiї атома водню енерґiя E

(0)
n = −me4/2~2n2 залежить вiд

головного квантового числа n = 1, 2, . . ., а хвильовi функцiї ψ(0)
n,l,m

залежать не лише вiд n, а й вiд орбiтального l та магнiтного m
квантових чисел, α = (l,m). Кратнiсть виродження s = n2 (без
урахування спiну електрона).

Збурення V̂ може приводити до часткового або повного зняття
виродження. Наше завдання — знайти це розщеплення енерґети-
чних рiвнiв для збуреної задачi. Виходимо з рiвняння Шрединґера

(Ĥ0 + V̂ )ψ = Eψ.

Зобразимо функцiю ψ у виглядi лiнiйної комбiнацiї з s функцiй,
що вiдповiдають енерґiї E(0)

n :

ψ =
s∑

α=1

Cαψ
(0)
n,α.

Це є наближений вигляд хвильової функцiї, оскiльки сукупнiсть
лише s функцiй ψ

(0)
n,α не утворює повного набору. Пiдставимо цей

вираз у рiвняння Шрединґера, помножимо його злiва на ψ
(0)∗
n,α′ ,

проiнтеґруємо за змiнними, вiд яких залежать хвильовi функцiї,
i знайдемо рiвняння для коефiцiєнтiв розкладу Cα:

s∑

α=1

[(
E(0)

n − E
)
δα′α + Vα′α

]
Cα = 0,

де матричний елемент оператора збурення

Vα′α =

∫
ψ
(0)∗
n,α′ V̂ ψ

(0)
n,α dq.

Умовою нетривiального розв’язку отриманого рiвняння є рiвнiсть
його визначника нулевi:

| −∆Eδα′α + Vα′α| = 0,

тут уведено позначення для зсуву енерґiї

∆E = E − E(0)
n .
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Ми отримали алґебраїчне рiвняння s-го степеня для ∆E, коре-
нi якого ∆E1, . . . , ∆Es дають шукане розщеплення енерґетичних
рiвнiв. Залежно вiд симетрiї оператора збурення V̂ , цi коренi мо-
жуть бути всi рiзними, тодi виродження повнiстю знiмається, або
якщо деякi коренi рiвнi мiж собою, то виродження знiмається ли-
ше частково.

Наступний крок полягає в знаходженнi коефiцiєнтiв розкладу
Cα з рiвняння для них з урахуванням умови нормування

s∑

α=1

|Cα|2 = 1.

Покладаючи ∆E = ∆E1, з цих рiвнянь знаходимо Cα = Cα(∆E1)
i вiдповiдну хвильову функцiю

ψ1 =
∑

α

Cα(∆E1)ψ
(0)
n,α.

Послiдовно продовжуємо цю процедуру i, нарештi, покладаючи
∆E = ∆Es, знаходимо Cα = Cα(∆Es) i s-ту хвильову функцiю

ψs =
∑

α

Cα(∆Es)ψ
(0)
n,α.

Поставлена задача розв’язана в першому наближеннi. Нагада-
ємо, що при вiдсутностi виродження хвильовi функцiї нульового
наближення просто збiгались iз хвильовими функцiями незбуре-
ної задачi. У випадку виродження, оскiльки одному рiвню енерґiї
E

(0)
n вiдповiдають s хвильових функцiй, ми повиннi в нульовому

наближеннi взяти до уваги всi цi функцiї. Згiдно з принципом су-
перпозицiї, їхня лiнiйна комбiнацiя також описує стан з цiєю енер-
ґiєю. Отже, знайденi хвильовi функцiї ψ1, . . . , ψs є правильними
хвильовими функцiями нульового наближення. На цих функцiях
можна тепер розраховувати поправки вищого порядку.

Як приклад розглянемо випадок двократного (s = 2) виро-
дження. Для зсуву енерґiї ∆E маємо квадратне рiвняння:

∣∣∣∣∣∣
−∆E + V11 V12

V21 −∆E + V22

∣∣∣∣∣∣
= 0,
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коренi якого

∆E1,2 =
V11 + V22

2
± 1

2

√
(V11 − V22)2 + 4|V12|2.

Система рiвнянь для коефiцiєнтiв розкладу Cα має такий вигляд:

(V11 −∆E)C1 + V12C2 = 0,

V21C1 + (V22 −∆E)C2 = 0,

|C1|2 + |C2|2 = 1.

З другого рiвняння знаходимо

C2 = − V21
V22 −∆E

C1.

Тепер iз третього рiвняння

|C1|2 =
1

1 + |V12|2/(V22 −∆E)2
.

Отже, маємо:

C1 = ± 1√
1 + |V12|2/(V22 −∆E)2

,

C2 = ∓ V21

(V22 −∆E)
√

1 + |V12|2/(V22 −∆E)2
.

Розгляньмо для простоти випадок, коли дiагональнi матричнi еле-
менти оператора збурення дорiвнюють нулевi: V11 = V22 = 0. Для
зсуву енерґiї отримаємо

∆E1,2 = ±|V12|.

Тепер при ∆E = ∆E1 = |V12| знаходимо

C1 = ± 1√
2
, C2 = ± V21

|V12|

/√
2.
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Припустимо, що матричнi елементи оператора збурень є дiйсними
величинами i V12 < 0, тодi

C1 =
1√
2
, C2 = − 1√

2

i правильна хвильова функцiя нульового наближення

ψ1 =
1√
2

(
ψ
(0)
n1 − ψ

(0)
n2

)
.

Якщо ∆E = ∆E2 = −|V12|, то

C1 =
1√
2
, C2 =

1√
2
,

а хвильова функцiя

ψ2 =
1√
2

(
ψ
(0)
n1 + ψ

(0)
n2

)
.

Для систем iз двома станами виписанi формули дають точний
розв’язок задачi. Цi вирази були використанi в §3 для iлюстрацiї
принципу суперпозицiї: молекулярний йон водню, молекула ети-
лену, явище биття та iн.

§ 51. Ефект Штарка в атомi водню

Ефект Штарка — це розщеплення енерґетичних рiвнiв ато-
ма в зовнiшньому електричному полi. Накладемо на атом водню
зовнiшнє постiйне однорiдне електричне поле5 напруженiстю E.
Виберемо систему координат так, щоб вектор E був напрямлений
уздовж осi z. Оператор енерґiї взаємодiї атома iз зовнiшнiм полем

V̂ = −dE ,

де електричний дипольний момент атома

d = er = −|e| r,
5Вплив неоднорiдних полiв на атомнi спектри дослiджував В.С. Мiлiянчук

(1905–1958), який працював у Львiвському унiверситетi й у 1946–1958 роках
завiдував кафедрою теоретичної фiзики.
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а r — радiус-вектор електрона. Тут ми не беремо до уваги електри-
чний квадрупольний та вищi моменти атома. Отже, оператор

V̂ = |e|rE = |e|Ez = |e|rE cos θ,

де полярний кут θ — це кут мiж вiссю z i радiус-вектором r.
Розрахуємо першу поправку до енерґiї основного стану атома

водню (−me4/2~2), розглядаючи оператор V̂ як збурення:

E
(1)
0 = 〈1, 0, 0|V̂ |1, 0, 0〉 =

∫
ψ2
1,0,0(r)|e|rEdr,

тут |n, l,m〉 = ψn,l,m — хвильовi функцiї атома водню. Легко бачи-
ти, що перша поправка дорiвнює нулевi. Це видно хоча би з того,
що при замiнi r на (−r) вона змiнює знак. Формально нульове зна-
чення отримуємо при iнтеґруваннi у сферичнiй системi координат
за полярним кутом θ. I взагалi, усi дiагональнi матричнi елементи
дорiвнюють нулевi:

〈n, l,m|V̂ |n, l,m〉 = 0.

Отже, виходить, що розщеплення енерґетичних рiвнiв атомiв вiд-
мiнне вiд нуля лише в другому порядку теорiї збурень i є, внаслi-
док цього, пропорцiйним до квадрата напруженостi електричного
поля. Цей так званий квадратичний ефект Штарка i спостерiгає-
ться для атомiв. Винятком є атом водню, у якому, внаслiдок виро-
дження енерґетичних рiвнiв, спостерiгаємо лiнiйний ефект Штар-
ка, тобто зсув енерґетичних рiвнiв, пропорцiйний до напружено-
стi E .

Розглянемо, для прикладу, перший збуджений рiвень атома
водню, коли головне квантове число n = 2. Енерґiї (−me4/8~2)
тепер вiдповiдають чотири хвильовi функцiї:

|1〉 = ψ2,0,0, |2〉 = ψ2,1,0,

|3〉 = ψ2,1,−1, |4〉 = ψ2,1,1.

Розрахуємо потрiбнi для розв’язку секулярної задачi матричнi
елементи Vα′α оператора збурення на цих станах. Використовую-
чи ранiше прийнятi в теорiї атома водню позначення, знаходимо

〈n, l′,m′|V̂ |n, l,m〉 = |e| E
∫ ∞

0
Rn,l′(r)rRn,l(r)r

2dr
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×
∫ π

0
Θl′,m′(θ) cos θΘl,m(θ) sin θ dθ

×
∫ 2π

0

e−im′ϕ
√
2π

eimϕ

√
2π

dϕ = const× δm′,m.

Символ Кронекера δm′,m дає iнтеґрування за азимутальним кутом
ϕ, внаслiдок чого з усiх матричних елементiв Vα′α вiдмiнними вiд
нуля є лише V12 та V21:

V12 = V21 = 〈1|V̂ |2〉 = 〈2, 0, 0|V̂ |2, 1, 0〉.
Таким чином, матриця оператора збурення має такий вигляд:

V̂ =




0 V12 0 0

V21 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



.

Матричний елемент V12 легко розрахувати:

V12 = |e|E
∫ ∞

0
R2,0(r)rR2,1(r)r

2 dr

×
∫ π

0
Θ0,0(θ) cos θΘ1,0(θ) sin θ dθ

∫ 2π

0

1

2π
dϕ.

Маємо iнтеґрали:
∫ ∞

0
R2,0(r)rR2,1(r)r

2dr =
aB

4
√
3

∫ ∞

0
e−ρρ4

(
1− ρ

2

)
dρ

=
aB

4
√
3

(
4!− 5!

2

)
= −3

√
3aB,

∫ π

0
Θ0,0(θ) cos θΘ1,0(θ) sin θ dθ =

√
3

2

∫ π

0
sin θ cos2 θ dθ =

1√
3
.

Отже,

V12 = −3|e| EaB.
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Запишемо секулярне рiвняння
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−∆E V12 0 0

V21 −∆E 0 0

0 0 −∆E 0

0 0 0 −∆E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Розкриваючи визначник, знаходимо рiвняння четвертого порядку
для зсуву енерґiї ∆E. Випишемо розв’язки:

∆E1,2 = ±|V12|, ∆E3,4 = 0.

Як бачимо, виродження знiмається лише частково.
Випишемо тепер рiвняння для коефiцiєнтiв Cα:

−∆EC1 + V12C2 = 0,

V21C1 −∆EC2 = 0,

−∆EC3 = 0,

−∆EC4 = 0

та умову нормування для них

|C1|2 + |C2|2 + |C3|2 + |C4|2 = 1.

Нехай ∆E=∆E3=0. З рiвнянь випливає, що C1=0, C2=0. Крiм
того, покладемо C4=0, а з умови нормування маємо C3=1. Отже,
хвильова функцiя

ψ3 = |3〉 = ψ2,1,−1,

i їй вiдповiдає енерґiя E3 = −me4/8~2.
Нехай тепер ∆E = ∆E4 = 0. Мiркування, аналогiчнi до попе-

реднiх, приводять до хвильової функцiї

ψ4 = |4〉 = ψ2,1,1,

що описує стан з такою ж енерґiєю E4 = −me4/8~2.
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Рис. 46. Розщеплення енерґетичних рiвнiв атома водню в електричному
полi.

Далi розглянемо нетривiальнi розв’язки секулярного рiвняння.
Перший корiнь

∆E = ∆E1 = |V12| = 3|e|aBE .
З третього та четвертого рiвнянь для Cα маємо C3 = 0, C4 = 0, а
з першого рiвняння

C1 =
V12
∆E

C2 = −C2.

З умови нормування знаходимо явнi вирази:

C1 =
1√
2
, C2 = − 1√

2
.

Отже,

ψ1 =
1√
2
(|1〉 − |2〉),

а вiдповiдна енерґiя

E1 = −me4/8~2 + 3|e|aBE .
Беремо другий корiнь

∆E = ∆E2 = −|V12| = −3|e|aBE .
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З першого рiвняння

C1 =
V12
∆E

C2 = C2

i з допомогою умови нормування знаходимо

C1 =
1√
2
, C2 =

1√
2
.

Тепер хвильова функцiя i вiдповiдна енерґiя:

ψ2 =
1√
2
(|1〉 + |2〉),

E2 = −me4/8~2 − 3|e|aBE .
Симетричнiй функцiї, як бачимо, вiдповiдає менше значення енер-
ґiї (див. також рис. 46).

§ 52. π-електронна теорiя органiчних молекул

Ще однiєю цiкавою iлюстрацiєю застосування теорiї збурень є
розрахунок енерґетичного спектра електронiв на π-зв’язках в ор-
ганiчних молекулах типу бензолу C6H6 (рис. 47). Для лiнiйних ор-
ганiчних молекул типу бутадiєну цю задачу ми розв’язали ранiше
(див. Приклад 3 до §13). Задача для бензолу вiдрiзняється тим,
що тут ми маємо замкнений ланцюжок. Її розв’язок можна вико-
ристати також для розрахунку енерґетичних рiвнiв електрона в
кристалi. Зрозумiло, що таке чергування подвiйних i одинарних
зв’язкiв є суперпозицiйним, а не закрiпленим. Тобто, молекула
бензолу є повнiстю симетричною, про що i свiдчить експеримент.

Розгляньмо замкнений ланцюжок з N атомами вуглецю,
якi сполученi мiж собою одинарними та подвiйними зв’язками,
що чергуються. Кожен з атомiв вуглецю також сполучений оди-
нарним зв’язком з атомом водню. Подвiйний зв’язок створений
так званими π- та σ-зв’язками. Нас цiкавитимуть саме π-зв’язки,
на яких електрони є рухливими. Наше завдання — розрахувати
рiвнi енерґiї цих π-електронiв. Iндексом n будемо нумерувати ста-
ни електрона на n-тому атомi вуглецю.
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Рис. 47. Молекула бензолу.

Отже, ми знову маємо справу iз секулярною проблемою:

∑

n′
(−Eδnn′ +Hnn′)Cn′ = 0,

де матричнi елементи гамiльтонiана задаємо так:

Hnn = E0,

Hn,n±1 = −A,

решта Hnn′ = 0. Це є так зване наближення найближчих сусiдiв,
коли враховуються “стрибки” електрона лише на першi сусiднi ву-
зли. Iмовiрнiсть переходу електрона через вузол уважається та-
кою, що дорiвнює нулевi. Iнакше кажучи, хвильова функцiя еле-
ктрона сильно локалiзована на вузлi i не перекривається з хви-
льовою функцiєю наступних сусiдiв. Ураховуючи це, випишемо у
явному виглядi рiвняння для коефiцiєнтiв Cn:

(E0 − E)Cn −ACn+1 −ACn−1 = 0

або

Cn+1 =
E0 − E

A
Cn − Cn−1.
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Запишемо це рiвняння в компактнiшiй формi. Для цього вве-
демо вектор

Xn =


 Cn

Cn−1




та так звану трансфер-матрицю

T̂ =




E0−E
A −1

1 0


 .

Тепер рiвняння для коефiцiєнтiв Cn запишемо так:

Xn+1 = T̂Xn.

Оскiльки ланцюжок замкнений, то коефiцiєнт CN+1 повинен
збiгатись iз коефiцiєнтом C1, а коефiцiєнт CN+2 — з коефiцiєнтом
C2 i т.д. Нагадаємо, що, згiдно з принципом суперпозицiї, |Cn|2
дорiвнює ймовiрностi того, що електрон знаходиться на n-тому
атомi вуглецю. Iз цих граничних умов випливає, що

XN+2 = X2.

Лiву частину цiєї рiвностi можна записати ще й так:

XN+2 = T̂XN+1 = T̂ T̂XN = . . . = T̂NX2.

Отже, ми отримали однорiдне лiнiйне рiвняння для вектора X2

T̂NX2 = X2,

або

(T̂N − 1)X2 = 0.

Умовою нетривiального розв’язку цього рiвняння є

|T̂N − 1| = 0.
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З нього знаходимо енерґетичнi рiвнi електрона. Використаємо тео-
рему Ґаусса про коренi алґебраїчного рiвняння i запишемо таке
матричне рiвняння:

T̂N − 1 =

N−1∏

s=0

(
T̂ − e2πis/N

)
,

де величини e2πis/N є коренями з одиницi. Нагадаємо, що детермi-
нант добутку матриць дорiвнює добутковi детермiнантiв матриць:

|T̂N − 1| =
N−1∏

s=0

∣∣∣T̂ − e2πis/N
∣∣∣ .

Тепер рiвняння для визначення рiвнiв енерґiї зводиться до такого:
∣∣∣T̂ − e2πis/N

∣∣∣ = 0.

Використовуючи явний вигляд матрицi T̂ , маємо
∣∣∣∣∣∣

E0−E
A − e2πis/N −1

1 −e2πis/N

∣∣∣∣∣∣
= 0,

−
(
E0 − E

A
− e2πis/N

)
e2πis/N + 1 = 0,

E0 − E

A
− e2πis/N = e−2πis/N .

Отже, дозволенi рiвнi енерґiї

Es = E0 − 2A cos
2πs

N
,

s = 0, 1, . . . , N − 1.

Цiкаво порiвняти наш результат iз формулою для рiвнiв енер-
ґiї π-електрона в лiнiйному незамкненому ланцюжку, яку ми отри-
мали в Прикладi 4 до §13 прямим розрахунком визначника секу-
лярного рiвняння:

Es = E0 − 2A cos
πs

N + 1
,
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s = 1, 2, . . . , N.

Цей результат можна одержати й iншим шляхом. Справдi, у
випадку перiодичної структури рiвняння для коефiцiєнтiв Cn

(E0 − E)Cn −ACn+1 −ACn−1 = 0

можна задовольнити пiдстановкою

Cn ∼ eiαn, n = 1, 2, . . .

i в результатi отримати

(E0 − E)−Aeiα −Ae−iα = 0,

звiдки

E = E0 − 2A cosα.

Кут α визначаємо з граничних умов

C0 = 0,

CN+1 = 0,

якi не допускають можливостi перебування електрона поза ме-
жами ланцюжка. Цi умови задовольняються, якщо взяти лiнiйну
комбiнацiю розв’язкiв iз додатною та вiд’ємною фазами, Cn ∼
sinαn. Перша умова задовольняється тривiально, а друга — дає
α(N +1) = πs, s = 1, 2, . . . , N , що й приводить нас до виписаного
вище результату.

Розв’язки для замкненого й незамкненого ланцюжкiв є суттєво
рiзними. Для замкненого ланцюжка маємо лише парнi гармонiки
(0, 2π/N , 4π/N, . . .), а для незамкненого — повний ряд гармонiк
(π/(N + 1), 2π/(N + 1), 3π/(N + 1), . . .). Ми вже зупинялись у
§5 на обговореннi граничних умов, що накладаються на хвильовi
функцiї. Тут для наочної iлюстрацiї рiзницi цих розв’язкiв можна
провести аналогiю з дерев’яними музичними iнструментами: ми
легко розрiзняємо звучання флейти i кларнета. Флейта — це ци-
лiндрична труба, яка “поводить себе” (внаслiдок великого отвору
поблизу закритого кiнця) як вiдкрита з обох кiнцiв i має як пар-
нi, так i непарнi гармонiки. Мiж iншим, на якiсть звуку флейти
впливає й резонанс порожнини рота виконавця. Кларнет — також

447



цилiндрична труба, але з одним закритим кiнцем, i його звук має
лише непарнi гармонiки. Вiдсутнiсть парних гармонiк надає зву-
чанню кларнета своєрiдної “мелодiйностi”. Правда, пропуски пар-
них гармонiк збiльшують iнтервал мiж модами коливань, тому
для кларнета властивi труднощi в технiцi виконання. Цi трудно-
щi не виникають в iнструментiв групи гобоя (гобой, англiйський
рiжок, фаґот, контрафаґот), якi є конiчними трубами, а отже, з
повним рядом гармонiк, як цилiндрична труба, що вiдкрита з обох
кiнцiв.

Для прикладу розглянемо молекулу бензолу. Випишемо енер-
ґетичнi рiвнi замкненого ланцюжка для N = 6 i зобразимо їх на
рис. 48.

Рис. 48. Енерґетичнi рiвнi бензольного кiльця.

Пiдрахуємо повну енерґiю основного стану, пам’ятаючи, що на
кожному рiвнi можуть знаходитись два електрони з протилежно
напрямленими спiнами, а також ураховуючи, що другий рiвень є
двократно виродженим:

E = 2(E0 − 2A) + 4(E0 −A) = 6E0 − 8A.

У розрахунку на один електрон ця енерґiя

E

N
= E0 −

4

3
A
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i вона є найнижчою для можливих кiльцевих молекул. До речi,
вона менша, нiж у випадку, коли молекула бензолу розглядається
як система з трьома незалежними подвiйними зв’язками, енерґiя
якої E/N = E0 − A. Тобто, якщо електронам дозволити “бiгати”
по всьому кiльцю, то молекула стає стабiльнiшою. Отже, молеку-
ла бензолу є найстiйкiшою. У цьому неважко переконатись, якщо
пiдрахувати повну енерґiю в загальному випадку для N електро-
нiв:

E =
∑

[E0 − 2A cos (2πs/N)] ,

причому пiдсумовувати необхiдно з урахуванням того, що на ко-
жному рiвнi є два електрони, а частина рiвнiв — виродженi. За-
лишаємо читачевi цей простий, але цiкавий розрахунок. Наведемо
результат:

E =





NE0 − 2A cos2 π
2N / sin

π
2N , N − непарне,

NE0 − 4A
/
sin π

N , N/2− непарне,

NE0 − 4A
/
tg π

N , N/2− парне.

Число N у нашому випадку, зрозумiло, є парним. Величина

ε =
E −NE0

4AN

як функцiя числа N зображена на рис. 49. Вона досягає мiнiмуму
ε = −1/3 саме при N = 6. У границi N → ∞ маємо ε = −1/π.

Таким чином, серед можливих кiльцевих молекул у приро-
дi реалiзується молекула бензолу. Цiкаво, що серед вiртуальних
молекул найстiйкiшi тi молекули, для яких N/2 є непарним,
N = 10, 14, . . ..

Модель, яку ми розглянули, прямо стосується, як уже зазна-
чалось, розрахунку електронного спектра кристала (наближен-
ня сильного зв’язку). Позначимо вiддаль мiж вузлами лацюжка,
у яких знаходяться йони, через a; довжина ланцюжка L = Na.
Будемо вважати, що кiлькiсть вузлiв є великою, N → ∞. Уведемо
хвильовий вектор k:

k =
2πs

L
,
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Рис. 49. Залежнiсть енерґiї замкненого ланцюжка вiд кiлькостi вузлiв
у розрахунку на один атом.

2πs

N
=

2πs

L
a = ka.

Тепер рiвнi енерґiї

E = E0 − 2A cos ka

є квазiнеперервними (∆k = 2π/L → 0) i утворюють зону шириною
4A. При малих значеннях хвильового вектора

E = E0 − 2A

[
1− 1

2
(ka)2 + . . .

]

й енерґiя електрона як функцiя хвильового вектора k має вiльно-
частинковий вигляд:

E = E0 − 2A+
~2k2

2m∗ ,

де m∗ = ~2/2Aa2 — ефективна маса електрона, а величина (E0 −
2A) визначає положення дна енерґетичної зони.

§ 53. Варiацiйний принцип

Розглянемо ще один пiдхiд наближеного розв’язку рiвняння
Шрединґера, який ґрунтується на принципi мiнiмальностi енер-
ґiї i називається варiацiйним методом. Цей метод працює i при
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розв’язуваннi задач, для яких стандартна теорiя збурень не за-
стосовна. Деякою мiрою успiх варiацiйного пiдходу залежить вiд
iнтуїцiї та досвiду. Ми вже мали з ним справу ранiше в декiлькох
задачах.

Розглянемо квантовомеханiчну систему, що характеризується
гамiльтонiаном Ĥ. Виберемо деяку пiдхожу функцiю, ψ = ψ(q),
таку, щоб ∫

|ψ|2dq = 1,

i пiдрахуємо з нею середнє значення Ĥ:

〈Ĥ〉 =
∫
ψ∗Ĥψ dq.

Цю функцiю називають пробною. Будемо вимагати, щоб малi змi-
ни ψ не змiнювали середнього 〈Ĥ〉. Тобто при замiнi ψ на ψ + δψ
варiацiя

δ〈Ĥ〉 = 0.

Ми сформулювали варiацiйну задачу для функцiонала 〈Ĥ〉 з дода-
тковою умовою нормування на хвильову функцiю. Цю додаткову
умову можна зняти, як вiдомо, уведенням множникiв Лаґранжа.
Пiдрахуємо варiацiю 〈Ĥ〉:

δ〈Ĥ〉 =
∫
δψ∗Ĥψ dq +

∫
ψ∗Ĥδψ dq.

Вiднiмемо вiд неї варiацiю умови нормування,

δ

∫
ψ∗ψ dq =

∫
δψ∗ψ dq +

∫
ψ∗δψ dq,

помноживши її на множник Лаґранжа E, i отримаємо рiвняння
на безумовний екстремум:
∫
δψ∗Ĥψ dq − E

∫
δψ∗ψ dq +

∫
ψ∗Ĥδψ dq − E

∫
ψ∗δψ dq = 0.

Уважаючи δψ i δψ∗ незалежними, знаходимо двi умови на мi-
нiмум середнього значення гамiльтонiана:

∫
δψ∗(Ĥψ − Eψ) dq = 0,
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∫
δψ(Ĥψ∗ − Eψ∗) dq = 0.

Другу умову отримуємо при попередньому “перекиданнi” звичай-
ним чином дiї оператора Ĥ з δψ на ψ∗. Зважаючи на довiльнiсть
варiацiї δψ∗, з першої умови одержимо стацiонарне рiвняння Шре-
динґера

Ĥψ = Eψ.

З другої умови виходить спряжене до нього рiвняння, яке не випи-
суємо. Таким чином, варiацiйний принцип твердить, що найбiльш
пiдхожою хвильовою функцiєю, яка приносить мiнiмум середньо-
го значення гамiльтонiана, є та, що задовольняє рiвняння Шреди-
нґера. Ми отримали важливий i цiкавий результат, однак вiн не
дає рецепта для розв’язку задачi в конкретних випадках. Перед
тим як перейти до формулювання такого рецепта, отримаємо ще
один важливий результат.

Нехай величина ψ є пробною хвильовою функцiєю для основ-
ного стану системи, а ϕn — власними функцiями Ĥ:

Ĥϕn = Enϕn.

Розкладемо пробну функцiю в ряд

ψ =
∑

Cnϕn

i обчислимо середнє значення гамiльтонiана, тобто наближене зна-
чення енерґiї основного стану:

E = 〈Ĥ〉 =
∫
ψ∗Ĥψ dq =

∑

n

∑

n′
CnC

∗
n′

∫
ϕ∗
n′Ĥϕn dq

=
∑

n

∑

n′
CnC

∗
n′Enδnn′ =

∑

n

|Cn|2En.

Далi робимо простi перетворення, пам’ятаючи, що
∑
n
|Cn|2 = 1:

E =
∑

n

En|Cn|2 =
∑

n

(En − E0 + E0)|Cn|2

=
∑

n

(En − E0)|Cn|2 + E0

∑

n

|Cn|2 = E0 +
∑

n

(En − E0)|Cn|2,
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де E0 — точне значення енерґiї основного стану системи. При будь-
якому n, за означенням основного стану, En ≥ E0 i отже, другий
доданок у рiвняннi є додатним, тому отримуємо:

E ≥ E0.

Нерiвнiсть говорить, що, яку б ми не взяли пробну функцiю,
завжди отримується значення енерґiї основного стану вище, нiж
справжнє.

Нехай ми пiдiбрали деяку нормовану пробну ψ-функцiю, яка
залежить вiд змiнної q i, крiм того, мiстить у собi вiльнi параметри
a1, a2, . . . :

ψ = ψ(q; a1, a2, . . .),

∫
|ψ(q; a1, a2, . . .)|2dq = 1.

Пiдрахуємо з її допомогою енерґiю

E(a1, a2, . . .) = 〈Ĥ〉 =
∫
ψ∗(q; a1, a2, . . .)Ĥψ(q; a1, a2, . . .) dq.

Вона залежить вiд величин a1, a2, . . ., якi ми маємо змогу пiдiбра-
ти з умови мiнiмальностi енерґiї:

dE

da1
= 0,

dE

da2
= 0, . . . .

Iз цих рiвнянь знаходимо значення ā1, ā2, . . . , якi приносять мi-
нiмум енерґiї

E = E(ā1, ā2, . . .).

У результатi отримуємо верхню межу енерґiї основного стану. Ми
очiкуємо, що вона буде близькою до точного значення, якщо про-
бна функцiя подiбна до справжньої. Успiх тут залежить вiд iнту-
їцiї та навичок.

Перейдемо до визначення збуджених станiв. Знову пiдберемо
деяку пробну функцiю

ψ1 = ψ1(q; b1, b2, . . .)
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з iншим набором вiльних параметрiв i також нормовану
∫

|ψ1(q; b1, b2, . . .)|2dq = 1.

Накладаємо, крiм цього, ще додаткову умову ортогональностi
функцiї ψ1 до вже знайденої функцiї основного стану ψ:

∫
ψ∗
1(q; b1, b2, . . .)ψ(q; a1, a2, . . .) dq = 0.

Знову пiдраховуємо середнє значення

E1 = E1(b1, b2, . . .) =

∫
ψ∗
1(q; b1, b2, . . .)Ĥψ1(q; b1, b2, . . .) dq

i просимо виконати умови екстремуму, якi фiксують нам вiльнi
параметри й енерґiю E1:

dE1

db1
= 0,

dE1

db2
= 0, . . . .

Зрозумiло, що додаткова умова приводить до зсуву E1 уверх що-
до енерґiї основного стану. Цю процедуру можна продовжити i
знайти, в принципi, усi хвильовi функцiї та вiдповiднi значення
енерґiї.

Варiацiйний пiдхiд є потужним непертурбацiйним6 методом
розв’язку багатьох задач квантової механiки. Ґрунтується вiн на
iнтуїтивному усвiдомленнi того, що принцип мiнiмальностi тiсно
пов’язаний з iснуванням певної симетрiї в задачi. Саме вона i влов-
люється при “вгадуваннi” пробної функцiї.

Приклад 1. Ангармонiчний осцилятор. Задано гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+ αx4.

Знайти енерґiю основного стану.
Бачимо, що в задачi є симетрiя: замiна x на (−x) не змiнює гамiльтонi-

ана. Тому пробну функцiю основного стану вибираємо парною. Крiм того,
вона не має вузлiв i повинна бути гладкою, щоб не “набiгло” велике значення
кiнетичної енерґiї вiд другої похiдної. Отже, нехай пробна функцiя основного
стану

ψ = Ce−a1x
2−a2x

4−a3x
6+···,

6Вiд англ. perturbation — збурення.
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причому ∫
|ψ|2dx = 1.

Для простоти обiрвемо ряд на квадратичному членi, i нехай a1 = mω/2~, ω
— вiльний параметр. З урахуванням умови нормування,

ψ =
(mω
π~

)1/4
e−mωx2/2~

— маємо хвильову функцiю основного стану гармонiчного осцилятора з ча-
стотою ω. Середнє значення енерґiї

E = 〈 p̂
2

2m
〉+ α〈x4〉

легко розрахувати:

〈p2/2m〉 = ~ω

4
,

〈αx4〉 = 3α

(
~

2mω

)2

.

Отже,

E = E(ω) =
~ω

4
+ 3α

(
~

2mω

)2

.

Вiльний параметр ω знаходимо з умови

dE

dω
= 0,

яка дає
~

4
− 3

4
α
~2

m2

2

ω3
= 0,

тобто

ω =

(
6α

~

m2

)1/3

.

Тепер обчислюємо величину

E =
3

8

(
6α

~4

m2

)1/3

,

яка дає верхню межу для значення енерґiї основного стану E0. Цiкаво порiв-
няти цей результат iз результатом теорiї збурень,

E =
1

2

(
3α

~4

m2

)1/3

,

а також iз нерiвнiстю, яку ми отримали в §7 (приклад2), застосовуючи прин-
цип невизначеностей Гайзенберґа:

E0 ≥ 3

8

(
2α

~4

m2

)1/3

.

455



Отже, точне значення енерґiї основного стану ангармонiчного осцилятора
“x4” знаходиться в таких межах:

3

8

(
2α

~4

m2

)1/3

≤ E0 ≤ 3

8

(
6α

~4

m2

)1/3

.

Приклад 2. Основний стан N -вимiрного ангармонiчного осцилятора x4 .
Гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+
α

N
|x|4,

де α — константа зв’язку, а N-вимiрнi вектори x = (x1, . . . , xN), p̂ = −i~∇ =
−i~ (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xN).

Виберiмо пробну хвильову функцiю основного стану з двома варiацiйними
параметрами a та k:

ψ(x) = Ce−axk

, x = |x|.
З умови нормування

∫ ∞

−∞
dx1 . . .

∫ ∞

−∞
dxN ψ2(x) = 1

знаходимо сталу C. Оскiльки функцiя залежить вiд x, перейдiмо до N-
вимiрних полярних координат i, проiнтеґрувавши за кутами, запишiмо цю
умову так: ∫ ∞

0

ψ2(x) dVN = 1,

де об’єм N-вимiрної кулi VN = CNx
N , dVN = NCNx

N−1dx,
CN = πN/2/Γ (1 +N/2), Γ(x) — гамма-функцiя7 (див. §44). Iнтеґруючи, зна-

7Сталу CN легко знайдемо, якщо iнтеґрал

I =

∫ ∞

−∞
dx1 . . .

∫ ∞

−∞
dxN e−x2

розрахувати двома способами. З одного боку,

I =

(∫ ∞

−∞
dx1 e

−x2
1

)N

= (
√
π)N ,

а з iншого —

I =

∫ ∞

0

e−x2

NCNx
N−1dx =

{
замiна x2 = y

}
=
NCN

2

∫ ∞

0

e−yy
N
2
−1dy

=
NCN

2
Γ

(
N

2

)
= CN Γ

(
1 +

N

2

)
.

Порiвнюючи цi два вирази, одержуємоCN = πN/2/Γ(1+N/2), i зокрема об’єми
V1 = 2x, V2 = πx2, V3 = 4πx3/3.
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ходимо

C =
1√

CN (2a)−N/kΓ(1 +N/k)
.

Для середнього значення енерґiї E = 〈Ĥ〉 пiсля нескладних перетворень
отримаємо

E =
N

Γ
(
1 + N

k

) ~
2k

8m
(2a)2/kΓ

(
2 +

N − 2

k

)
+

αΓ
(
4+N
k

)

kΓ
(
1 + N

k

) (2a)−4/k.

З умови мiнiмуму dE/da = 0 маємо

a =
1

2

{
16mα

~2

Γ
(
4+N
k

)

Nk2Γ
(
2 + N−2

k

)
}k/6

.

Тепер енерґiя на один ступiнь вiльностi

E

N
=

3

8

(
2α~4

m2

)1/3

E∗,

де

E∗ =

(
k

N

)1/3 Γ1/3
(
4+N
k

)
Γ2/3

(
2 + N−2

k

)

Γ
(
1 + N

k

) .

Якщо зафiксувати параметр k = 2, то ми отримаємо результат, знайдений у
§46. Результати комп’ютерної мiнiмiзацiї за параметром k подано в таблицi.

N k E∗

1 2.36692 1.41666

2 2.38570 1.24213

3 2.39768 1.17175

4 2.40593 1.13328

5 2.41196 1.10894

6 2.41653 1.09215

7 2.42012 1.07984

8 2.42302 1.07045

9 2.42539 1.06303

10 2.42738 1.05703

∞ 2.44949 1.00000
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Як бачимо, lim
N→∞

E/N = 3
(
2α~4/m2

)1/3
/8, причому цiкаво, що ця грани-

ця не залежить вiд k. Це легко довести також “руками”. Якщо у вираз для
E∗ пiдставити асимптотичнi формули для Γ-функцiй,

Γ(aN + b) ∼
√
2πe−aN(aN)aN+b−1/2, N → ∞, a > 0,

то обчисленнями “в один рядок” знаходимо E∗ = 1 при N → ∞.

Приклад 3. Основний стан чорної дiри.
Оператор Гамiльтона чорної дiри (див. Приклад 2 до §9)

Ĥ =
p̂2

2
+ αxµ, x > 0,

де α = 1
2
(3/2)2/3, µ = 2/3. Обчислити найнижче власне значення Ĥ (маси

чорної дiри), використовуючи варiацiйний принцип.
Пробну функцiю основного стану ψ(x) з урахуванням того, що ψ(0) = 0,

задаємо в такому виглядi:

ψ(x) = Cxk′

e−axk

,

де a, k, k′ — варiацiйнi параметри, C — стала нормування. Виконуючи еле-
ментарнi розрахунки, знаходимо середнє значення E = 〈Ĥ〉:

E =
1

8
(2a)2/k

[
k2 + 2k′k − k − k′(k′ − 1)

2k′

k
− 1

k

]
Γ
(

2k′

k
− 1

k
+ 1
)

Γ
(
2k′

k
+ 1

k

)

+ α(2a)−µ/k
Γ
(

µ+2k′+1
k

)

Γ
(
2k′

k
+ 1

k

) .

Умова мiнiмуму за величиною a дає:

2a =




4µα

Γ
(

µ+2k′+1
k

)

Γ
(
2k′

k
− 1

k
+ 1
) 1[
k2 + 2k′k − k − k′(k′−1)

2k′

k
− 1

k

]





k
2+µ

.

Пiдставляючи цей вираз у попередню формулу, знаходимо

E =
1

8
(4µα)

2
2+µ

(
1 +

2

µ

)[
k2 + 2k′k − k − k′(k′ − 1)

2k′

k
− 1

k

] µ
2+µ

×
Γ2/(2+µ)

(
µ+2k′+1

k

)
Γµ/(2+µ)

(
2k′

k
− 1

k
+ 1
)

Γ
(
2k′

k
+ 1

k

) .
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Для нашого випадку комп’ютерний розрахунок мiнiмуму цiєї величини як
функцiї параметрiв k та k′ дає: E = 1.148991 при k = 2.001041, k′ = 0.660304;
величина a = 0.1899897. Як бачимо, цей результат дає значення, близьке до
квазiкласичного E =

√
3/2 = 1.224745 (див. Приклад 2 до §30).

Приклад 4. Знайти вираз для середнього значення повної енерґiї E через
середнi значення оператора збурення V̂ . Скористаймося теоремою про те, що
середнє значення похiдної ермiтового оператора за деяким параметром λ до-
рiвнює похiднiй вiд середнього значення цього оператора за λ (див. Приклад
до §18): 〈

∂Ĥ

∂λ

〉
=
∂E

∂λ
,

E = 〈Ĥ〉.
Якщо в ролi λ обрати параметр вмикання взаємодiї в гамiльтонiанi Ĥ = Ĥ0+
λV̂ , то отримаємо, що

∂E

∂λ
= 〈V̂ 〉.

Iнтеґруючи, маємо шуканий вираз

E = E(0) +

∫ 1

0

〈V̂ 〉 dλ.

Наприклад, для основного стану атома водню вiзьмiмо за оператор збурення
потенцiальну енерґiю електрона V̂ = −e2/r. Уводимо параметр λ замiною e2

на λe2. Середнє

〈λV̂ 〉 = −λe2
〈
1

r

〉
= −λe

2

a
, a =

~2

me2λ
.

Отже, 〈V̂ 〉 = −λme4/~2, а енерґiя

E = −
∫ 1

0

λ
me4

~2
dλ = −me

4

2~2
.

Приклад 5. Записати середнє значення повної енерґiї E через оператор
збурення V̂ .

Помножмо рiвняння Шрединґера

(Ĥ0 + V̂ )ψ = E ψ

злiва на будь-яку функцiю ϕ, не ортогональну до ψ, i проiнтеґруймо за змiн-
ними q: ∫

ϕ(Ĥ0 + V̂ )ψ dq = E

∫
ϕψ dq.

Користуючись самоспряженiстю операторiв Ĥ0 та V̂ , “перекидаємо” їхню дiю
на ϕ: ∫

ψ(Ĥ0 + V̂ )∗ϕdq = E

∫
ϕψ dq.
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Пiдберiмо тепер функцiю ϕ такою, щоб

Ĥ0ϕ = 0,

i отримуємо цiкавий результат:

E =

∫
ψV̂ ∗ϕdq

/∫
ϕψ dq.

Зокрема для основного стану атома водню, якщо взяти Ĥ0 = p̂2/2m, а
V̂ = −e2/r, то функцiя ϕ = 1 i енерґiя

E = −
∫
e2

r
e−r/aB dr

/∫
e−r/aBdr

=

{
замiна x = r/aB

}

= − e2

aB

∫ ∞

0

e−xx dx

/∫ ∞

0

e−xx2 dx = − e2

2aB
,

як i повинно бути.
Аналогiчно для осцилятора, коли V̂ = mω2x2/2:

E =
mω2

2

∫ ∞

−∞
e−ξ2/2x2 dx

/∫ ∞

−∞
e−ξ2/2dx =

~ω

2
,

ξ = x

/√
~

mω
.

Простим пiдбором функцiї ϕ знаходимо й енерґiю збуджених станiв. Ви-
являється, що знайдений тут шляхом застосування нескладних трюкiв вираз
для повної енерґiї E через оператор збурення V̂ дає змогу отримати чимало
нетривiальних результатiв у теорiї багаточастинкових систем.

§ 54. Непертурбацiйний розрахунок енерґетичного спектра
ангармонiчного осцилятора

Гармонiчний осцилятор описує малi коливання, тобто амплi-
туда яких є достатньо малою, а рiвняння руху для них є лiнiйни-
ми, — саме тому такi коливання i називають лiнiйними. Задача
про нелiнiйнi або ангармонiчнi коливання має багато важливих
прикладних застосувань, особливо коли мова йде про сильну не-
лiнiйнiсть i звичайна теорiя збурень не працює. У зв’язку з цим
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виникає проблема опису ангармонiчного осцилятора непертурба-
цiйними методами, тобто без застосування теорiї збурень.

Отже, обчислимо енерґетичнi рiвнi системи з гамiльтонiаном

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2 + αx̂4,

α ≥ 0, використовуючи хвильовi функцiї гармонiчного осцилято-
ра з варiацiйною частотою ω′ як пробнi функцiї.

Почнемо з одновимiрного випадку. Енерґiя n-го рiвня

En = 〈n|Ĥ|n〉 = 1

2m
〈n|p̂2|n〉+ mω2

2
〈n|x̂2|n〉+ α〈n|x̂4|n〉.

Потрiбнi середнi беремо з §22 та з Прикладу 1 до §45:

〈n|p̂2|n〉 = m~ω′

2
(2n + 1),

〈n|x̂2|n〉 = ~

2mω′ (2n + 1),

〈n|x̂4|n〉 = 3

(
~

2mω′

)2

(2n2 + 2n+ 1).

Отже енерґiя, як функцiя частоти ω′:

En(ω
′) =

~ω

2

(
n+

1

2

)[
ω′

ω
+
ω

ω′ +
λ

2

( ω
ω′

)2]
,

де параметр

λ = 6
α

~ω

(
~

mω

)2 n2 + n+ 1/2

n+ 1/2
.

З умови мiнiмуму En(ω
′) знаходимо рiвняння на невiдому ча-

стоту ω′:
(
ω′

ω

)3

−
(
ω′

ω

)
− λ = 0.

Розв’язок цього кубiчного рiвняння знаходимо за шкiльними фор-
мулами, i в результатi енерґiя

En = ~ω

(
n+

1

2

)
E∗,
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E∗ =
3ω′/ω + ω/ω′

4
,

ω′

ω
=





2√
3
cos
[
1
3 arccos

(
3
√
3

2 λ
)]
, λ ≤ 2

3
√
3
,

(
λ
2 +

√(
λ
2

)2 − 1
27

)1/3

+

(
λ
2 −

√(
λ
2

)2 − 1
27

)1/3

, λ ≥ 2
3
√
3
.

За своїм фiзичним змiстом вiдношення частот ω′/ω є дiйсною i
додатною величиною. Тому для λ > 2/3

√
3 беремо один дiйсний

розв’язок, а два комплекснi вiдкидаємо; для λ ≤ 2/3
√
3 з трьох

дiйсних коренiв рiвняння один є додатним, а iншi два — вiд’ємнi,
яких не беремо до уваги.

Дослiдимо граничнi випадки. Коли λ = 0, ω′/ω = 1, E∗ = 1,
отримуємо рiвнi енерґiї гармонiчного осцилятора. Якщо λ≪ 1, то

arccos

(
3
√
3

2
λ

)
=
π

2
− 3

√
3

2
λ+ . . . ,

величина

ω′

ω
=

2√
3
cos

(
π

6
−

√
3

2
λ+ . . .

)
= 1 +

λ

2
+ . . . ,

а

E∗ = 1 + λ/4 + . . .

i в результатi енерґiя

En = ~ω

(
n+

1

2

)
+ 6α

(
~

2mω

)2(
n2 + n+

1

2

)
+ . . .

збiгається з виразом, який дає звичайна теорiя збурень (див. при-
клад 1 до §45). Коли λ ≫ 1, то ω′/ω = λ1/3, E∗ = 3λ1/3/4 i ми
приходимо до результату варiацiйної задачi для осцилятора “x4”
з §46.

При великих значеннях квантового числа n

En =
3

4
31/3

(
2α~4

m2

)1/3

n4/3, n≫ 1.
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Таку ж залежнiсть дає i квазiкласичне наближення (див. Приклад
2 до §30), але з iншим числовим коефiцiєнтом: замiсть 34/3/4 =

1.081687 маємо [3
√
π Γ(3/4)/Γ(1/4)]

4/3
/2 = 1.092535. Зауважимо,

що оскiльки частота ω′ залежить вiд квантового числа n, то нашi
варiацiйнi хвильовi функцiї для рiзних n не є ортогональними мiж
собою. Тому й не дивно, що знайденi рiвнi енерґiї En є нижчими,
нiж точнi значення, якi дає квазiкласичне наближення для n≫ 1.

� � � � � �
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Рис. 50. Залежнiсть енерґiї E∗ вiд параметра ангармонiзму λ.

Величина E∗, тобто вiдношення En до енерґiї гармонiчного
осцилятора, є унiверсальною функцiєю параметра λ i повнiстю ви-
значає енерґетичний спектр ангармонiчного осцилятора: фiксую-
чи параметр ангармонiзму λ0 = 6α~/m2ω3 при заданому значеннi
квантового числа n, обчислюємо величину λ i ω′/ω, пiсля чого зна-
ходимо E∗ та En. Графiк залежностi E∗ вiд параметра λ подано
на рис. 50.

Функцiя E∗ визначає спектр енерґiй i для N -вимiрного ан-
гармонiчного осцилятора. Покажемо це. Для просторового осци-
лятора (див. §40) усереднення знерозмiреного оператора енерґiї
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радiального руху дає

2E

~ω
=

(
− d2

dρ2
+
l(l + 1)

ρ2
+ ρ2 +

2α

~ω

(
~

mω

)2

ρ4

)
,

ρ = r
√
mω/~, r — радiальна координата. Оскiльки усереднення,

яке ми позначили рискою, проводимо за хвильовими функцiями
гармонiчного осцилятора з невiдомою частотою ω′, то природно
перейти до нової змiнної ρ′ = r

√
mω′/~ = ρ

√
ω′/ω:

2E

~ω
=

ω′

ω

(
− d2

dρ2
+
l(l + 1)

ρ2

)
+
ω

ω′ ρ
2

+
( ω
ω′

)2 2α

~ω

(
~

mω

)2

ρ4,

штрих з нової змiнної опускаємо. Оскiльки, як ми знаємо, для
просторового гармонiчного осцилятора середнє

(
− d2

dρ2
+
l(l + 1)

ρ2
+ ρ2

)
= 2

(
2n+ l +

3

2

)
,

n = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число, то попереднє рiвняння
стає таким:

2E

~ω
=

ω′

ω

[
2

(
2n + l +

3

2

)
− ρ2

]
+
ω

ω′ ρ
2

+
( ω
ω′

)2 2α

~ω

(
~

mω

)2

ρ4.

Потрiбнi середнi ρ2, ρ4 легко розраховуємо, використовуючи ра-
дiальнi функцiї просторового гармонiчного осцилятора Rn,l(r) =

Cnρ
le−ρ2/2L̄

l+1/2
n (ρ2), Cn = (−)n(mω′/~)3/4

√
2n!/Γ(n+ l + 3/2) i

рекурентне спiввiдношення для узагальнених полiномiв Лаґерра:

ρ2L̄ν
n(ρ

2) = (2n+ ν + 1)L̄ν
n(ρ

2)− (n+ 1)L̄ν
n+1(ρ

2)

− (n+ ν)L̄ν
n−1(ρ

2),
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ν = l + 1/2. Помножимо це рiвняння на L̄ν
n(ρ

2) з ваговим мно-
жником C2

nρ
2le−ρ2 i проiнтеґруємо за r. У результатi з лiвого боку

маємо, за означенням, ρ2, а з правого, враховуючи ортонормова-
нiсть хвильових функцiй, залишається лише внесок вiд першого
доданка:

ρ2 =

(
2n+ l +

3

2

)
.

Пiдносимо тепер обидвi частини рекурентного спiввiдношення до
квадрата, множимо на той самий ваговий множник й iнтеґруємо.
Злiва матимемо, за означенням, ρ4, а з правого боку, внаслiдок
ортогональностi хвильових функцiй, усi перехреснi доданки зни-
кають, i з урахуванням сталих нормування отримуємо:

ρ4 = (2n+ ν + 1)2 + (n+ 1)2(Cn/Cn+1)
2

+ (n+ ν)2(Cn/Cn−1)
2,

або, пiдставляючи сюди величини Cn, дiстаємо

ρ4 = (2n + ν + 1)2 + (n+ 1)(n + ν + 1) + (n+ ν)n.

Тепер бачимо, що вираз для енерґiї, вiднесеної до енерґiї гар-
монiчного осцилятора ~ω(2n + l + 3/2), формально збiгається з
величиною E∗ для одновимiрного осцилятора з тим самим кубi-
чним рiвнянням на ω′/ω, але з iншим параметром

λ =
4α

~ω

(
~

mω

)2

ρ4
/
ρ2.

Перехiд до простору довiльної вимiрностi N здiйснюємо iз “за-
критими очима” простою замiною (див. §44) l на l + (N − 3)/2, i
остаточно рiвнi енерґiї N -вимiрного ангармонiчного осцилятора

En,l = ~ω

(
2n+ l +

N

2

)
E∗,
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причому вiдношення ω′/ω, яке входить до E∗, задається тим же
розв’язком кубiчного рiвняння, у якому тепер

λ =
4α

~ω

(
~

mω

)2

×(2n+ l +N/2)2 + (n+ 1)(n + l +N/2) + n(n+ l +N/2− 1)

2n + l +N/2
.

Отже, задаючи розмiрнiсть простору N , квантовi числа (n, l), зна-
ходимо λ, за яким визначаємо ω′/ω, i нарештi, E∗ та En,l.

При N → ∞ параметр λ = 2α~N/m2ω3 i енерґiя En,l/N =

~ωE∗/2 = 3~ωλ1/3/8 = 3(2α′~4/m2)/8, α′ = αN збiгається з то-
чним результатом для цiєї межi. Тому робимо висновок про те,
що чим бiльша вимiрнiсть системи, тим нашi результати ближчi
до точних.

Зробимо зауваження щодо розмiрностi простору N = 1. Па-
м’ятаємо (див. §44), що при переходi в N -вимiрному радiальному
рiвняннi до N = 1, ми матимемо при l = 0 парнi функцiї змiнної
x, а при l = 1 — непарнi. Тим самим звiдси вiдтворюємо одно-
вимiрнi розв’язки для всiх квантових чисел n. Легко бачити, що
одновимiрне λ при замiнi в ньому n на 2n збiгається, як i повинно
бути, з N -вимiрним λ при N = 1, l = 0, а при замiнi n на (2n+1)
також збiгається з N -вимiрним λ, коли N = 1, l = 1.

Насамкiнець пiдкреслимо, що важливiсть отриманого резуль-
тату є в тому, що знайдено достатньо добре наближення для рiв-
нiв енерґiї ангармонiчного осцилятора довiльної вимiрностi для
довiльних значень квантових чисел i без обмежень на параметр
ангармонiзму.

Читачевi, який “зустрiне” задачу, де, крiм четверного ангармо-
нiзму, наявний i кубiчний ∼ βx3, дамо пiдказку для її розв’язку.
Оскiльки положення рiвноваги в такiй системi змiщується з точки
x = 0 в деяку точку x = x0, то природно взяти пробну хвильо-
ву функцiю гармонiчного осцилятора залежною вiд x′ = x − x0.
Отже, матимемо два варiацiйнi параметри: частоту ω′ i коорди-
нату x0. Енерґiя дорiвнює потенцiальнiй енерґiї в точцi x0 плюс
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вираз, який ми мали вище для одновимiрного випадку iз замiною
частоти ω на ω[1 + 6x0(β + 2αx0)/mω

2]1/2. Мiнiмiзацiя її за x0
чисельними методами дає остаточний результат.

§ 55. Теорiя збурень, залежних вiд часу

Ми бачили, що для стацiонарних станiв, коли оператор Гамiль-
тона не залежить вiд часу, вдається знайти часову залежнiсть хви-
льових функцiй у явному виглядi. Якщо гамiльтонiан залежить
вiд часу, то знайти точний розв’язок рiвняння Шрединґера в за-
гальному випадку неможливо. Причому оскiльки енерґiя вже не
є iнтеґралом руху, то змiнюється й сама постановка задачi. Мова
вже не може йти про обчислення власних значень гамiльтонiана.
Отже, задача зводиться лише до знаходження хвильових функцiй
у будь-який момент часу t. Якщо в гамiльтонiанi Ĥ дослiджуваної
системи член V̂ = V̂ (t), залежний вiд часу t, є малим у порiвняннi
з визначальною частиною H0, то можна побудувати теорiю збу-
рень.

Нехай задана система з гамiльтонiаном Ĥ0, що не залежить
вiд часу. Розв’язок хвильового рiвняння Шрединґера нам уже вi-
домий — це стацiонарнi стани:

ψ(0)
n (q, t) = e−

i
~
E

(0)
n tψ(0)

n (q).

Рiвнi енерґiї E(0)
n та хвильовi функцiї ψ(0)

n (q) визначаємо з рiвня-
ння на власнi значення та власнi функцiї оператора Ĥ0:

Ĥ0ψ
(0)
n (q) = E(0)

n ψ(0)
n (q).

Нехай на систему накладається залежне вiд часу збурення V̂ (t),
так що повний гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t).

Цим збуренням може бути, наприклад, взаємодiя атома з електро-
магнiтним полем. Нашим завданням є знайти розв’язок нестацiо-
нарного рiвняння Шрединґера

i~
∂ψ(q, t)

∂t
= Ĥψ(q, t).
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Оскiльки система ψ(0)
n (q, t) є повною, то шукану хвильову фун-

кцiю ψ(q, t) розкладаємо в ряд:

ψ(q, t) =
∑

n

Cn(t)e
− i

~
E

(0)
n tψ(0)

n (q).

Коефiцiєнти розкладу очевидно залежать вiд часу. Для розв’язку
задачi потрiбно знайти рiвняння для них. Цейпiдхiд, що запро-
понував Дiрак, часто називають методом варiацiй сталих. Назва
походить вiд вiдомого методу з теорiї диференцiальних рiвнянь.

Пiдставимо цей розклад у рiвняння Шрединґера:
∑

n

{
i~Ċn(t) e

− i
~
E

(0)
n tψ(0)

n (q) + Cn(t)E
(0)
n e−

i
~
E

(0)
n tψ(0)

n (q)
}

=
∑

n

{
Cn(t) e

− i
~
E

(0)
n tĤ0ψ

(0)
n (q) + Cn(t) e

− i
~
E

(0)
n tV̂ (t)ψ(0)

n (q)
}
.

Крапкою над Cn(t) позначена похiдна за часом. Як бачимо, дру-
гий член у лiвiй частинi рiвняння скорочується з першим у правiй.
Помножимо обидвi частини рiвняння на ψ(0)∗

m (q) i проiнтеґруємо
за q:

∑

n

i~Ċn(t) e
− i

~
E

(0)
n tδmn =

∑

n

Cn(t) e
− i

~
E

(0)
n tVmn(t),

де матричний елемент оператора збурення

Vmn(t) = 〈m|V̂ (t)|n〉 =
∫
ψ(0)∗
m (q)V̂ (t)ψ(0)

n (q) dq.

Перепишемо наше рiвняння так:

i~Ċm(t) =
∑

n

Cn(t)Ṽmn(t),

Ṽmn(t) = eiωmntVmn(t),

де частоти

ωmn =
E

(0)
m − E

(0)
n

~
.
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Мiж iншим, величини Ṽmn(t) є нiчим iншим, як матричними
елементами оператора V̂ (t) у зображеннi взаємодiї, про яке йшла
мова в §19:

Ṽmn(t) = 〈m|e i
~
Ĥ0tV (t) e−

i
~
Ĥ0t|n〉.

Припустимо, що збурення вмикається в деякий момент часу
t = t0 i вимикається в момент t = t1. Спостережувальнi величини,
зрозумiло, залежатимуть лише вiд рiзницi τ = t1 − t0. Тобто кiн-
цевий ефект залежатиме вiд того, як довго дiє збурення, а не вiд
того, коли воно вмикається чи вимикається. Очевидно також, що
це не матиме мiсця у випадку, коли гамiльтонiан “нульової”, тобто
незбуреної, задачi залежить вiд часу. Тут важливо, у якому станi
систему “захопить” збурення. Але нас цей випадок не цiкавить,
оскiльки наш оператор Ĥ0 не залежить вiд часу.

Отже, приймаємо, що

V̂ (t) =





V̂ (t), t0 ≤ t ≤ t1,

0, t < t0, t > t1.

Таким чином, при t < t0 наша фiзична система перебуває в де-
якому початковому станi

ψ(q, t) = ψ
(0)
i (q, t),

i — номер стану, у якому пребуває система. А при t > t1

ψ(q, t) = ψ
(0)
f (q, t),

iндекс f — номер цього стану. Iндекси i та f скорочено познача-
ють сукупнiсть квантових чисел, що характеризують початковий
(initial) та кiнцевий (final) стани.

Тепер запитаймо: до якого ж кiнцевого стану f прийде система
пiд дiєю збурення V̂ (t) за час τ = t1 − t0, якщо вона стартувала з
початкового стану i? Знайдемо ймовiрнiсть такого переходу. Для
цього спочатку потрiбно знайти його амплiтуду ймовiрностi, тобто
коефiцiєнт Cf (t). Запишемо ряд теорiї збурень

Cn(t) = C(0)
n (t) + C(1)

n (t) + C(2)
n (t) + · · · .
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Ми вже не виписуємо явно бiля поправок C
(ν)
n (t) параметр вми-

кання взаємодiї λ, тримаючи його в пам’ятi. При вiдсутностi збу-
рення всi поправки, починаючи з першої, дорiвнюють нулевi,

C(ν)
n (t) = 0, ν = 1, 2, . . . ,

а нульове наближення, як i в стацiонарнiй теорiї збурень,

C(0)
n (t) = δni.

Прирiвнюючи злiва i справа в рiвняннi для Cn(t) множники при
однакових степенях параметра λ, отримуємо такий ланцюжок рiв-
нянь:

i~Ċ
(1)
m (t) =

∑
n C

(0)
n (t)Ṽmn(t),

i~Ċ
(2)
m (t) =

∑
n C

(1)
n (t)Ṽmn(t),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

З першого рiвняння

i~Ċ(1)
m (t) = Ṽmi(t)

маємо

C(1)
m (t) =

1

i~

∫ t

t0

Ṽmi(t
′) dt′.

Ми знайшли розв’язок задачi в першому наближеннi, а саме: ам-
плiтуда ймовiрностi того, що за час τ = t1 − t0 дiї збурення з мо-
менту t0 до t1 система перейшла зi стану i в стан f ,

C
(1)
f =

1

i~

∫ t1

t0

Ṽfi(t
′) dt′.

Вiдповiдно ймовiрнiсть такого переходу

Wi→f =
∣∣∣C(1)

f

∣∣∣
2

або в явнiй формi

Wi→f =

∣∣∣∣
1

i~

∫ t1

t0

Ṽfi(t
′) dt′

∣∣∣∣
2

.
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У бiльшостi задач, як правило, користуються саме цiєю формулою
першого наближення.

Перейдемо до обчислення вищих поправок. Маємо:

i~Ċ(2)
m (t) =

∑

n

Ṽmn(t)
1

i~

∫ t

t0

Ṽni(t
′′) dt′′.

Отже,

C(2)
m (t) =

∑

n

(
1

i~

)2 ∫ t

t0

dt′ Ṽmn(t
′)
∫ t′

t0

dt′′ Ṽni(t
′′).

Цей вираз можна записати ще й так:

C(2)
m (t) =

(
1

i~

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′〈m|Ṽ (t′)Ṽ (t′′)|i〉,

де оператор збурення у представленнi взаємодiї

Ṽ (t′) = e(i/~)Ĥ0t′ V̂ (t′)e−(i/~)Ĥ0t′ .

Бачимо, що друга поправка визначається матричним елементом
вiд добутку двох операторiв збурення в рiзнi моменти часу.

Так само легко знайти й наступнi поправки. Якщо їх додати,
то результат для Cf можна записати знову як матричний елемент
вiд оператора Ŝ = Ŝ(t, t0), що зображується рядом:

Ŝ(t1, t0) = 1 +
1

i~

∫ t1

t0

Ṽ (t′) dt′

+

(
1

i~

)2 ∫ t1

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′ Ṽ (t′)Ṽ (t′′) + · · · ,

Cf = 〈f |Ŝ(t1, t0)|i〉.

Ця, як її називають, Ŝ-матриця, або матриця розсiяння, вiдiграє
центральну роль у нерелятивiстськiй та релятивiстськiй теорiях
квантових переходiв.

Пiд термiном “квантовi переходи” ми розумiємо i переходи
в атомах, i розсiяння частинок на силових центрах, i зiткнення
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частинок, у результатi чого народжуються iншi частинки, тоб-
то явища, у яких вiдбуваються переходи з одного стану в iн-
ший8. Саме позначення цього оператора походить вiд англiйського
слова scattering або нiмецького Streuung. Вимiрювання ймовiрно-
стей у процесi зiткнень частинок наводить на думку, що саме Ŝ-
матриця є основною спостережуваною величиною, оскiльки через
її матричнi елементи розраховуються цi ймовiрностi. Iншими сло-
вами, теорiю можна будувати в термiнах Ŝ-матрицi без уведення
поняття взаємодiї чи поля, беручи до уваги як аксiоми умови при-
чинностi та iнварiантностi стосовно до перетворень Лоренца. Саме
з аналiзу того, що насправдi вимiрюється у фiзицi елементарних
частинок, В. Гайзенберґ i поклав початок цьому, так званому аксi-
оматичному пiдходовi у квантовiй теорiї.

§ 56. Iмовiрнiсть квантового переходу за одиницю часу

Важливою характеристикою квантових переходiв є їхняшвид-
кiсть. З уваги на це розрахуємо цю величину в простому випадку,
коли збурення протягом часу його дiї є сталим:

Ṽfi(t) = eiωfitVfi, t0 ≤ t ≤ t1,

Vfi не залежить вiд t. Отже, повна ймовiрнiсть переходу в першо-
му наближеннi теорiї збурень

Wi→f =
∣∣∣C(1)

f (t)
∣∣∣
2
=

∣∣∣∣
1

i~
Vfi

∫ t1

t0

eiωfit
′
dt′
∣∣∣∣
2

.

Iнтеґруючи, маємо

Wi→f =
|Vfi|2
~2

∣∣∣∣
eiωfit1 − eiωfit0

iωfi

∣∣∣∣
2

,

8Останнiм часом iнтенсивно дослiджують задачу про так звану квантову
брахiстохрону (див. також Приклад до §80), тобто при яких параметрах га-
мiльтонiана частинка перейде з початкового квантового стану у фiксований
кiнцевий стан за якомога менший час.
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або

Wi→f =
|Vfi|2
~2

∣∣∣∣eiωfit0
(eiωfiτ − 1)

iωfi

∣∣∣∣
2

=
|Vfi|2
~2

∣∣∣∣∣2e
iωfit0

eiωfiτ/2

ωfi
sin

ωfiτ

2

∣∣∣∣∣

2

= 4
|Vfi|2
~2

sin2[(ωfiτ)/2]

ω2
fi

.

Пiдрахуємо ймовiрнiсть переходу, коли τ → ∞, а фактично
це означає, що ωfiτ ≫ 1, причому |Vfi/~ωfi| ≪ 1, оскiльки
ми працюємо в межах теорiї збурень. Тепер дивимось на вираз

sin2
ωfiτ
2

/(ωfi

2

)2
як на одне з представлень δ-функцiї (див. §5):

lim
τ→∞

sin2
ωfiτ
2

τ
(ωfi

2

)2 =πδ
(ωfi

2

)
.

Зрозумiло, що такий перехiд має змiст лише для неперервного
квантового числа f . Отже, при великих значеннях τ

Wi→f =
|Vfi|2
~2

τπδ
(ωfi

2

)
.

Зазначимо, що ця величина пов’язана з ймовiрнiстю переходу на
одиничний iнтервал квантового числа f , а швидкiсть квантових
переходiв

wi→f =
dWi→f

dτ

дорiвнює

wi→f =
|Vfi|2
~2

πδ
(ωfi

2

)
.

Беручи до уваги властивiсть δ-функцiї,

δ
(ωfi

2

)
= δ


E

(0)
f − E

(0)
i

2~


 = 2~ δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

)
,
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остаточно знаходимо

wi→f =
2π

~
|Vfi|2 δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

)
.

Дельта-функцiя в цьому виразi забезпечує виконання закону збе-
реження енерґiї при квантових переходах. Розмiрнiсть цiєї вели-
чини, означеної як iмовiрнiсть переходу за одиницю часу, є обер-
неною до часу.

Оскiльки кiнцевий стан характеризується неперервним кван-
товим числом f , то швидкiсть переходу з початкового стану в
будь-який кiнцевий отримуємо iнтеґруванням за всiма значення-
ми f :

w =
2π

~

∫
|Vfi|2δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

)
df

=
2π

~

∫
|Vfi|2δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

) df

dE
(0)
f

dE
(0)
f .

Уведемо величину
ρf (E

(0)
f ) =

df

dE
(0)
f

,

яку назвемо густиною кiнцевих станiв i яка дорiвнює кiлькостi
станiв на одиничний iнтервал енерґiї. Тепер iнтеґрування легко
виконати:

w =
2π

~
ρf (E

(0)
i )|Vfi|2.

Таким чином, iнтенсивнiсть квантових переходiв визначається ве-
личиною квадрата матричного елемента оператора збурення та
густиною кiнцевих станiв при початковiй енерґiї. Ця формула вi-
дома як золоте правило Фермi9.

9Енрiко Фермi (1901–1954) — iталiйський фiзик, у 1942 роцi побудував
перший ядерний реактор у лабораторiї Чиказького унiверситету, брав участь
у створеннi та випробовуваннi американської атомної бомби. Лауреат Нобе-
лiвської премiї 1938 року за вiдкриття штучної радiоактивностi, спричиненої
бомбардуванням повiльними нейтронами.
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Обчислимо ймовiрнiсть квантового переходу за одиницю часу
в другому наближеннi, беручи до уваги, що в нашому випадку
поправка

C
(2)
f =

(
1

i~

)2∑

f ′
Vff ′Vf ′i

t1∫

t0

dt′ eiωff ′ t
′

t′∫

t0

dt′′ eiωf ′it
′′

=

(
1

i~

)2∑

f ′
Vff ′Vf ′i

t1∫

t0

dt′eiωff ′ t
′

×e
iωf ′it

′ − eiωf ′it0

iωf ′i
=

(
1

i~

)2∑

f ′

Vff ′Vf ′i

iωf ′i

×
(
eiωfit1 − eiωfit0

iωfi
− eiωf ′it0

eiωff ′ t1 − eiωff ′ t0

iωff ′

)

=

(
1

i~

)2

eiωfit0
∑

f ′

Vff ′Vf ′i

iωf ′i

(
eiωfiτ − 1

iωfi
− eiωff ′τ − 1

iωff ′

)
,

ми скористались тим, що ωff ′ + ωf ′i = ωfi. Зауважимо, що в сумi
за f ′ доданок з f ′ = i не дає внеску i тому далi його не враховуємо.
Тепер

C
(1)
f + C

(2)
f =

eiωfit0

i~

[
eiωfiτ − 1

iωfi

(
Vfi +

∑

f ′

(f ′ 6=i)

Vff ′Vf ′i

~ωif ′

)

+
∑

f ′

(f ′ 6=i)

Vff ′Vf ′i

~ωf ′i

eiωff ′τ − 1

iωff ′

]
.

Часовий множник у першому доданку у квадратних дужках збiга-
ється з тим, що ми мали в першому наближеннi, i отже при τ → ∞
вiн дає в iмовiрнiсть переходу лiнiйний внесок за τ . Другий дода-
нок у квадратних дужках при τ → ∞, внаслiдок пiдсумовування
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за iндексом промiжного стану f ′ (а практично мова йде, як прави-
ло, про iнтеґрування), дає скiнченну величину10. Тому його вне-
сок у швидкiсть квантових переходiв при τ → ∞ дорiвнює нулевi.
Таким чином, отримуємо простий результат: ймовiрнiсть кванто-
вого переходу в другому наближеннi дорiвнює виразу, який ми
знайшли в першому наближеннi, якщо в ньому матричний еле-
мент Vfi замiнити на круглу дужку в попереднiй формулi. От-
же, остаточно ймовiрнiсть квантового переходу за одиницю часу
в другому наближеннi:

wi→f =
2π

~

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Vfi +

∑

f ′

(f ′ 6=i)

Vff ′Vf ′i

E
(0)
i − E

(0)
f ′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

δ
(
E

(0)
f − E

(0)
i

)
.

Урахування другого доданка пiд знаком модуля в цiй формулi
важливе, наприклад, при дослiдженнi процесiв розсiяння свiтла в
речовинi (двофотоннi переходи), коли вiн є одного порядку вели-
чини з першим11.

§ 57. Розсiяння нейтронiв у конденсованих тiлах

Як приклад застосування нестацiонарної теорiї збурень дослi-
димо проблему розсiяння нейтронiв у речовинi. Будемо вважа-
ти, що стан речовини при проходженнi нейтрона не змiнюється.
Iнакше кажучи, розглядаємо пружне розсiяння, коли нейтрон не

10Для iлюстрацiї сказаного розгляньмо простий приклад, вiдштовхуючись
вiд якого, можна зробити i детальнiший аналiз (f(ω) — хороша функцiя):∫ ∞

−∞
dω f(ω)

eiωτ − 1

iω
=

∫ ∞

−∞
dx f(x/τ )

eix − 1

ix

=
τ→∞

f(0)

∫ ∞

−∞
dx

eix − 1

ix
= f(0)

[ ∫ ∞

−∞

cosx− 1

ix
dx

+

∫ ∞

−∞

sin x

x
dx

]
= f(0)

∫ ∞

−∞

sin x

x
dx = πf(0).

11Див. I. О. Вакарчук. Теорiя зоряних спектрiв. Львiв: Львiвський нацiо-
нальний унiверситет iменi Iвана Франка, 2002.
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втрачає своєї енерґiї. Стан нейтрона до розсiяння характеризує-
ться хвильовим вектором k, а початкова хвильова функцiя є пло-
скою хвилею:

ψ
(0)
i = |i〉 = 1√

V
eikr.

Пiсля розсiяння маємо знову вiльний нейтрон, але зi змiненим за
напрямком хвильовим вектором k′ i хвильовою функцiєю

ψ
(0)
f = |f〉 = 1√

V
eik

′r.

Оскiльки розсiяння пружне, то |k′| = |k|. Iмовiрнiсть такого пере-
ходу за одиницю часу

wi→f =
2π

~
|〈k′|V̂ |k〉|2δ

(
~2k

′2

2m
− ~2k2

2m

)
,

де

V̂ =
N∑

j=1

Φ(|r−Rj |)

— енерґiя сильної взаємодiї нейтрона з ядрами атомiв середовища,
у якому вiдбувається розсiяння. Радiус-вектор Rj задає положе-
ння j-го ядра. Матричний елемент

〈k′|V̂ |k〉 =

∫
e−ik′r
√
V

N∑

j=1

Φ(|r−Rj |)
eikr√
V
dr

=
1

V

N∑

j=1

e−iqRj

∫
e−iq(r−Rj)Φ(|r−Rj |) dr,

де ми ввели вектор

q = k′ − k,

який називають iмпульсом передачi. Iнтеґрал не залежить вiд Rj ,
i матричний елемент

〈k′|V̂ |k〉 =
√
N

V
νqρq,
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де коефiцiєнт Фур’є енерґiї взаємодiї

νq =

∫
e−iqRΦ(R) dR,

а величина

ρq =
1√
N

N∑

j=1

e−iqRj

має змiст коефiцiєнта Фур’є флюктуацiї числа атомiв середовища.
Таким чином,

wi→f =
2π

~

N

V 2
|νq|2|ρq|2δ

(
~2k

′2

2m
− ~2k2

2m

)
.

Пiдрахуємо повну ймовiрнiсть розсiяння у всiх напрямках:

w =
∑

k′
wi→f =

V

(2π)3

∫
dk′wi→f =

V

(2π)3

∫
dΩ

∫
k

′2 dk′ wi→f .

Ми перейшли до сферичної системи координат, причому dΩ є еле-
ментом тiлесного кута, у якому розсiюється нейтрон.

Уведемо перерiз розсiяння як вiдношення величини w до по-
чаткової густини потоку налiтаючого нейтрона:

σ = w

/(
~k

m
× 1

V

)
,

σ =
mV

~k

V

(2π)3

∫
dΩ

∫
k

′2 2π

~

N

V 2
|νq|2|ρq|2

× δ

(
~2k

′2

2m
− ~2k2

2m

)
dk′.

Використаємо властивiсть δ-функцiї:

δ

(
~2k

′2

2m
− ~2k2

2m

)
=
δ(k′ − k)

~2k/m
.
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Тепер iнтеґрал легко беремо, i для диференцiального перерiзу роз-
сiяння остаточно знаходимо:

dσ

dΩ
=
(mνq
2π~2

)2
NSq,

тут

Sq = |ρq|2

є структурним фактором конденсованого тiла, причому

q = |k′ − k| =
√

k′2 − 2kk′ + k2 = 2k sin
θ

2
,

де кут розсiяння θ = k̂k′.
Якщо нейтрон розсiється на одному атомi, то N = 1, Sq = 1 i

диференцiальний перерiз

dσ

dΩ
=
(mνq
2π~2

)2
.

Iнтенсивнiсть розсiяння на N невзаємодiючих центрах є дифе-
ренцiальним перерiзом розсiяння на одному центрi, збiльшеним в
N разiв:

I0q = N
(mνq
2π~2

)2
.

Таким чином, вiдношення iнтенсивностi розсiяння в конденсова-
ному тiлi на взаємодiючих атомах до I0q дорiвнює структурному
факторовi:

Iq
I0q

= Sq.

Це дозволяє визначати в дифракцiйних експериментах структу-
ру речовини. На рис. 51 зображений структурний фактор рiдкого
4He, отриманий у дослiдах з розсiяння нейтронiв та рентґенiв-
ських променiв.

Ми говорили весь час про розсiяння нейтронiв, однак резуль-
тат залишається тим самим, якщо розсiюються будь-якi частинки:
електрони, α-частинки, фотони i т. д. Мiж iншим, звiдси отриму-
ємо i формулу Резерфорда для перерiзу розсiяння α-частинок на
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Рис. 51. Структурний фактор рiдкого 4He при T = 0◦ K.

атомних ядрах. Справдi, α-частинка взаємодiє з ядром за зако-
ном Кулона, νq = 4πe2ZαZ/q

2, де Z — заряд ядра, Zα = 2 —
заряд α-частинки:

dσ

dΩ
=

(
4me2Z

p2

)2

,

p = ~q

— формула Резерфорда.

§ 58. Квантовi переходи пiд дiєю раптових збурень

Цiкавими є задачi, коли збурення дiє раптово, тобто змiна
гамiльтонiана вiдбувається за час τ < 1/ωfi. Як приклад такої
раптової змiни можна навести змiну заряду атомного ядра при
β-розпадi. Час проходження β-частинки через оболонку ядра ато-
ма є малим у порiвняннi з перiодом обертання електрона навколо
ядра, так що змiну заряду можна вважати миттєвою.
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Хвильова функцiя системи ψ(0)
i при таких раптових змiнах “не

встигає” змiнитись, але вона не є власною функцiєю нового га-
мiльтонiана. Отже, стан ψ

(0)
i уже не є стацiонарним. Перехiд у

стацiонарний стан ψf з новим гамiльтонiаном розраховуємо за за-
гальним правилом, що випливає з принципу суперпозицiї. Розкла-
даємо хвильову функцiю ψ

(0)
i у ряд за повною системою власних

функцiй нового гамiльтонiана

ψ
(0)
i =

∑

f

Cfiψf .

Коефiцiєнти розкладу

Cfi =

∫
ψ∗
f (q)ψ

(0)
i (q) dq,

згiдно з принципом суперпозицiї, i визначають шукану ймовiр-
нiсть такого переходу |Cfi|2 =Wi→f :

Wi→f =

∣∣∣∣
∫
ψ∗
f (q)ψ

(0)
i (q) dq

∣∣∣∣
2

.

Як приклад розрахуємо ймовiрнiсть того, що лiнiйний гармо-
нiчний осцилятор залишиться в основному станi, якщо раптове
збурення змiнює його масу i частоту: m,ω → m′, ω′. Маємо

W0→0′ = |〈0|0′〉|2,
де хвильовi функцiї

〈x|0〉 =
(mω
π~

)1/4
e−mωx2/2~,

〈x|0′〉 =
(
m′ω′

π~

)1/4

e−m′ω′x2/2~.

Рахуємо матричний елемент:

W0→0′ =

∣∣∣∣∣
(mω
π~

)1/4(m′ω′

π~

)1/4∫ ∞

−∞
exp

[
−x

2

2

(
m′ω′

~
+
mω

~

)]
dx

∣∣∣∣∣

2

=

∣∣∣∣∣
(mω
π~

)1/4(m′ω′

π~

)1/4
√

2π~

m′ω′ +mω

∣∣∣∣∣

2

.
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Остаточно

W0→0′ =

√
mω

m′ω′
2

1 + mω
m′ω′

.

Зрозумiло, що при mω = m′ω′, iмовiрнiсть W0→0′ = 1.
Аналогiчно легко показати, що при β-розпадi атома водню з

масовим числом 3 i перетворення його в йон гелiю, iмовiрнiсть
залишитись електрону в основному 1s-станi дорiвнює [4ZZ ′/(Z +
Z ′)2]3 ≃ 0.702332, де Z = 1, Z ′ = 2 — заряди ядра до i пiсля
розпаду.



ГЛА ВА IX

ВЗАЄМОДIЯ АТОМА З ЕЛЕКТРОМАГНIТНИМ ПОЛЕМ

§ 59. Квантування вiльного електромагнiтного поля

Для послiдовного квантовомеханiчного опису явищ, якi спо-
стерiгаються при взаємодiї атома речовини з електромагнiтним
полем, нам необхiдно провести квантування поля. Нагадаємо,
що першопоштовхом до створення самої квантової теорiї став по-
стулат Планка про квантування енерґiї електромагнiтного поля.
Важливим є також i те, що в результатi побудови квантової теорiї
електромагнiтного поля узагальнювались iдеї й поняття, потрi-
бнi для створення квантової теорiї поля як фундаменту фiзики
елементарних частинок.

Будемо виходити з класичного опису електромагнiтного по-
ля i представимо його у виглядi набору гармонiчних осциляторiв.
Далi за звичайною схемою квантової механiки здiйснимо перехiд
вiд класичних осциляторiв до квантових. Тим самим ми будемо
розглядати електромагнiтне поле як сукупнiсть квантових осци-
ляторiв. Задача полягає в знаходженнi явного вигляду операто-
рiв фiзичних величин поля (гамiльтонiан, векторний потенцiал,
напруженостi електричного й магнiтного полiв), обчисленнi його
енерґетичних рiвнiв та хвильових функцiй. Це також дасть змогу
ввести поняття фотона.

Для виконання цiєї програми дiємо таким чином. При вiдсу-
тностi зарядiв i струмiв, тобто для вiльного електромагнiтного
поля, його скалярний потенцiал можна вибрати рiвним нулевi.
Векторний потенцiал A = A(r, t) як функцiя просторових коор-
динат r i часу t задовольняє умову поперечностi поля

divA = 0.
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Напруженостi електричного та магнiтного полiв

E = −1

c
Ȧ, H = rotA.

Рiвняння Максвелла зводиться до хвильового рiвняння

1

c2
Ä−∇2A = 0.

Будемо розглядати поле в скiнченнiй областi об’єму V , яка має
форму куба з ребром L, V = L3. Розкладаємо векторний потен-
цiал A в ряд Фур’є, накладаючи граничнi умови перiодичностi:

A =

√
4πc2

V

∑

k

(ake
ikr + a∗ke

−ikr).

Такий запис ряду Фур’є пiдкреслює, що A — величина дiйсна,
A∗ = A; множник перед сумою введений для зручностi.

З умови поперечностi поля випливає, що комплекснi вектори
ak є ортогональними до хвильового вектора k:

(k ak) = 0.

Iз хвильового рiвняння отримуємо рiвняння гармонiчного осциля-
тора для ak:

1

c2
äk + k2ak = 0.

У зв’язку з цим коефiцiєнти ak мають гармонiчну залежнiсть вiд
часу з частотою ωk = kc,

ak ∼ e−iωkt.

Для ak у показнику експоненти фiксуємо знак “−”, тодi для a∗k
матимемо знак “+”.

У зв’язку з цим зробимо зауваження для допитливих. Загалом
кажучи, ми повиннi взяти для ak та a∗k лiнiйну комбiнацiю гар-
монiк iз додатними та вiд’ємними частотами. Однак остаточний
результат залишиться тим самим, якщо пiд знаком суми за k в до-
данках iз додатною частотою для ak та вiд’ємною частотою для
a∗k замiнити k на −k i провести простi перепозначення.
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Обчислимо повну енерґiю в об’ємi V :

E =
1

8π

∫
(E2 +H

2) dr =
1

8π

∫ (
1

c2
Ȧ2 + [∇A]2

)
dr.

Пiдставляючи у вираз для E розклад потенцiалу A, запишемо
енерґiю поля через величини ak та a∗k. При цьому двократне пiд-
сумовування за хвильовими векторами, що виникає у виразi для E
внаслiдок його квадратичної форми за A, зводиться пiсля iнтеґру-
вання за просторовими змiнними з використанням iнтеґрального
представлення символу Кронекера

δk,k′ =
1

V

∫
eir(k−k′)dr

до однократного:

E =
c2

2

∑

k

{
1

c2
ȧkȧ−k +

2

c2
ȧkȧ

∗
k +

1

c2
ȧ∗kȧ

∗
−k

+ ([k ak][k a−k]) + 2([k ak][k a∗k]) + ([k a∗k][k a∗−k])

}
.

Далi, використовуючи рiвностi

ȧk = −iωkak, ȧ∗k = iωka
∗
k,

що випливають iз часової залежностi величини ak, розписуємо
доданки з векторними добутками. Наприклад,

([k ak][k a−k]) = ([ak[k a−k]]k) = k2aka−k,

де враховано умову поперечностi. У результатi отримуємо, що
перший i четвертий та третiй й останнiй доданки у виразi для
E скорочуються, а решта дають

E = 2
∑

k

ω2
k|ak|2.

Перейдемо тепер вiд комплексних величин ak, a∗k до дiйсних

Qk = ak + a∗k, Q̇k = iωk(a
∗
k − ak).
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Оберненi рiвностi:

ak =
1

2

(
Qk − Q̇k

iωk

)
, a∗k =

1

2

(
Qk +

Q̇k

iωk

)
.

У нових величинах повна енерґiя поля

E =
1

2

∑

k

(Q̇2
k + ω2

kQk
2).

Унаслiдок поперечностi поля вектор ak є перпендикулярним
до хвильового вектора k, тобто вектори ak, а також Qk лежать у
площинi, перпендикулярнiй до k. Тому в цiй площинi Qk має двi
компоненти Qk,1 та Qk,2:

Qk =
∑

α=1,2

ek,αQk,α,

де ek,α — одиничний вектор поляризацiї,

ek,αek,α′ = δαα′ .

Наприклад, якщо напрямок хвильового вектора k вибрати
уздовж осi z у декартовiй системi координат, а одиничнi вектори
ek,1 та ek,2 вiдповiдно матимуть напрямок осей x та y, то гово-
рять про лiнiйну поляризацiю вздовж цих осей. Якщо складова
вектора поляризацiї вздовж осi x дорiвнюватиме 1/

√
2, а вздовж

осi y — (±i/
√
2), то говорять про кругову поляризацiю.

З урахуванням цього повна енерґiя електромагнiтного поля
набирає вигляду (тут i далi α набуває значення 1, 2):

E =
1

2

∑

α

∑

k

(Q̇2
k,α + ω2

kQ
2
k,α).

Цей вираз є не що iнше, як сума енерґiй сукупностi незале-
жних гармонiчних осциляторiв з узагальненими координатами
Qk,α i масами m = 1. Це дозволяє нам iнтерпретувати поле як
сукупнiсть гармонiчних осциляторiв, причому кожну гармонiку
поля з хвильовим вектором k, частотою ωk = kc i поляризацiєю
α зiставляємо з лiнiйним гармонiчним осцилятором. Процедуру,
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яку ми провели вище, називають розкладом поля на гармонiчнi
осцилятори.

Досi ми мали класичний опис. З метою квантування поля пе-
рейдемо вiд енерґiї до функцiї Гамiльтона, увiвши узагальненi iм-
пульси Pk,α:

E =
1

2

∑

α

∑

k

(P 2
k,α + ω2

kQ
2
k,α),

Pk,α = Q̇k,α.

Тепер рiвняння поля набувають вигляду канонiчних рiвнянь Га-
мiльтона в класичнiй механiцi:

Q̇k,α =
∂H

∂Pk,α
, Ṗk,α = − ∂H

∂Qk,α
.

Справдi, перше рiвняння зводиться до введеного означення уза-
гальненого iмпульсу, а друге рiвняння дає

Ṗk,α = −ω2
kQk,α,

або

Q̈k,α + ω2
kQk,α = 0.

Якщо нагадати зв’язок вектора Qk з ak, то ми знову дiстанемо
звiдси рiвняння для ak, яке є хвильовим рiвнянням для векторно-
го потенцiалу A i до якого зводяться в нашому випадку рiвняння
Максвелла.

Iз класичної електродинамiки ми знаємо, що електромагнiтне
поле має iмпульс

P =
1

4πc

∫
[EH] dr.

Використовуючи розклади в ряди Фур’є класичних виразiв для E

та H, отриманих з їх означення через векторний потенцiал A,

E =

√
4πc2

V

∑

k

iωk

c

(
ake

ikr − ak
∗e−ikr

)
,
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H =

√
4πc2

V

∑

k

(
i[kak]e

ikr − i[kak
∗]e−ikr

)
,

знаходимо, що

P = 2
∑

k

kωk|ak|2 =
1

2

∑

k

∑

α

k

ωk

(
P 2
k,α + ω2

kQ
2
k,α

)
.

Тепер за загальною схемою квантової механiки вводимо вiдпо-
вiднi оператори. Оператор Гамiльтона

Ĥ =
1

2

∑

α

∑

k

(P̂ 2
k,α + ω2

kQ̂
2
k,α),

а канонiчно спряженi координати та iмпульси замiнюємо опера-
торами, пiдкоряючи їх вiдомим комутацiйним спiввiдношенням

Q̂k,αP̂k′,α′ − P̂k′,α′Q̂k,α = i~δkk′δαα′ .

Знаходження власних функцiй та власних значень гамiльтонi-
ана Ĥ, що визначають квантовий стан поля та його енерґетичнi
рiвнi, — задача нескладна, оскiльки вона зводиться до осцилятор-
ної. Власнi функцiї

Ψ...,Nk,α,... ≡ | . . . , Nk,α, . . .〉 =
∏

k

∏

α

|Nk,α〉,

де |Nk,α〉 — хвильова функцiя лiнiйного гармонiчного осцилятора
з квантовим числом Nk,α = 0, 1, 2, . . .. Енерґетичнi рiвнi

E...,Nk,α,... =
∑

k

∑

α

~ωk

(
Nk,α +

1

2

)
.

Оператор iмпульсу поля

P̂ =
1

2

∑

k

∑

α

k

ωk

(
P̂ 2
k,α + ω2

kQ̂
2
k,α

)
,

а його власнi значення

P =
∑

k

∑

α

~k

(
Nk,α +

1

2

)
.
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Оскiльки пiдсумовування за k в доданку з 1/2 в круглих дужках
дає нульовий результат, то власнi значення оператора iмпульсу
електромагнiтного поля

P =
∑

k

∑

α

~kNk,α.

Отже, стан електромагнiтного поля визначається набором
квантових чисел {. . . , Nk,α, . . .}, якi в свою чергу визначають но-
мери збуджених станiв осциляторiв. Основний (вакуумний) стан
поля — це стан, для якого всi квантовi числа Nk,α = 0:

E0 = E...,0,... =
∑

k

∑

α

~ωk/2.

Якщо один з осциляторiв iз хвильовим вектором k i поляриза-
цiєю α перебуває в першому збудженому станi Nk,α = 1, а решта
— в основному, то енерґiя поля дорiвнює E0 + ~ωk. Перехiд по-
ля в такий збуджений стан можна iнтерпретувати як виникнення
кванта електромагнiтного поля — фотона, енерґiя якого дорiв-
нює ~ωk, iмпульс — ~k, хвильовий вектор — k, поляризацiя — α.
Збiльшення значення числа Nk,α означає народження нових фо-
тонiв цього ж “сорту”. Отже, число Nk,α — це є кiлькiсть фотонiв
iз частотою ωk = kc, iмпульсом ~k, напрямком поширення k/k i
поляризацiєю α. Поняття кванта поля як частинки вперше ввiв
А.Айнштайн у 1905 роцi в роботi з фотоефекту, де вiн застосу-
вав до пояснення цього явища квантову гiпотезу М.Планка. У
цiй роботi припускається, що квантування енерґiї вiдбувається не
тiльки в актах поглинання та випромiнювання свiтла чорним тi-
лом, а й те, що квантовi властивостi притаманнi самому свiтлу.
Сама назва “фотон”, як уже зазначалось, виникла пiзнiше, у 1926
роцi: її ввiв у вжиток американський фiзико–хiмiк Г.Н.Льюїс.

У зв’язку з iнтерпретацiєю поля як сукупностi фотонiв, зру-
чно, замiсть операторiв Q̂k,α, P̂k,α, ввести їхнi лiнiйнi комбiнацiї
— так званi оператори породження та знищення фотонiв. Цi опе-
ратори добре вiдомi нам iз задачi про лiнiйний гармонiчний осци-
лятор. Аналогiчно введемо оператори породження B̂+

k,α i знищен-

ня B̂k,α в теорiї електромагнiтного поля та перепишемо наведенi
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вище формули з урахуванням того, що ми маємо не один, а суку-
пнiсть незалежних осциляторiв. Отже,

B̂k,α =

√
ωk

2~

(
Q̂k,α − P̂k,α

iωk

)
,

B̂+
k,α =

√
ωk

2~

(
Q̂k,α +

P̂k,α

iωk

)
.

Оберненi рiвностi:

Q̂k,α =

√
~

2ωk

(
B̂+

k,α + B̂k,α

)
,

P̂k,α = i

√
~ωk

2

(
B̂+

k,α − B̂k,α

)
.

Комутацiйнi спiввiдношення:

B̂k,αB̂
+
k′,α′ − B̂+

k′,α′B̂k,α = δkk′δαα′ ,

B̂k,αB̂k′,α′ − B̂k′,α′B̂k,α = 0,

B̂+
k,αB̂

+
k′,α′ − B̂+

k′,α′B̂
+
k,α = 0.

Гамiльтонiан поля

Ĥ =
∑

α

∑

k

~ωk

(
B̂+

k,αB̂k,α +
1

2

)
,

оператор iмпульсу поля

P̂ =
∑

α

∑

k

~kB̂+
k,αB̂k,α.

Дiї операторiв B̂k,α i B̂+
k,α на стан поля такi:

B̂k,αΨ...,Nk,α,... =
√
Nk,αΨ...,Nk,α−1,... ,

B̂+
k,αΨ...,Nk,α,... =

√
Nk,α + 1Ψ...,Nk,α+1,...
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— звiдси очевидна iнтерпретацiя цих операторiв як операторiв
знищення та породження фотонiв iз квантовими числами k, α.
Оператор

N̂k,α = B̂+
k,αB̂k,α

називають оператором числа фотонiв, оскiльки його власнi зна-
чення дорiвнюють числу фотонiв:

N̂k,αΨ...,Nk,α,... = Nk,αΨ...,Nk,α,....

Вакуумний стан поля визначається рiвнянням

B̂k,αΨ...,Nk,α,... = 0

для всiх значень k та α.
Перейдемо тепер до визначення iнших операторiв фiзичних

величин, що характеризують поле. Почнемо з векторного потен-
цiалу. Для знаходження вiдповiдного йому оператора необхiдно
коефiцiєнти ak та a∗k в розкладi Фур’є для A замiнити операто-
рами. Оскiльки

ak =
1

2

∑

α

ek,α

(
Qk,α − Pk,α

iωk

)
,

a∗k =
1

2

∑

α

ek,α

(
Qk,α +

Pk,α

iωk

)
,

то квантування здiйснюємо замiною координат та iмпульсiв опе-
раторами. З урахуванням означення операторiв породження i зни-
щення для квантування слiд виконати такi змiни:

ak →
∑

α

ek,α

√
~

2ωk
B̂k,α,

a∗k →
∑

α

ek,α

√
~

2ωk
B̂+

k,α.
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Таким чином, оператор векторного потенцiалу

Â =
∑

k

∑

α

√
2πc2~

V ωk
ek,α

(
eikr B̂k,α + e−ikr B̂+

k,α

)
.

Оператори напруженостей електричного та магнiтного полiв
отримуємо елементарно з наведених вище розкладiв для класи-
чних величин E та H:

Ê = i
∑

k

∑

α

√
2π~ωk

V
ek,α

(
eikrB̂k,α − e−ikrB̂+

k,α

)
,

Ĥ = i
∑

k

∑

α

√
2πc2~

V ωk
[kek,α]

(
eikrB̂k,α − e−ikrB̂+

k,α

)
.

Ми провели квантування вiльного електромагнiтного поля:
знайшли вигляд операторiв поля (гамiльтонiана, повного iмпуль-
су, векторного потенцiалу, напруженостей електричного та магнi-
тного полiв), визначили енерґетичнi рiвнi поля. Математичний
апарат операторiв породження i знищення є адекватним щодо мо-
делi електромагнiтного поля як сукупностi фотонiв.

Зупинимось на питаннi, вiд яких змiнних може залежа-
ти амплiтуда стану електромагнiтного поля Ψ...,Nk,α,.... У ро-
лi таких змiнних можна вибрати сукупнiсть узагальнених ко-
ординат {. . . , Qk,α, . . .} або сукупнiсть узагальнених iмпульсiв
{. . . , Pk,α, . . .}. Зрозумiло, що нiчого спiльного з координатами
чи iмпульсами фотонiв цi величини не мають. У цьому випад-
ку ми будемо мати Ψ...,Nk,α,... як добуток звичайних осциляторних
хвильових функцiй у координатному чи iмпульсному зображен-
нi для рiзних k, α. Хвильовi функцiї Ψ...,Nk,α,... = Ψ(. . . , Qk,α, . . .)
мають змiст амплiтуди ймовiрностi того, що координати кванто-
вих осциляторiв, якi моделюють поле, знаходяться в околi “точки”
{. . . , Qk,α, . . .}.

Змiнними, вiд яких залежить вектор стану, можуть бути й чи-
сла заповнення {. . . , Nk,α, . . .}, коли говорять про власне пред-
ставлення.
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Змiнним {. . . , Qk,α, . . .} та {. . . , Pk,α, . . .} важко надати якогось
змiсту як спостережуваним величинам. Однак для них, очевидно,
iснує спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа

〈(∆̂Qk,α)
2〉〈(∆̂P k,α)

2〉 ≥ ~2

4
.

Якщо в цьому спiввiдношеннi вибрати стан, за яким вiдбувається
усереднення, як власний стан оператора Ĥ, а отже, i N̂k,α, то ми
отримуємо тривiальний результат. Справдi,

〈Q̂k,α〉 =
√

~

2ωk
〈. . . , Nk,α, . . .|B̂+

k,α + B̂k,α|. . . , Nk,α, . . .〉 = 0,

〈P̂k,α〉 = i

√
~ωk

2
〈. . . , Nk,α, . . .|B̂+

k,α − B̂k,α|. . . , Nk,α, . . .〉 = 0,

а

〈(∆̂Qk,α)
2〉 = ~

2ωk
〈. . . , Nk,α, . . .|(B̂+

k,α + B̂k,α)
2|. . . , Nk,α, . . .〉

=
~

2ωk
〈. . . , Nk,α, . . .|B̂+

k,αB̂k,α + B̂k,αB̂
+
k,α| . . . , Nk,α, . . .〉

=
~

2ωk
(2Nk,α + 1),

〈(∆̂P k,α)
2〉 = −~ωk

2
〈. . . , Nk,α, . . .|(B̂+

k,α − B̂k,α)
2|. . . , Nk,α, . . .〉

=
~ωk

2
〈. . . , Nk,α, . . .|B̂+

k,αB̂k,α + B̂k,αB̂
+
k,α| . . . , Nk,α, . . .〉

=
~ωk

2
(2Nk,α + 1).

Спiввiдношення невизначеностей набуває вигляду:
(
Nk,α +

1

2

)2

≥ 1

4
,
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або

Nk,α (Nk,α + 1) ≥ 0,

що очевидно.
Для опису поля можна використовувати хвильовi пакети, якi

зображують стан iз мiнiмальною невизначенiстю:

〈(∆̂Qk,α)
2〉〈(∆̂P k,α)

2〉 = ~2

4
.

У “координатному” Qk,α-зображеннi хвильовий пакет для певної
моди

ψ ∼ e−Q2
k,α/4〈(∆Qk,α)

2〉.

У когерентному станi (див. §11) для осцилятора дисперсiя
〈(∆̂Qk,α)

2〉 = ~/2ωk. Однак можна створити такi стани поля,
у яких дисперсiя є малою:

〈(∆̂Qk,α)
2〉 < ~/2ωk.

З огляду на це їх називають стиснутими станами. Вiдповiдно го-
ворять про стиснуте свiтло, стиснутий вакуум. Математично сти-
снутий стан отримуємо дiєю оператора стискання, уведеного в §9.
Експериментально стиснуте свiтло спостерiгали в кiлькох лабора-
торiях у серединi 80-х рокiв XX ст.

У зв’язку з корпурскулярною iнтерпретацiєю рiвнянь Ма-
ксвелла, завдяки операцiї квантування поля й уведенню поняття
фотона, можна говорити про його хвильову функцiю. Отже, якщо
фотон має iмпульс ~k i поляризацiю α, то у власному зображеннi
хвильова функцiя фотона є добутком вiдповiдних символiв Кро-
некера, як це випливає iз загальної теорiї зображень (див. §12):

ψk,α(k
′, α′) = δkk′δα,α′ .

Оскiльки вектор поляризацiї має двi незалежнi складовi, то фо-
тон має два можливi стани поляризацiї. У зв’язку з цим алґебра
його поляризацiйних станiв збiгається з алґеброю спiнових ста-
нiв частинки, що має спiн ~/2. Уведемо скороченi позначення для
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станiв лiнiйної поляризацiї фотона:

| l〉 =


 0

1




— вектор стану “вертикальна поляризацiя”, або “y-поляризацiя”;

| ↔〉 =


 1

0




— вектор стану “горизонтальна поляризацiя”, або “x-поляризацiя”.
Iншi стани поляризацiї фотона |ւր〉 утворюємо лiнiйною комбiна-
цiєю цих базисних векторiв

|ւր〉 = a| ↔〉+ b| l〉,

причому

|a|2 + |b|2 = 1.

На закiнчення цього параграфа торкнемось цiкавого питання
про вакуумний стан електромагнiтного поля. Енерґiя вакууму на
одиницю об’єму є величиною безмежною,

E0

V
=

1

V

∑

α

∑

k

~kc

2
=

V→∞
2
~c

2

1

(2π)3

∫ ∞

0
k4πk2dk = ∞,

у чому проявляється внутрiшня неузгодженiсть квантової еле-
ктродинамiки. Слiд, однак, зауважити, що в формули для фiзи-
чних величин входить лише рiзниця енерґiй, з якої випадає вели-
чина E0, тому ця труднiсть не приводить до непорозумiнь.

Оператор числа фотонiв не комутує з операторами напруже-
ностей електричного та магнiтного полiв. Це означає, що у ваку-
умному станi, коли кiлькiсть фотонiв дорiвнює нулевi, величини
напруженостей поля не мають певного значення — лише їхнi се-
реднi значення дорiвнюють нулевi. Своєю чергою це вказує на
те, що в основному станi поля вiдбуваються флюктуацiї напруже-
ностей: нульовi коливання поля. Ми знову торкаємось проблеми
Нiчого. Виявляється, що Порожнеча (вiдсутнiсть фотонiв) — це
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є не звичайне Нiщо, а певний вакуумний стан поля з флюктую-
ючими фiзичними величинами. Енерґiя нульових коливань — це
i є енерґiя основного стану E0. Саме взаємодiя електрона в атомi
з цими коливаннями є причиною спонтанних переходiв i приво-
дить до того, що спектральнi лiнiї iзольованих атомiв є не безме-
жно вузькими, а мають деяку ширину, яку називають природною
шириною спектральних лiнiй.

Приклад. Обчислити середнє квадратичне вiдхилення iмпульсу електро-
магнiтного поля в рiвноважному станi при температурi T .

З означення оператора iмпульсу електромагнiтного поля з використанням
його власних значень та з урахуванням того, що середнє значення iмпульсу
дорiвнює нулевi

〈P〉 =
∑

k,α

~kNk,α = 0,

тому що середнє Nk,α не залежить вiд напрямку k, знаходимо

〈(∆̂P)2〉 = 〈P̂2〉 =
∑

k,α

∑

k′,α′

~
2(kk′)Nk,αNk′,α′ .

Оскiльки при (k, α) 6= (k′, α′
) середнє вiд добутку розпадається на добуток

середнiх, то

〈(∆̂P)2〉 =
∑

k,α

~
2 k2(N2

k,α −N
2
k,α).

Середню квадратичну флюктуацiю кiлькостi фотонiв розраховуємо за розпо-
дiлом Ґiббса з енергiєю поля E...,Nk,α,... i в результатi

〈(∆̂P)2〉 =
∑

k,α

~
2k2/

(
4sh2 ~ωk

2T

)

=
V →∞

2
V

(2π)3

∫
dk~2k2/

(
4sh2 ~ωk

2T

)

= V
8

π2

T 5

~3c5

∫ ∞

0

x4

sh2x
dx.

Цей iнтеґрал дорiвнює π4/30 i остаточно

〈(∆̂P)2〉 = V
4π2

15

T 5

~3c5
.

В основному станi (T = 0) флюктуацiї повного iмпульсу поля вiдсутнi.
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§ 60. Ефект Казимира

Iншим проявом iснування нульових коливань поля є ефект Ка-
зимира (Г. Казимир, 1948 р.), суть якого полягає ось у чому. Якщо
у вакуумi паралельно розмiстити двi металевi пластини, то, вна-
слiдок поляризацiї вакууму, мiж ними виникає притягання. По-
ставимо собi завдання розрахувати силу цього притягання. Споча-
тку знайдемо змiну густини енерґiї нульових коливань електрома-
гнiтного поля при введеннi на вiддалi a двох плоско-паралельних
площин, якi обмежують поле.

Почнiмо з одновимiрного випадку. Енерґiя нульових коливань
у великому об’ємi перiодичностi L → ∞

E0 =
∑

k

~ωk

2
=

L

2π

∫ ∞

−∞

~ωk

2
dk =

L~c

2π

∫ ∞

0
k dk.

Якщо поле обмежене в просторi мiж точками x = 0 та x = a,
то векторний потенцiал

A =

√
4πc2

a

∑

k

(
ake

ikx + a∗ke
−ikx

)

у цих точках дорiвнює нулевi. З першої умови при x = 0 маємо
ak + a∗k = 0, з урахуванням цього друга умова дає sin ka = 0,
тобто k = πn/a, n = 1, 2, 3, . . . (вiд’ємнi значення n не дають нових
станiв, а n = 0 дає A = 0 для всiх x). Фактично ми маємо розклад
векторного потенцiала A = A(x) у ряд по повнiй ортонормованiй
системi хвильових функцiй частинки в одновимiрнiй прямокутнiй
потенцiальнiй ямi з безмежно високими стiнками з §20.

Тепер енерґiя нульових коливань

E =
∑

k

~ωk

2
=

∞∑

n=1

~c

2

π

a
n.

Рiзниця густин енерґiй, яка є енерґiєю поляризацiї вакууму,

ε =
E

a
− E0

L
=

~cπ

2a2

∞∑

n=1

n− ~c

2π

∫ ∞

0
k dk.

Ця величина має назву енерґiї Казимира.
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Для знаходження рiзницi двох розбiжних виразiв в ε введемо
пiд знаки суми та iнтеґрала обрiзаючу функцiю, наприклад, e−νk,
i пiсля розрахунку спрямуємо ν до нуля:

ε = lim
ν→0

{
~cπ

2a2

∞∑

n=1

e−
π
a
nνn− ~c

2π

∫ ∞

0
e−νkk dk

}
.

Елементарнi обчислення дають:

ε = lim
ν→0





~cπ

2a2
e−

π
a
ν

(
1− e−

π
a
ν
)2 − ~c

2πν2





= lim
ν→0

~c

2πν2

[( π
2aν

sh π
2aν

)2

− 1

]
= − π~c

24a2
.

Отже, для вимiрностi простору D = 1 енерґiя Казимира

ε = − π~c

24a2
.

Вiд’ємний знак указує на те, що межi областi, в якiй локалiзоване
поле, притягуються iз силою

F =

∣∣∣∣−
d(εa)

da

∣∣∣∣ =
π~c

24a2
.

При обчисленнi сум за n лiпше користуватись вiдомими фор-
мулами переходу вiд суми до iнтеґрала, наприклад, формулою
Ейлера–Маклорена (див. Фихтенгольц Г.М. Курс дифференци-
ального и интегрального исчисления. М.: Наука, 1970. Т.II. С. 540–
544):

∞∑

n=1

f(n) =

∫ ∞

0
f(x) dx− f(0)

2
− f ′(0)

12
+
f ′′′(0)
720

+ . . . , f(∞) = 0.

При цьому iнтеґральнi члени у виразi для ε скорочуються.
У нашому випадку D = 1 функцiя f(n) = n, f(0) = 0,

f ′(0) = 1, усi вищi похiднi дорiвнюють нулевi i ми приходимо до
отриманого вище результату для енерґiї Казимира ε.
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У тих випадках, коли функцiя f(n) є неаналiтичною в то-
чцi n = 0, використовують iншi формули, наприклад, формулу
Абеля–Плани:

∞∑

n=1

f(n) =

∫ ∞

0
f(x) dx− 1

2
f(0) + i

∫ ∞

0

f(iz)− f(−iz)
e2πz − 1

dz.

Зрозумiло, що остаточнi результати не залежать вiд того, якi фор-
мули використовують.

Використаємо цю формулу для одновимiрного випадку, коли
f(n) = n. Маємо [f(iz)− f(−iz)] = 2iz, енерґiя

ε = −~cπ

2a2

∫ ∞

0

2z

e2πz − 1
dz = −~cπ

a2
1

4π2

∫ ∞

0

x

ex − 1
dx

= − ~c

4πa2
ζ(2),

де ζ — функцiя Рiмана

ζ(2) =

∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6

(див. також стор. 184), i ми знову прийдемо до того ж результату
для величини ε.

Для тривимiрного випадку (D = 3)

ε =
1

a

1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky

~c

2

√
k2x + k2y

+
1

a

∑

α

1

(2π)2

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky

∞∑

n=1

~c

2

√
k2x + k2y +

(π
a
n
)2

−
∑

α

1

(2π)3

∫ ∞

−∞
dkx

∫ ∞

−∞
dky

∫ ∞

−∞
dkz

~c

2

√
k2x + k2y + k2z .

Ми видiлили окремо член з n = 0, оскiльки для нього немає пiдсу-
мовування за iндексом поляризацiї α. Справдi, при n = 0 з умови
поперечностi поля випливає, що kxek,1 + kyek,2 = 0, i отже, має-
мо лише одну поляризацiю. Iнтеґруємо спочатку в цилiндричнiй
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системi координат за хвильовими векторами kx, ky , а для пiдсу-
мовування за n використовуємо формулу Ейлера–Маклорена, не-
зникаючий внесок дає член iз f ′′′(0). Отже,

ε =
~c

2(2π)2a

∞∫

0

2πq2 dq

+
~c

(2π)2a

∞∑

n=1

∞∫

0

2πq

√
q2 +

(π
a
n
)2
dq

− ~c

(2π)3
2

∞∫

0

dkz

∞∫

0

2πq
√
q2 + k2z dq,

де нова змiнна q =
√
k2x + k2y , а iнтеґрування за кутовою змiнною

дає 2π. Уводимо обрiзаючу функцiю:

ε =
ν→0

~c

4πa

∞∫

0

q2 e−νq dq

+
~c

2πa

∞∑

n=1

∞∫

0

q

√
q2 +

(π
a
n
)2
e−ν

√

q2+(π
a
n)

2

dq

− ~c

2π2

∞∫

0

dkz

∞∫

0

q
√
q2 + k2ze

−ν
√

q2+k2z dq.

Робимо замiну змiнних iнтеґрування: в другому iнтеґралi k =√
q2 + (πn/a)2, а в третьому — k =

√
q2 + k2z . Пiсля чого iнте-

ґруємо за k i застосовуємо формулу Ейлера–Маклорена:

ε =
ν→0

~c

4πa

∞∫

0

k2e−νkdk +
~c

2πa

∞∑

n=1

∞∫

πn/a

k2e−νkdk
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− ~c

2π2

∞∫

0

dkz

∞∫

kz

k2e−νkdk

=
ν→0

d2

dν2
1

ν





~c

4πa
+

~c

2πa

∞∑

n=1

e−ν π
a
n − ~c

2π2

∞∫

0

dkze
−νkz





=
ν→0

d2

dν2
1

ν

{
~c

4πa
+

~c

2πa

[∫ ∞

0
e−

π
a
nνdn− 1

2
+

1

12

πν

a

− 1

720

(πν
a

)3
+ . . .

]
− ~c

2π2

∫ ∞

0
dkze

−νkz

}
.

Другий доданок в квадратних дужках (−1/2) походить вiд члена
f(0)/2 у формулi Ейлера–Маклорена. Наступнi доданки, що по-
значенi крапками в квадратних дужках, дають нульовий внесок
при ν → 0, оскiльки вони пропорцiйнi п’ятому й вищим степеням
ν. Як бачимо, iнтеґральнi доданки скорочуються, i пiсля взяття
похiдної за ν знаходимо, що:

ε = − ~cπ2

720a4
, D = 3,

а сила притягання мiж двома незарядженими паралельними про-
вiдними пластинами з розрахунку на одиницю площi

f =
~cπ2

240a4
.

Аналогiчнi розрахунки для двовимiрного випадку є тоншими:
пiсля iнтеґрування за kx пiд знаком суми за n отримуємо функцiю
n2lnn. Це вимагає застосування формули Абеля–Плани. Отже,

ε =
~c

2πa

∞∫

−∞

dkx

∞∑

n=1

1

2

√
k2x +

(π
a
n
)2

− 1

(2π)2

∞∫

−∞

dkx

∞∫

−∞

dky
~c

2

√
k2x + k2y
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=
~c

2πa

∞∑

n=1

∫ ∞

0
dkx

√
k2x +

(π
a
n
)2

− ~c

2π2

∫ ∞

0
dky

∫ ∞

0
dkx

√
k2x + k2y .

Зауважуємо, що для двовимiрного випадку маємо лише одну по-
ляризацiю. Крiм того, при n = 0, внаслiдок умови поперечностi
поле вiдсутнє. Тому функцiю f(n) пiд знаком суми за n у формулi
Ейлера–Маклорена доозначуємо так: f(0) = 0. Цього можна до-
сягнути також, домножуючи f(n) на фактор e−ν′/n, ν ′ → 0. Спро-
буймо далi обiйтись без обрiзаючої функцiї i вiзьмiмо iнтеґрал за
kx:

ε =

{
~c

2πa

∞∑

n=1

(
kx
2

√
k2x +

(πn
a

)2

+
1

2

(π
a
n
)2

ln

∣∣∣∣∣kx +
√
k2x +

(π
a
n
)2
∣∣∣∣∣

)

− ~c

2π2

∞∫

0

dky

(
kx
2

√
k2x + k2y +

k2y
2

ln

∣∣∣∣∣kx +
√
k2x + k2y

∣∣∣∣∣

)}∣∣∣∣∣

kx=∞

kx=0

= lim
kx→∞

[
~c

2πa

∞∑

n=1

(
k2x
2

+
1

4

(πn
a

)2
+

1

2

(π
a
n
)2

ln(2kx)

)

− ~c

2π2

∞∫

0

dky

(
k2x
2

+
k2y
4

+
k2y
2
ln(2kx)

)]

−


 ~c

4πa

∞∑

n=1

(π
a
n
)2

ln
(π
a
n
)
− ~c

4π2

∞∫

0

dky k
2
y ln ky


 .

Пiд знаком лiмiту в першому доданку переходимо вiд пiд-
сумовування за n до iнтеґрування (згiдно з формулою Ейлера–
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Маклорена), i в результатi вiн скоротить iнтеґральний доданок
(пам’ятаємо про наше доозначення f(0) = 0). Отже, внесок вiд
верхньої межi iнтеґрування за kx дорiвнює нулевi. Для внеску вiд
нижньої межi iнтеґрування ми не можемо користуватись форму-
лою Ейлера-Маклорена внаслiдок неаналiтичностi функцiї f(n) =
(πn/a)2 ln(πn/a) пiд знаком суми за n. Тому скористаймось фор-
мулою Абеля-Плани. Ураховуючи те, що перший iнтеґрал з фор-
мули Абеля-Плани точно скорочує iнтеґрал за ky у другiй квадра-
тнiй дужцi, функцiя f(0) = 0, а

f(iz)− f(−iz) = f(eiπ/2z)− f(e−iπ/2z)

=
(π
a
eiπ/2z

)2
ln
(π
a
eiπ/2z

)
−
(π
a
e−iπ/2z

)2
ln
(π
a
e−iπ/2z

)

= −
(π
a
z
)2
iπ,

знаходимо, що

ε = − ~c

4πa

(π
a

)2
π

∞∫

0

z2 dz

e2πz − 1
.

Далi робимо замiну змiнної x = 2πz i в результатi маємо

ε = − ~c

32πa3

∞∫

0

x2 dx

ex − 1
.

Цей iнтеґрал є добре вiдомим i дорiвнює 2ζ(3), де ζ — функцiя
Рiмана

ζ(3) =
∞∑

n=1

1

n3
= 1.202057 . . .

Остаточно

ε = −~cζ(3)

16πa3
, D = 2.

Розрахунки енерґiї Казимира можна провести в загальному
випадку для D-вимiрного простору. Читач цi розрахунки може
легко зробити сам, використовуючи наведенi вище прийоми.
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Iнтенсивне вивчення ефекту Казимира зумовлене тим, що бу-
ли сподiвання за його допомогою позбавитись iншої нерозв’язаної
проблеми електродинамiки — стiйкостi електрона. Уважалось, що
густина енерґiї електростатичного вiдштовхування

εел = C
e2

a4

(a — лiнiйнi розмiри областi локалiзацiї заряду, C — додатна стала
величина, числове значення якої залежить вiд конфiґурацiї цiєї
областi й розподiлу густини заряду) та енерґiя Казимира

ε = −C ′~c
a4
,

яка виникає внаслiдок iснування граничної поверхнi, разом да-
дуть вiд’ємне значення повної енерґiї. Це забезпечило б стiйкiсть
системи. Якби сума цих енерґiй дорiвнювала нулевi (межа стiйко-
стi), то стала тонкої структури e2/~c = C ′/C була б величиною,
що залежить лише вiд геометричних властивостей областi лока-
лiзацiї заряду! У нашому Свiтi C ′/C ≃ 1/137. Виявилось, однак,
що, наприклад, для сфери дiаметра a величина C ′ = −0.17638 є
вiд’ємною, тобто для замкненої поверхнi межi вiдштовхуються, а
не притягуються, як у випадку двох паралельних пластин.

§ 61. Теорiя випромiнювання й поглинання свiтла

Розглянемо систему “атом плюс електромагнiтне поле”. Пiд
словом “атом”, залежно вiд конкретної задачi, будемо розумiти
атом або молекулу в основному чи в збудженому станах, додатнi
та вiд’ємнi йони атомiв, молекул та їх сукупностi. Зосередьмо ува-
гу на взаємодiї з полем одного з електронiв атома, який вiдповiдає
за випромiнювання та поглинання свiтла певної довжини хвилi.
Цей електрон називають оптичним електроном. Повний оператор
Гамiльтона системи складається з суми гамiльтонiана поля

Ĥph =
∑

k,α

~ωk

(
B̂+

k,αB̂k,α + 1/2
)
,

504



гамiльтонiана атома

Ĥa =
p̂2

2m
+ U

та оператора взаємодiї електрона з полем. Тут p̂ — оператор iм-
пульсу електрона, m — його маса, U — потенцiальна енерґiя вза-
ємодiї з ядром та iншими електронами.

Як вiдомо з класичної електродинамiки, “вмикання” електро-
магнiтного поля з калiбруванням ϕ = 0, divA = 0 здiйснюється
замiною iмпульсу зарядженої частинки на p− eA/c, де e — заряд
частинки. Вiдповiдно до цього у квантовiй механiцi оператор iм-
пульсу частинки p̂ замiнюємо на p̂− eA/c i гамiльтонiан атома в
зовнiшньому електромагнiтному полi (див. також §16)

Ĥ ′
a =

1

2m
(p̂− eA/c)2 + U = Ĥa + V̂ ,

де оператор взаємодiї

V̂ = − e

2mc
(Ap̂+ p̂A) +

e2

2mc2
A2.

З умови поперечностi поля divA = 0, яка накладається на ве-
кторний потенцiал, випливає, що оператори p̂ та A комутують:

p̂A = −i~∇A+Ap̂ = −i~ divA+Ap̂ = Ap̂.

Тому оператор взаємодiї атома з полем

V̂ = − e

mc
Ap̂+

e2

2mc2
A2.

Повний оператор Гамiльтона атома й електромагнiтного поля за-
писуємо у виглядi

Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

де

Ĥ0 = Ĥph + Ĥa.

Будемо розглядати оператор V̂ як збурення, пiд дiєю якого вiд-
буваються квантовi переходи системи “атом плюс поле”.
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Нехай маємо атом iз вибраними двома станами |1〉 та |2〉 з
вiдповiдними енерґiями E1 i E2 (див. рис. 52). Стан електромагнi-
тного поля з енерґiєю E...,Nk,α,... задається хвильовою функцiєю
| . . . , Nk,α, . . .〉.

Рис. 52. Квантовi переходи у “дворiвневому” атомi.

Почнемо з квантового переходу, унаслiдок якого випромi-
нюється фотон iз хвильовим вектором k, поляризацiєю α i ча-
стотою ωk = kc. Отже, нехай атом знаходиться в станi |2〉. Поча-
тковий стан |i〉 системи з гамiльтонiаном Ĥ0 описуємо добутком
хвильових функцiй атома й поля

|i〉 = |2〉 | . . . , Nk,α, . . .〉,

а енерґiя

E
(0)
i = E2 + E...,Nk,α,....

Кiнцевий стан

|f〉 = |1〉 | . . . , N ′
k,α, . . .〉,

E
(0)
f = E1 + E...,N ′

k,α,...
.
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Нас цiкавитиме народження одного фотона, коли N ′
k,α = Nk,α+1,

а всi iншi числа фотонiв N ′
k′,α′ залишаються тими ж, тому енерґiя

E
(0)
f = E1 + E...,Nk,α,... + ~ωk.

Це є так званi однофотоннi переходи. Прикладом двофотонних
переходiв є процес розсiяння свiтла.

Iмовiрнiсть квантового переходу за одиницю часу розраховує-
мо за загальною формулою з §56:

wi→f =
2π

~
|〈f |V̂ |i〉|2 δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

)
.

Обчислюємо матричний елемент з урахуванням запису операто-
ра векторного потенцiалу поля A через оператори породження i
знищення фотонiв:

〈f |V̂ |i〉 = − e

mc
〈f |Ap̂|i〉+ e2

2mc2
〈f |A2|i〉,

〈f |Ap̂|i〉 =
∑

k′α′

√
2π~c2

ωk′V

[
〈1|eik′r(ek′,α′p̂)|2〉

× 〈. . . , Nk,α + 1, . . . |B̂k′,α′ | . . . , Nk,α, . . .〉

+ 〈1|e−ik′r(ek′,α′p̂)|2〉

× 〈. . . , Nk,α + 1, . . . |B̂+
k′,α′ | . . . , Nk,α, . . .〉

]
.

Згiдно з правилами дiї операторiв породження i знищення, маємо:

〈. . . , Nk,α + 1, . . . |B̂k′,α′ | . . . , Nk,α, . . .〉 = 0,

〈. . . , Nk,α + 1, . . . |B̂+
k′,α′ | . . . , Nk,α, . . .〉 = δkk′δαα′

√
Nk,α + 1.

Тепер

〈f |Ap̂|i〉 = p12

√
2π~c2

V ωk
(Nk,α + 1),
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p12 = 〈1|e−ikr(ek,αp̂)|2〉.
Iз тих же правил дiї операторiв породження i знищення випливає,
що в нашому випадку однофотонних переходiв

〈f |A2|i〉 = 0.

Для двофотонних переходiв ця величина вiдмiнна вiд нуля.
Iз виразiв для E(0)

f та E(0)
i знаходимо рiзницю

E
(0)
f − E

(0)
i = E1 − E2 + ~ωk.

Тепер, збираючи отриманi вирази разом, для ймовiрностi кванто-
вого переходу за одиницю часу з випромiнюванням фотона оста-
точно знаходимо

w
(+)
i→f =

2π

~

( e

mc

)2 2π~c2
V ωk

(Nk,α + 1)|p12|2 δ(E1 − E2 + ~ωk).

Переходимо до розгляду процесу поглинання свiтла в тому ж
наближеннi однофотонних переходiв. Тепер початковий стан ато-
ма описується хвильовою функцiєю |1〉 й енерґiєю E1, а поля — ам-
плiтудою | . . . , Nk,α, . . .〉 та енерґiєю E...,Nk,α,.... Хвильова функцiя
кiнцевого стану атома — |2〉, енерґiя — E2. Кiнцевий стан поля за-
дається хвильовою функцiєю | . . . , N ′

k,α, . . .〉 й енерґiєю E...,N ′
k,α,...

,

причому числа фотонiв N ′
k,α = Nk,α − 1, а решта чисел N ′

k′,α′ за-
лишаються без змiн. Результатом такого переходу буде зникнення
фотона з частотою ωk, хвильовим вектором k, поляризацiєю α.

Опускаючи промiжнi викладки, аналогiчнi до наведених вище,
i беручи до уваги, що

∣∣∣〈2|eikr(ek,αp̂)|1〉
∣∣∣
2
=
∣∣∣〈1|e−ikr(ek,αp̂)|2〉

∣∣∣
2
= |p12|2,

запишемо остаточний результат для ймовiрностi квантового пере-
ходу за одиницю часу з поглинанням фотона

w
(−)
i→f =

2π

~

( e

mc

)2 2π~c2
V ωk

Nk,α|p12|2δ(E2 − E1 − ~ωk).

Перш нiж розраховувати iнтенсивностi випромiнювання i по-
глинання свiтла, розгляньмо рiвноважний стан системи “атом
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плюс поле” з температурою T , який реалiзується в моделi абсо-
лютно чорного тiла.

Iмовiрнiсть того, що атом знаходиться в станах |1〉 або |2〉,
задається розподiлом Больцмана:

ρ1 =
e−E1/T

Z
, ρ2 =

e−E2/T

Z
,

де статистична сума (сума станiв)

Z =
∑

n

e−En/T .

У рiвноважному станi кiлькостi переходiв “туди” i “назад” (тобто
з випромiнюванням i поглинанням фотона) повиннi бути рiвними:

ρ2w
(+)
i→f = ρ1w

(−)
i→f .

Це є так звана умова детального балансу. З урахуванням явних
виразiв для ймовiрностей квантових переходiв та при замiнi чисел
фотонiв Nk,α на середнi рiвноважнi значення Nk,α ця умова дає

ρ2(Nk,α + 1) = ρ1Nk,α

або

1 + 1/Nk,α = ρ1/ρ2,

1 + 1/Nk,α = e
E2−E1

T .

Ураховуючи закон збереження енерґiї E2 − E1 = ~ωk, остаточно
знаходимо явний вираз для середнього числа фотонiв у рiвнова-
жному станi:

Nk,α =
1

e~ωk/T − 1

— формула Планка.
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Повна середня енерґiя поля E без енерґiї вакууму E0 дорiвнює

E − E0 =
∑

k

∑

α

~ωkNk,α = 2
V

(2π)3

∞∫

0

4πk2~ωk

e~ωk/T − 1
dk

=
V ~

π2c3

∞∫

0

ω3

e~ω/T − 1
dω,

а розрахована на одиницю об’єму

E − E0

V
=

∞∫

0

uω(T ) dω,

де спектральна густина енерґiї випромiнювання

uω(T ) =
~ω3

π2c3
1

e~ω/T − 1
.

Це i є та формула, яку вперше написав Макс Планк 19 жовтня
1900 року i навiв її доведення 14 грудня 1900 року на засiданнях
Нiмецького фiзичного товариства. Для її доведення вiн змушений
був припустити, що енерґiя випромiнюється й поглинається кван-
тами, а енерґiя одного кванта пропорцiйна до частоти, ε = ~ω.
Цю знамениту формулу Планка, так само як i айнштайнiвську
E = mc2, знає тепер “будь-хто”.

Повну енерґiю поля отримуємо iнтеґруванням спектральної
густини за всiма частотами:

E −E0

V
=

π2

15c3~3
T 4

— закон Стефана–Больцмана.
Тепер обчислимо iнтенсивностi випромiнювання та поглинан-

ня свiтла. Якщо знайденi ймовiрностi квантових переходiв за оди-
ницю часу w(±)

i→f помножити на квант енерґiї ~ωk i пiдсумувати за
всiма хвильовими векторами k й поляризацiями α, то ми отрима-
ємо, очевидно, кiлькiсть енерґiї, що випромiнює (значок “+”) або
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поглинає (значок “–”) атом за одиницю часу:

∑

k

∑

α

w
(±)
i→f~ωk =

dE

dt
.

Перейдемо вiд пiдсумовування за k до iнтеґрування, маючи на
увазi граничний перехiд V → ∞:

dE

dt
=

V

(2π)3

∫
dk
∑

α

w
(±)
i→f~ωk.

Переходимо в iнтеґралi за хвильовими векторами до сферичної
системи координат:

dE

dt
=
∑

α

∫
dΩ

V

(2π)3

∫ ∞

0
dk k2w

(±)
i→f~ωk,

dΩ — елемент тiлесного кута. Визначимо тепер iнтенсивнiсть
випромiнювання (поглинання) свiтла I

(±)
k,α як кiлькiсть енерґiї iз

заданою поляризацiєю α, що випромiнює (поглинає) атом за оди-
ницю часу t в одиницю тiлесного кута Ω:

I
(±)
k,α =

V

(2π)3

∫ ∞

0
dk k2w

(±)
i→f~ωk.

Отже, iнтенсивнiсть випромiнювання

I
(+)
k,α =

V

(2π)3

∫ ∞

0
dk k2~ωk

2π

~

( e

mc

)2 2π~c2
V ωk

× (Nk,α + 1)|p12|2δ(E1 − E2 + ~ωk).

Завдяки δ-функцiї та з урахуванням того, що k = ωk/c, iнтеґру-
вання в цьому виразi виконуємо елементарно,

I
(+)
k,α =

e2ω2

2πm2c3
|p12|2(Nk,α + 1),

де частота переходу

ω =
E2 − E1

~
.

511



Аналогiчно iнтенсивнiсть поглинання свiтла

I
(−)
k,α =

e2ω2

2πm2c3
|p12|2Nk,α.

Поглинання свiтла вiдсутнє I(−)
k,α = 0, якщо кiлькiсть фотонiв поля

Nk,α = 0, тобто якщо поле перебуває в основному станi. Випро-
мiнювання, однак, у цьому випадку iснує i має назву спонтанного
випромiнювання, iнтенсивнiсть якого

Ik,α = I
(+)
k,α =

e2ω2

2πm2c3
|p12|2, Nk,α = 0.

Незважаючи на те, що в основному, тобто вакуумному, станi еле-
ктромагнiтного поля фотони вiдсутнi, завдяки iснуванню флю-
ктуацiй, середнi квадратичнi вiдхилення для напруженостей вiд-
мiннi вiд нуля. Це забезпечує взаємодiю електрона з полем, яка i
є причиною спонтанних квантових переходiв. Число Nk,α в iнтен-
сивностi випромiнювання зумовлює iндуковане випромiнювання,
завдяки якому працюють лазери — оптичнi квантовi ґенератори.

Повернiмось до умови детального балансу. На перший погляд,
вона забороняє iснування атомних спектральних лiнiй поглинання
чи випромiнювання: адже атом поглинає й випромiнює фотон iз
тiєю ж самою ймовiрнiстю. Розгляньмо, наприклад, спектральнi
лiнiї поглинання атомiв в атмосферi Сонця — так званi фраунго-
феровi лiнiї1. Здавалось би, атоми атмосфери Сонця поглинають
i тут же випромiнюють фотони тої самої енерґiї. Насправдi, уна-
слiдок мiжатомних взаємодiй, виникає перерозподiл фотонiв, що
випромiнюються, по всьому спектру. У цьому й полягає суть ме-
ханiзму утворення фраунгоферових лiнiй2.

1Йозеф Фраунгофер (1787–1826) — нiмецький фiзик, який, самостiйно
здобувши освiту, вивчав спектри планет i Сонця, уперше застосував для їх
вивчення дифракцiйнi ґратки, пояснив наявнiсть темних лiнiй у сонячному
спектрi.

2Механiзм утворення фраунгоферових лiнiй та їхню тонку структуру
вивчав вiдомий український астрофiзик Б.Т. Бабiй (1936–1993), який пра-
цював на кафедрi теоретичної фiзики та в Астрономiчнiй обсерваторiї Львiв-
ського унiверситету.
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§ 62. Електричне дипольне випромiнювання.
Правила вiдбору

Розглянемо докладнiше отриманi вирази для iнтенсивностей
випромiнювання та поглинання свiтла. Для цього достатньо про-
аналiзувати вираз для iнтенсивностi спонтанного випромiнювання
Ik,α, у якому зосередимо увагу на матричному елементi p12. Нас
цiкавитиме передусiм дiлянка довжин хвиль λ & 1000 Å, яка охо-
плює й видиму частину спектра. Виявляється, що в цьому випадку
вираз для p12 значно спрощується. Дiйсно, хвильовi функцiї, на
яких обчислюються матричнi елементи p12, помiтно вiдмiннi вiд
нуля на вiддалях порядку розмiрiв атома a ∼ 1 Å. Тому показник
експоненти e−ikr, яка входить у p12, є малим:

kr ∼ ka =
2π

λ
a ∼ 10−3.

Отже, ми маємо змогу розкласти експоненту в ряд:

e−ikr = 1− ikr+ · · · .
У результатi

p12 = 〈1|(ek,αp̂)|2〉 − i〈1|(kr)(ek,αp̂)|2〉 + · · · .
Зрозумiло, що у випадку рентґенiвського випромiнювання, коли
λ ∼ 1 Å, а kr ∼ 1, необхiдно розраховувати цей матричний еле-
мент точно, не розкладаючи експоненту в ряд.

У цьому параграфi ми обмежимось лише першим доданком
розкладу:

p12 = 〈1|ek,αp̂|2〉.
Проведемо ряд простих перетворень iз використанням вiдомих
нам формул:

p12 = 〈1|ek,αp̂|2〉 = ek,α〈1|p̂|2〉,

〈1|p̂|2〉 = 〈1|mˆ̇r|2〉 = 〈1|mrĤa − Ĥar

i~
|2〉.

Скористаємось тим, що

〈1|rĤa|2〉 = 〈1|r|2〉E2,
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а

〈1|Ĥar|2〉 =
∑

n

〈1|Ĥa|n〉〈n|r|2〉 =
∑

n

En〈1|n〉〈n|r|2〉

=
∑

n

Enδ1,n〈n|r|2〉 = E1〈1|r|2〉.

Тому

〈1|p̂|2〉 = m

i~
(E2 − E1)〈1|r|2〉 =

mω

i
r12,

де матричний елемент оператора координати електрона

r12 = 〈1|r|2〉.

Уведемо оператор дипольного моменту електрона

d = er.

Отже, тепер

p12 =
mω

ie
d12ek,α,

а iнтенсивнiсть спонтанного випромiнювання

Ik,α =
ω4

2πc3
|d12ek,α|2.

Ми бачимо, що вона залежить вiд електричного дипольного мо-
менту електрона, тому таке випромiнювання називають диполь-
ним випромiнюванням, а вiдповiднi квантовi переходи — диполь-
ними переходами.

Розглянемо випромiнювання, пiдсумоване за поляризацiями:

Ik =
∑

α

Ik,α =
ω4

2πc3
{
|d12ek,1|2 + |d12ek,2|2

}
.

Уведемо напрямнi косинуси вiдповiдно до рис. 53, вибираючи вiсь
z уздовж k:

Ik =
ω4

2πc3
|d12|2(cos2 α+ cos2 β).
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Використаємо властивостi напрямних косинусiв (теорема Пiфаго-
ра):

Ik =
ω4

2πc3
|d12|2(1− cos2 θ),

де кут θ = (k̂,d12).

Рис. 53. Напрямнi косинуси дипольного моменту d12.

Проiнтеґруємо цей вираз за кутами i знайдемо повне спонтанне
випромiнювання за одиницю часу.

I(ω) =

∫
dΩIk =

ω4

2πc3
|d12|2

∫
dΩ sin2 θ =

ω4

2πc3
|d12|2

8π

3
,

I(ω) =
4

3

ω4

c3
|d12|2.

Цей вираз виявляє повну аналогiю з класичною формулою для
iнтенсивностi дипольного випромiнювання. У класичному виразi
матричний елемент оператора дипольного моменту d12 замiнює-
ться компонентою розкладу в ряд Фур’є класичного дипольного
моменту частинки. Це цiлком узгоджується з принципом вiдпо-
вiдностi Бора. Треба лише пам’ятати, що в класичному виразi
числовий коефiцiєнт, як правило, пишуть не 4/3, а 2/3, тому що
в класичному розкладi частоти змiнюються в межах (−∞,∞), а
в нашому випадку — вiд 0 до ∞.
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Як бачимо, характер випромiнювання повнiстю визначається
матричним елементом d12 = er12. Отже, випромiнювання та по-
глинання свiтла можливi лише тодi, коли r12 6= 0. Зрозумiло, що
вiн вiдмiнний вiд нуля не для будь-яких станiв |1〉 та |2〉. Суку-
пнiсть умов, що накладаються на хвильовi функцiї початкового й
кiнцевого станiв для того, щоб матричний елемент r12 не дорiвню-
вав нулевi, називають правилами вiдбору дипольних переходiв.

Займемось тепер цими правилами. Почнемо з найпростiшого
випадку одновимiрного гармонiчного осцилятора. Розрахуємо ма-
тричний елемент координати x12 = 〈1|x|2〉, де |1〉 = |n〉, |2〉 = |n′〉
— осциляторнi хвильовi функцiї. Використаємо зображення опе-
раторiв породження та знищення з осциляторної задачi:

x12 =

√
~

2mω
〈n|b̂++b̂|n′〉 =

√
~

2mω

{√
n′ + 1δn,n′+1 +

√
n′δn,n′−1

}
.

Отже, x12 6= 0 лише за умови, що

n′ = n± 1,

тобто переходи можливi лише мiж сусiднiми рiвнями.
Тепер сформулюємо правило вiдбору для випадку, коли еле-

ктрон рухається в центрально-симетричному полi. Нехай хвильовi
функцiї

|1〉 = |n, l,m〉 = Rn,l(r)Yl,m(θ, ϕ),

|2〉 = |n′, l′,m′〉 = Rn′,l′(r)Yl′,m′(θ, ϕ).

Обчислимо матричний елемент

p12 = 〈1|ek,αp̂|2〉 =
mω

i
〈1|ek,αr|2〉 =

mω

i
ek,αr12.

Розглянемо спочатку квант, що поляризований уздовж осi z
(рис. 54):

p12 =
mω

i
z12.
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Рис. 54. Вектори ek,α та k для лiнiйної поляризацiї свiтла.

Тепер маємо

z12 = 〈1|z|2〉 = 〈n, l,m|r cos θ|n′, l′,m′〉

=

∫ ∞

0
r2Rn,l(r)rRn′,l′(r) dr

×
∫ 2π

0

∫ π

0
Y ∗
l,m(θ, ϕ) cos θ Yl′,m′(θ, ϕ) sin θ dϕdθ

= R

∫ 2π

0

e−imϕ

√
2π

eim
′ϕ

√
2π

dϕ

∫ π

0
sin θΘl,m(θ) cos θΘl′,m′(θ) dθ.

Тут через R скорочено позначено радiальну частину матричного
елемента

R =

∫ ∞

0
r2Rn,l(r)rRn′,l′(r) dr,

яка вiдмiнна вiд нуля при довiльних значеннях квантових чисел i
може бути розрахована для конкретних випадкiв. Використаємо
властивiсть сферичних функцiй

Yl,m(θ, ϕ) =
eimϕ

√
2π

Θl,m(θ),
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Θl,m(θ) = (−)m

√
2l + 1

2

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ),

яку неважко перевiрити за допомогою явних виразiв для приєд-
наних полiномiв Лежандра:

cos θΘl,m(θ) = Al,mΘl−1,m(θ) +Bl,mΘl+1,m(θ),

де

Al,m =

√
(l +m)(l −m)

(2l + 1)(2l − 1)
,

Bl,m =

√
(l +m+ 1)(l −m+ 1)

(2l + 1)(2l + 3)
.

Скористаємось умовою ортогональностi сферичних функцiй i
отримаємо

z12 = Rδm′,m(Al,mδl−1,l′ +Bl,mδl+1,l′).

Звiдси випливає, що z12 6= 0 за умови

m′ = m, l′ = l ± 1.

Нехай тепер фотон випромiнюється в напрямку осi z, тодi ве-
ктори ek,α лежать у площинi xy. Розглянемо випадок циркулярно
поляризованого свiтла, одиничнi вектори поляризацiї якого ek,+
та ek,− визначаються формулою:

ek,± =
1√
2
(ek,1 ± iek,2),

одиничнi вектори ek,1 та ek,2 напрямленi вздовж осей x та y вiд-
повiдно. Знак “−”, коли x-компонента випереджує y-компоненту
за фазою на π/2 (тобто y-компонента має множник e−iπ/2 = −i),
вiдповiдає лiвiй круговiй поляризацiї: з кiнця вектора k, напрям-
леного вздовж осi z, поворот вiд x до y пiде проти годинникової
стрiлки. Знак “+” вiдповiдає правiй круговiй поляризацiї, в цьо-
му випадку x-компонента вiдстає вiд y-компоненти на π/2. За-
уважимо, що, коли одиничнi вектори поляризацiї є комплексними
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величинами, то у векторному потенцiалi A оператор B̂k,α супро-
воджується множником ek,α, а оператор B̂+

k,α — множником e∗k,α.
В остаточних виразах це приведе лише до замiни в матричному
елементi p12 вектора ek,α на e∗k,α.

Тепер нас цiкавить матричний елемент

〈1|ek,±r|2〉 = 〈1
∣∣∣∣
x± iy√

2

∣∣∣∣ 2〉

=
1√
2
〈1|r sin θ cosϕ± ir sin θ sinϕ|2〉

=
1√
2
〈n, l,m|re±iϕ sin θ|n′, l′,m′〉

=
R√
2

∫ 2π

0
dϕ
e−imϕ

√
2π

e±iϕ e
im′ϕ
√
2π

∫ π

0
sin θΘl,m(θ) sin θΘl′,m′(θ) dθ

=
R√
2
δm′,m∓1

∫ π

0
sin θΘl,m(θ) sin θΘl′,m′(θ) dθ.

Далi з властивостi

sin θΘl,m(θ) = A′
l,mΘl−1,m−1(θ) +B′

l,mΘl+1,m−1(θ),

A′
l,m =

√
(l +m)(l +m− 1)

(2l + 1)(2l − 1)
,

B′
l,m = −

√
(l −m+ 1)(l −m+ 2)

(2l + 1)(2l + 3)

та умови ортогональностi функцiй Θl,m(θ) отримуємо, що

〈1|ek,+r|2〉 =
R√
2
δm′,m−1

(
A′

l,mδl−1,l′ +B′
l,mδl+1,l′

)
.

Аналогiчно з

sin θΘl′,m′(θ) = A′
l′,m′Θl′−1,m′−1(θ) +B′

l′,m′Θl′+1,m′−1(θ)
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маємо:

〈1|ek,−r|2〉 =
R√
2
δm′,m+1

(
A′

l′,m′δl,l′−1 +B′
l′,m′δl,l′+1

)
.

Звiдси випливають умови, за яких матричний елемент p12 6= 0:

m′ = m± 1, l′ = l ± 1.

Зведемо тепер разом одержанi правила вiдбору для лiнiйної та
циркулярної поляризацiй у наближеннi дипольних переходiв:

m′ = m,m± 1, l′ = l ± 1,

∆m = 0,±1, ∆l = ±1.

Змiна магнiтного квантового числа ∆m є простим свiдче-
нням закону збереження проекцiї моменту iмпульсу системи
“атом плюс поле” в процесах випромiнювання та поглинання свi-
тла. Власниймомент кiлькостi руху фотона дорiвнює ~. При ви-
промiнюваннi лiнiйно поляризованого свiтла з атома виноситься
момент кiлькостi руху з нульовою проекцiєю на вiсь z, ∆m = 0:
фотон поширюється в площинi xy. Для колової поляризацiї прое-
кцiя моменту iмпульсу фотона на вiсь z дорiвнює ±~ i вiдповiдно
до цього змiнюється проекцiя моменту кiлькостi руху атома.

Квантовi переходи, якi пiдкоряються правилам вiдбору, нази-
ваються дозволеними. Якщо правило вiдбору не виконується, то
електричне дипольне випромiнювання вiдсутнє, а вiдповiднi кван-
товi переходи називають забороненими. Урахування наступних
членiв розкладу в матричному елементi p12 може зробити такi
переходи можливими.

Правила вiдбору пов’язанi з симетрiєю задачi, i зокрема з пар-
нiстю хвильових функцiй, яка для центрального поля визначаєть-
ся орбiтальним квантовим числом l. Наприклад, якщо початковий
i кiнцевий стани є сферично-симетричними, то матричний елемент
p12 тотожно рiвний нулевi. Справдi, при iнтеґруваннi по r в то-
чному виразi для p12 (див. попереднiй параграф) направимо вiсь z
уздовж вектора поляризацiї ek,α. При цьому ek,αp̂|2〉 буде непар-
ною функцiєю z, а стан |1〉 — парною. Фаза (kr) експоненти в p12
не залежить вiд z, оскiльки хвильовий вектор k є перпендикуляр-
ним до вектора поляризацiї ek,α. Тому загалом пiдiнтеґральний
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вираз у p12 буде непарною функцiєю z й iнтеґрал дорiвнює ну-
левi. Переходи мiж такими станами строго забороненi. Зняти цю
заборону можна, хiба що враховуючи вищi наближення для ймо-
вiрностей квантових переходiв, а також враховуючи в операторi
збурення V̂ член, пропорцiйний до квадрата векторного потенцi-
алу A.

§ 63. Електричнi квадрупольнi та магнiтнi
дипольнi переходи

Якщо в дипольному наближеннi випромiнювання вiдсутнє, не-
обхiдно враховувати наступнi члени розкладу матричного елемен-
та p12:

p12 = −i〈1|(kr)(ek,αp̂)|2〉.

Розглянемо вираз

[ek,α[rp̂]] = r(ek,αp̂)− (ek,αr)p̂,

ми розписали його за правилом розкриття подвiйного векторного
добутку. Помножимо цей вираз скалярно на хвильовий вектор k,

(kr)(ek,αp̂) = (k[ek,α[rp̂]]) + (ek,αr)(kp̂),

i використаємо означення оператора орбiтального моменту кiль-
костi руху:

(kr)(ek,αp̂) = ([ek,α L̂]k) + (ek,αr)(kp̂),

або пiсля циклiчної перестановки операторiв у мiшаному добутку

(kr)(ek,αp̂) = ([kek,α] L̂) + (ek,αr)(kp̂).

Отже, матричний елемент

p12 = −ik〈1|(nk,α L̂)|2〉 − i〈1|(ek,αr)(kp̂)|2〉,

де

nk,α =
1

k
[kek,α]
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— одиничний вектор, що напрямлений перпендикулярно до пло-
щини, утвореної векторами k та ek,α. Перетворимо тепер другий
доданок у виразi для p12. Передусiм маємо

(kp̂)(ek,αr) = (ek,αr)(kp̂)− i~(k∇)(ek,αr).

Оскiльки вектори k та ek,α взаємно перпендикулярнi, то

(k∇)(ek,αr) = (kek,α) = 0,

i отже, оператори, складенi зi скалярних добуткiв, що входять
у дослiджуваний вираз, комутують мiж собою:

(ek,αr)(kp̂) = (kp̂)(ek,αr).

Поставимо собi за мету позбутись у матричному елементi p12 опе-
ратора iмпульсу p̂ так, як це ми зробили в дипольному наближен-
нi. Для цього розглянемо такий комутатор:

[(ek,αr)(kr), Ĥa] = (ek,αr)(kr)
p̂2

2m
− p̂2

2m
(ek,αr)(kr),

нагадаємо, що Ĥa — це атомний гамiльтонiан. Розкриємо дiю опе-
ратора p̂2 в другому членi:

p̂2(ek,αr)(kr)

= p̂{−i~[∇(ek,αr)](kr) + (−i~)(ek,αr)∇(kr) + (ek,αr)(kr)p̂}

= p̂{−i~ek,α(kr)− i~(ek,αr)k+ (ek,αr)(kr)p̂}

= (−i~)2(ek,αk)− i~(kr)(ek,αp̂) + (−i~)2(ek,αk)

−i~(ek,αr)(kp̂)− i~(kr)(ek,αp̂)− i~(ek,αr)(kp̂) + (ek,αr)(kr)p̂
2.

Отже, наш комутатор

2m[(ek,αr)(kr), Ĥa] = 2i~(kr)(ek,αp̂) + 2i~(ek,αr)(kp̂)

або

− im
~
[(ek,αr)(kr), Ĥa] = (kr)(ek,αp̂) + (ek,αr)(kp̂).
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Перед цим ми мали

(ek,αr)(kp̂) = (kr)(ek,αp̂)− (nk,αL̂) k,

тому

(kr)(ek,αp̂) = − im
2~

[(ek,αr)(kr), Ĥa] +
k

2
(nk,αL).

Тепер

〈1|(kr)(ek,αp̂)|2〉 = − im~

2~
ω〈1|(ek,αr)(kr)|2〉+

k

2
(nk,αL12),

де матричний елемент моменту iмпульсу

L12 = 〈1|L̂|2〉.

Ми пам’ятаємо (i це вже неодноразово обчислювали), що для будь-
якого оператора

〈1|[f̂ , Ĥ]|2〉 = 〈1|f̂ Ĥ − Ĥf̂ |2〉 = 〈1|f̂ Ĥ|2〉 − 〈1|Ĥf̂ |2〉

= E2〈1|f̂ |2〉 −E1〈1|f̂ |2〉 = ~ω〈1|f̂ |2〉,

ω =
E2 − E1

~
.

Остаточно, з урахуванням того, що k = ω/c, знаходимо:

p12 = −mω
2

〈1|(ek,αr)(kr)|2〉 −
iω

2c
(nk,αL12).

Тепер у p12 справдi явно не входить оператор iмпульсу, а перший
доданок можна переписати через оператор електричного квадру-
польного моменту

Qµν = e(3xµxν − r2δµν),

де e— заряд електрона, xµ — компоненти радiус-вектора r, iндекси
µ, ν = 1, 2, 3, x1 = x, x2 = y, x3 = z. Справдi,

〈1|(ek,αr)(kr)|2〉 =
∑

µ,ν

eµk,αk
ν〈1|xµxν |2〉
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=
∑

µ,ν

eµk,αk
ν 1

3
〈1|3xµxν − r2δµν |2〉

+
∑

µ,ν

eµ
k,αk

νδµν
〈1|r2|2〉

3
=

1

3e

∑

µ,ν

eµ
k,αk

ν〈1|Qµν |2〉

+
〈1|r2|2〉

3
(ek,αk) =

1

3e

∑

µ,ν

eµk,αk
ν〈1|Qµν |2〉,

адже умова поперечностi поля вимагає, як ми знаємо, щоб
(ek,αk) = 0, eµ

k,α — компоненти вектора ek,α. Уведемо вектор Q з
компонентами

Qν =
∑

µ

eµk,αQµν ,

i тепер

mω

2
〈1|(ek,αr)(kr)|2〉 =

mω

6e
(kQ12) =

mω2

6ce
(ikQ12),

де ik = k/k.
Другий член у p12 запишемо через оператор магнiтного ди-

польного моменту, який позначимо3 через µ̂. Нагадаємо ґiрома-
гнiтний зв’язок мiж µ̂ та оператором орбiтального моменту iм-
пульсу через магнетон Бора µB = |e|/2mc:

µ̂ = −µB L̂ =
e

2mc
L̂.

Остаточно, якщо врахувати i перший член розкладу в p12, який
ми дослiдили в попередньому параграфi, знаходимо:

p12 = −imω(ek,αr12)−
imω

e
(nk,αµ12)−

mω

6e

∑

µν

eµ
k,αk

ν〈1|Qµν |2〉.

3Ми не будемо плутати позначення оператора магнiтного дипольного мо-
менту зi щойно введеними iндексами електричного квадрупольного моменту.
Мiж iншим, середньовiчнi iндiйськi математики в рiвняннях, що мали кiлька
невiдомих, вiдрiзняли їх за допомогою рiзних фарб.
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Цим виразом визначається iнтенсивнiсть спонтанного випромiню-
вання:

Ik,α =
e2ω2

2πm2c3
|p12|2.

Перший член у p12 вiдповiдає за електричне дипольне випромi-
нювання: у цьому випадку скорочено говорять про E1-переходи.
Другий доданок визначає магнiтне дипольне випромiнювання:
M1-переходи. Нарештi, третiй доданок вiдповiдає за електричне
квадрупольне випромiнювання, або за E2-переходи. Наступнi чле-
ни розкладу величини p12 творять вищi електричнi та магнiтнi
мультипольнi переходи.

Iнтенсивнiсть магнiтного дипольного випромiнювання

IM1(k, α) =
ω4

2πc3
|µ12|2 cos2 θ,

де θ — кут мiж вектором µ12 та одиничним вектором nk,α. Проiн-
теґрована за всiма кутами та пiдсумована за всiма поляризацiями
iнтенсивнiсть

IM1 =
4

3

ω4

c3
|µ12|2.

Iнтенсивнiсть квадрупольного випромiнювання, через наяв-
нiсть множника kν ∼ ω/c, пропорцiйна до 1/c5, ї ї кутова зале-
жнiсть є складною. Ми не будемо аналiзувати цiєї залежностi4.

Переходимо до правил вiдбору. Почнiмо з магнiтних диполь-
них переходiв. Спрямуймо оператор µ̂ вздовж осi z. Матри-
чний елемент на хвильових функцiях у центрально-симетричному

4Спосiб iнтеґрування за кутами величин, складених iз декiлькох скаляр-
них добуткiв, наведено в Прикладi 1 до цього параграфа. Виявляється. що
iнтеґрування за кутами iнтенсивностi Ik,α ∼ |p12|2 залишає лише внески вiд
квадратiв тих трьох доданкiв у виразi p12, якi виписанi в текстi цього пара-
графа, а перехреснi члени обертає в нуль. Отже, усереднення за кутами iнтен-
сивностi випромiнювання дорiвнює адитивнiй сумi E1-, M1- та E2-переходiв.
Однак назагал так не є, i зокрема, при врахуваннi наступного члена розкла-
ду величини p12 iнтеґрування за кутами залишає в iнтенсивностi його пере-
хресний внесок з E1-дипольним членом — це так зване анапольне (тобто не
мультипольне) випромiнювання з iнтенсивнiстю ∼ 1/c5.
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полi

µz12 = 〈n′, l′,m′|µ̂z|n, l,m〉

= µB〈n′, l′,m′|L̂z|n, l,m〉

= µB~mδm′,mδl′,lδn′,n.

Отже, цi переходи йдуть без змiни квантових чисел n, l,m — це
так званi безвипромiнювальнi переходи. Для µx12 та µy12 матиме-
мо змiни магнiтного квантового числа на одиницю, m′ = m ± 1.
Дiйсно,

µx12 = 〈n′, l′,m′|µ̂x|n, l,m〉 = µB〈n′, l′,m′|L̂x|n, l,m〉

=
1

2
µB〈n′, l′,m′|L̂+ + L̂−|n, l,m〉

=
~

2
µBδn′,nδl′,l

{
δm′,m+1

√
l(l + 1)−m(m+ 1)

+ δm′,m−1

√
l(l + 1)−m(m− 1)

}
.

Аналогiчно

µy12 =
~

2i
µBδn′,nδl′,l

{
δm′,m+1

√
l(l + 1)−m(m+ 1)

− δm′,m−1

√
l(l + 1)−m(m− 1)

}
.

Ми використали тут iз §33 вирази для матричних елементiв опе-
раторiв L̂±.

Тепер займемось електричними квадрупольними переходами.
У порiвняннi з електричними дипольними переходами їхня ймо-
вiрнiсть на декiлька порядкiв менша, тому що їх породжують у
p12 старшi члени розкладу експоненти за величиною kr ∼ ka.
Оскiльки для видимої дiлянки спектра ka = 2πa/λ ∼ 10−3, то вiд-
ношення iнтенсивностей квадрупольного випромiнювання та ди-
польного за порядком величини становить 10−6. Отже, “квадру-
польна” спектральна лiнiя є значно слабшою за “дипольну”. Якщо
збуджений атом знаходиться в станi, з якого дипольнi переходи
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забороненi, то його час життя в цьому станi є значним i може
тривати 10−2 сек. Такi стани називають метастабiльними. Перехiд
iз цих станiв на основний може вiдбуватись за рахунок зiткнень
мiж частинками, коли правила вiдбору є iншими. Зазначимо, що
знайденi тут правила вiдбору сформульованi для переходiв, спри-
чинених взаємодiєю тiльки з електромагнiтним полем.

Для встановлення правил вiдбору квадрупольного випро-
мiнювання5 розрахуємо матричний елемент, наприклад, операто-
ра Qxy:

〈1|Qxy|2〉 = 3e〈n′, l′,m′|xy|n, l,m〉

= 3e〈n′, l′,m′|r sin θ cosϕ r sin θ sinϕ|n, l,m〉

= 3eR

∫ 2π

0
e−im′ϕ cosϕ sinϕeimϕ dϕ

2π

×
∫ π

0
Θl′,m′(θ) sin2 θΘl,m(θ) sin θ dθ,

де радiальний iнтеґрал

R =

∫ ∞

0
Rn′,l′(r)r

2Rn,l(r)r
2dr

не дорiвнює нулевi при будь-яких значеннях квантових чисел. Iн-
теґрал за азимутальним кутом обчислюємо елементарно:

1

2

∫ 2π

0
e−im′ϕ sin 2ϕeimϕ dϕ

2π
=

1

4i
(δm′,m+2 − δm′,m−2).

Отже, наш матричний елемент вiдмiнний вiд нуля за умо-
ви, що m′ = m ± 2. Щодо змiни орбiтального квантового чис-
ла, то ми використаємо рекурентнi спiввiдношення для функцiй
Θl,m = Θl,m(θ) з попереднього параграфа.

5Правила вiдбору для квадрупольних переходiв установив вiдомий поль-
ський учений В.Рубiнович (1889–1974), який працював у Львовi i в 1937–1941
роках завiдував кафедрою теоретичної фiзики Львiвського унiверситету.
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Для випадку m′ = m− 2 маємо

sin2 θΘl,m(θ) = sin θ
(
A′

l,mΘl−1,m−1 +B′
l,mΘl+1,m−1

)

= A′
l,m

(
A′

l−1,m−1Θl−2,m−2 +B′
l−1,m−1Θl,m−2

)

+ B′
l,m

(
A′

l+1,m−1Θl,m−2 +B′
l+1,m−1Θl+2,m−2

)

= A′
l,mA

′
l−1,m−1Θl−2,m−2 +

(
A′

l,mB
′
l−1,m−1

+ B′
l,mA

′
l+1,m−1

)
Θl,m−2 +B′

l,mB
′
l+1,m−1Θl+2,m−2.

Аналогiчно для m′ = m+ 2

sin2 θΘl′,m′(θ) = A′
l′,m′A′

l′−1,m′−1Θl′−2,m′−2

+
(
A′

l′,m′B′
l′−1,m′−1 +B′

l′,m′A′
l′+1,m′−1

)
Θl′,m′−2

+ B′
l′,m′B′

l′+1,m′−1Θl′+2,m′−2.

Тепер iнтеґруємо у виразi для матричного елемента Qx,y за ку-
том θ i враховуємо ортогональнiсть функцiй Θl,m(θ):

〈1|Qxy |2〉 =
3eR

4i

{
δm′,m+2

[
A′

l′,m′A′
l′−1,m′−1δl,l′−2

+
(
A′

l′,m′B′
l′−1,m′−1 +B′

l′,m′A′
l′+1,m′−1

)
δl,l′

+ B′
l′,m′B′

l′+1,m′−1δl,l′+2

]
− δm′,m−2

[
A′

l,mA
′
l−1,m−1δl′,l−2

+
(
A′

l,mB
′
l−1,m−1 +B′

l,mA
′
l+1,m−1

)
δl′,l

+ B′
l,mB

′
l+1,m−1δl′,l+2

]}
.

Таким чином, знаходимо, що у випадку “xy-квадрупольного вип-
ромiнювання” правила вiдбору є такими:

m′ = m± 2, l′ = l, l′ = l ± 2.

Легко переконатись, що для “xz”- та “yz”-випромiнювання змiна
квантового числа m′ можлива лише на одиницю, оскiльки коор-
дината z = r cos θ не залежить вiд кутової змiнної ϕ: m′ = m± 1,
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а l′ = l±2. З цiєї ж причини для “zz”-компоненти m′ = m, а l′ = l,
l± 2. Перебираючи всi компоненти тензора Qµν , остаточно знахо-
димо правила вiдбору для електричних квадрупольних переходiв:

m′ = m, m± 1, m± 2;

l′ = l, l ± 2,

причому коли l′ = 0, то l 6= 0, i навпаки. Тобто 0′–0 переходи
забороненi, i про це йшла мова в попередньому параграфi.

Приклад 1. Усереднення за кутами.
Розглянемо

∫
e(eA)dΩ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

eA cos θ sin θ dθ = 2π

∫ 1

−1

exAdx = 4π
shA

A
,

де e — одиничний вектор, A — довiльний незалежний вектор. Розкладемо екс-
поненту й синус гiперболiчний у ряд та прирiвняємо в лiвiй i правiй частинах
члени з однаковими степенями вектора A:

∞∑

n=0

∫
(eA)n

n!
dΩ = 4π

∞∑

k=0

A2k

(2k + 1)!
.

Звiдси випливає: ∫
(eA)2n+1dΩ = 0,

∫
(eA)2n

(2n)!
dΩ = 4π

A2n

(2n+ 1)!
.

Або ∫
(eA)2ndΩ =

4π

2n+ 1
A2n.

Iз цього виходить ще низка цiкавих рiвностей. Справдi, нехай A =
∑

i≥1 Ai,
де Ai — незалежнi вектори:

∫ 
∑

i≥1

(eAi)




2n

dΩ =
4π

2n+ 1


∑

i≥1

∑

j≥1

(AiAj)




n

.

Зокрема,

n = 0,

∫
dΩ = 4π,

n = 1,

∫
(eAi)(eAj)dΩ =

4π

3
(AiAj).
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Для n = 2:
∫

(eAi)(eAj)(eAk)(eAl) dΩ =
4π

15
[(AiAj)(AkAl)

+ (AiAk)(AjAl) + (AiAl)(AjAk)] .

Якщо Aj , j = 1, 2, . . . — орти прямокутної системи координат, то AiAj = δij .
Цi формули є корисними при усередненнi за кутами для розрахунку iнтен-
сивностi випромiнювання вищої мультипольностi.

Приклад 2. “Лiнiя 21 см”. Спектральна лiнiя атомарного водню з довжи-
ною хвилi λ = 21 см випромiнюється при M1-переходi мiж рiвнями тонкої
структури енерґетичного спектра, зумовленої взаємодiєю магнiтного момен-
ту електрона з магнiтним моментом ядра (протона). Частина гамiльтонiана,
яка вiдповiдає за цi рiвнi,

∆Ĥ = Aŝeŝp,

де ŝe, ŝp — оператори спiнiв електрона та протона, A — стала обмiнної вза-
ємодiї. Для обчислення енерґетичного спектра утворимо з повного моменту
Ĵ = ŝe + ŝp його квадрат, який є iнтеґралом руху:

Ĵ2 = ŝ
2
e + ŝ

2
p + 2ŝeŝp.

Звiдси

ŝeŝp =
1

2
(Ĵ2 − ŝ

2
e − ŝ

2
p)

i гамiльтонiан

∆Ĥ =
A

2
(Ĵ2 − ŝ2e − ŝ2p).

Тепер перша поправка до енерґiї

E(1) = 〈∆Ĥ〉,

i з урахуванням того, що квадрати операторiв спiнiв електрона i протона
дорiвнюють 3~2/4, знаходимо

E
(1)
j =

A

2
~
2

[
j(j + 1)− 3

2

]
.

Квантове число j в цiй задачi може набувати лише два значення (див. §33):
j = 0 — для антипаралельних спiнiв i j = 1 — для паралельних спiнiв. Вiдпо-
вiднi значення енерґiї є такими (рис. 55):

E
(1)
↑↓ = −3

4
~
2A, E

(1)
↑↑ =

1

4
~
2 A.

Отже, рiзниця
∆ = E

(1)
↑↑ − E

(1)
↑↓ = A~2.
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Рис. 55. Надтонке розщеплення для основного стану атома водню.

Експериментальне значення вiдповiдної частоти випромiнювання при
розщепленнi рiвня енерґiї для основного стану атома водню (n = 1, l = 0,
m = 0):

ν = ∆/2π~ = 1420405751.768 ± 0.002 Гц,

а довжина хвилi

λ ≃ 21 см.

Електричнi квадрупольнi переходи (0′–0-переходи) мiж цими рiвнями є
забороненими, тому це магнiтне дипольне випромiнювання. У виразi для вiд-
повiдної ймовiрностi переходу при врахуваннi спiну електрона необхiдно зро-
бити замiну L̂ на L̂ + 2ŝe.

“Лiнiя 21 см” вiдiграє важливу роль у радiоастрономiї, оскiльки за нею
визначають розподiл атомарного водню у Всесвiтi. Цiкаво також, що саме на
цiй довжинi хвилi проводять пошук iнших позаземних цивiлiзацiй6.

6“Лiнiю 21 см” у радiоспектрi Галактики вперше передбачив у 1944 роцi
тодi нiкому невiдомий голландський студент Гендрик ван де Гюлст у Лейденi.
Весною 1951 року її експериментально виявили Гарольд Юен i Едвард Парсел
у США, а за кiлька тижнiв — в Австралiї та Голландiї. У голландцiв, якi мали
розрахунки ван де Гюлста, перед початком спостережень виникла пожежа i
частина апаратури згорiла. Потративши час на її вiдновлення, вони прийняли
випромiнювання на три мiсяцi пiзнiше за американцiв.
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§ 64. Час життя збуджених станiв атомiв. Природна
ширина спектральних лiнiй

Знайденi вирази для iнтенсивностей випромiнювання та по-
глинання свiтла атомними системами говорять про те, що спе-
ктральнi лiнiї є безмежно вузькими i мають дельтаподiбний ха-
рактер. Тобто атом випромiнює на певнiй фiксованiй частотi ω =
(E2 −E1)/~, що вiдповiдає квантовим переходам мiж станами |1〉
та |2〉, якi ми вважаємо стацiонарними. Iншими словами, ми при-
пускали, що електрон, рухаючись в атомi, у деякому зв’язаному
станi може перебувати безмежно довго. Насправдi, стацiонарним
станом є лише основний стан атомної системи. Усi збудженi стани
є квазiстацiонарними — через певний час атом спонтанно пере-
ходить iз збуджених станiв у стани з нижчою енерґiєю i, врештi-
решт, в основний стан, якому вiдповiдає найменше значення енер-
ґiї. Час перебування атома в збудженому станi називають часом
життя цього квазiстацiонарного стану. Причиною спонтанних пе-
реходiв є взаємодiя атомної системи з нульовими коливаннями
електромагнiтного поля. Мовою класичної електродинамiки, при-
чиною спонтанних переходiв є взаємодiя заряду з полем, яке вiн
сам випромiнює, — так звана реакцiя випромiнювання. Квазiста-
цiонарнiсть збуджених станiв приводить до того, що спектральнi
лiнiї iзольованої атомної системи є не безмежно вузькими, а мають
деяку ширину, яку називають природною шириною спектральної
лiнiї. Мiжатомна взаємодiя та тепловi рухи атомiв спричинюють
подальше розширення спектральних лiнiй.

Теорiя природної ширини спектральних лiнiй є тонким i аж нi-
як не простим питанням. Почнемо з класичного розгляду. На ру-
хомий заряд, що випромiнює, дiє сила Лоренца, створена електро-
магнiтним полем самого заряду. Вираз для цiєї сили можна зна-
йти прямим обчисленням, використовуючи запiзнюючi потенцiа-
ли Лiєнара–Вiхерта для електромагнiтного поля точкового заря-
ду e. Вираз, який отримуємо для сили, що дiє на заряд, можна
розкласти в ряд за степенями 1/c (див., наприклад, В. Гайтлер.
Квантовая теория излучения. М.: ИЛ, 1956):

fL = −4

3

ε0
c2
v̇ +

2

3

e2

c3
v̈ + · · · ,
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де ε0 — власна електростатична енерґiя заряду, v — його швид-
кiсть, а крапками над лiтерами позначенi похiднi за часом. Слiд
зазначити, що цей розклад є асимптотичним.

Запишемо рiвняння руху для заряду маси m0, ураховуючи си-
лу реакцiї випромiнювання та зовнiшню силу f :

(
m0 +

4

3

ε0
c2

)
v̇ =

2

3

e2

c3
v̈+ f .

Множник бiля прискорення

m = m0 +
4

3

ε0
c2

має змiст спостережувальної маси заряду. Внутрiшня неузгодже-
нiсть класичної електродинамiки проявляється в тому, що елек-
тромагнiтна частина маси 4ε0/3c

2 для точкового заряду є вели-
чиною безмежною ε0 ∼ c2/r0, r0 → 0. Уважається, що ця безме-
жнiсть компенсується безмежнiстю, яка формується силами не-
електромагнiтного походження вm0 (наприклад, сили Казимира),
i в результатi ми спостерiгаємо скiнченну величину m.

Другий доданок у виразi для fL приводить до гальмування
руху випромiнюючого заряду. Наприклад, для квазiпружної зов-
нiшньої сили f = −mω2

0r розв’язок рiвняння руху дає загасаючi
коливання7

r(t) = r0 cos(ωt+ δ) e−γt/2

з частотою ω = ω0 − 5γ2/8ω0 i сталою загасання

γ =
2

3

e2ω2
0

mc3
.

У результатi iнтенсивнiсть поглинання енерґiї таким осцилятором
не матиме дельтаподiбного характеру в околi частоти ω0, а буде
функцiєю частоти з гострим максимумом у точцi ω0.

Перейдемо до квантового опису. Рiвняння Шрединґера для
хвильової функцiї ψ(q, t) описує, як ми знаємо, явища зворотнi
в часi: замiна t на (−t) приводить до рiвняння для комплексно

7Див. вiдступ наприкiнцi цього параграфа.
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спряженої хвильової функцiї ψ∗(q, t). Здавалось би, що воно та-
ким чином не спроможне пояснити скiнченний час життя атома в
збудженому станi, а тим самим i природну ширину спектральних
лiнiй. Однак це можливо зробити, якщо вiдбирати потрiбнi нам
розв’язки. Почнемо з простих феноменологiчних мiркувань.

Хвильову функцiю атома ψ = ψ(q, t) розкладаємо в ряд за
повною системою функцiй, що описує стацiонарнi стани:

ψ(q, t) =
∑

n

Cne
− i

~
Entψn(q),

де, згiдно з принципом суперпозицiї, коефiцiєнт |Cn|2 дорiвнює
ймовiрностi знаходження атома в станi ψn.

Для простоти розгляньмо дворiвневий атом зi станами: основ-
ним |1〉 = ψ1 i збудженим |2〉 = ψ2. У системi, що складається
iз сукупностi N таких атомiв, маємо

N2 = N |C2|2

атомiв у збудженому станi. Унаслiдок висвiчування кiлькiсть ато-
мiв у збудженому станi зменшується за законом, який природно
записати так:

−dN2

dt
= N2w2→1,

де w2→1 — iмовiрнiсть квантового переходу за одиницю часу атома
зi збудженого стану |2〉 в основний стан |1〉. Тобто ми вважаємо,
що швидкiсть зменшення числа атомiв у збудженому станi про-
порцiйна їхнiй кiлькостi в цьому станi.

Це рiвняння вже є незворотним у часi й дає

N2 = Ne−γt,

де стала загасання γ = w2→1. Звiдси випливає, що

|C2|2 ∼ e−γt

i коефiцiєнти розкладу залежать вiд часу:

C2 ∼ e−γt/2.
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У загальному випадку врахування спонтанних переходiв, коли
Cn ∼ e−γnt/2, як бачимо, приводить до того, що стацiонарних ста-
нiв

ψn(q, t) = e−
i
~
Entψn(q)

не iснує, а маємо квазiстацiонарнi стани:

ψn(q) = e−
i
~
Ent− γn

2
t,

множник з γn дає їх загасання.
Причому декремент загасання γn можна пiдрахувати як iмо-

вiрнiсть переходу зi стану n у стани, що є нижчими, тобто мають
меншi значення енерґiї. Час життя атома у збудженому станi

τn = 1/γn.

Оскiльки γn визначається як iмовiрнiсть переходу, що пропорцiй-
на до “числа фотонiв плюс одиниця”, то час життя τn залежить
ще й вiд iнтенсивностi електромагнiтного поля. Коли фотони вiд-
сутнi, то маємо лише спонтаннi переходи на нижчi рiвнi внаслi-
док взаємодiї з нульовими коливаннями поля. Очевидно, що для
основного стану, як стану з найменшою енерґiєю, величина γ0 = 0,
а τ0 = ∞ — стацiонарний стан. Цiкаво, що врахування квазiста-
цiонарностi квантових станiв формально можна здiйснити, якщо
енерґiю вважати комплексною величиною: En → En − i~γn/2.

Iнтенсивнiсть випромiнювання без урахування квазiстацiонар-
ностi станiв була пропорцiйною до дельта-функцiї δ(Ef−Ei), яка у
виразi для ймовiрностi переходу за одиницю часу wi→f забезпечує
виконання закону збереження енерґiї. Тепер, якщо при виведеннi
виразу для wi→f врахувати квазiстацiонарнi стани, то отримаємо,
замiсть дельта-функцiї, такий вираз:

δ(Ef − Ei) =
1

2π~

∫ ∞

−∞
e

i
~
(Ef−Ei)tdt

=
1

π~

∫ ∞

0
cos

[(
Ef − Ei

~

)
t

]
dt

→ 1

π~

∫ ∞

0
e−

γf+γi
2

t cos

[(
Ef − Ei

~

)
t

]
dt
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=
1

π~
Re

∫ ∞

0
e−

γf+γi
2

tei
Ef−Ei

~
tdt =

γ/2π~

ω2
fi + (γ/2)2

,

де

ωfi =
Ef − Ei

~
,

γ = γf + γi.

Отже, таке розмивання δ-функцiї приводить до того, що спе-
ктральнi лiнiї мають скiнченну ширину: дельтаподiбний профiль
замiнюється профiлем, який називають контуром Лоренца (див.
рис. 56). Ця ширина має назву “природна ширина спектральної лi-
нiї”. Отже, наслiдком квазiстацiонарностi атомних станiв є те, що
атом випромiнює не на певнiй частотi ω0, а в iнтервалi частот в
околi ω0.

Рис. 56. Профiлi атомної спектральної лiнiї: а — δ-подiбний;
б — з урахуванням квазiстацiонарностi станiв.

Для оцiнки γ у випадку дворiвневого атома скористаймось ви-
разом для iнтенсивностi спонтанного випромiнювання (див. §61),
який iз точнiстю до множника ~ω дорiвнює величинi w2→1, пiд-
сумованiй за хвильовим вектором i поляризацiєю фотона, а отже,
дорiвнює величинi γ:

γ =
I(ω)

~ω
,
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γ =
4

3

ω3

c3~
|d12|2.

Зробимо чисельну прикидку. Матричний елемент дипольного мо-
менту атома d12 ∼ ea, де “розмiри” атома a ∼ aB = ~2/me2, тому

γ

ω
≃ ω2

c3~
e2a2.

Енерґiя випромiнювання ~ω ∼ e2/a i

γ

ω
≃
(
e2

a~

)2
1

c3~
e2
(

~2

me2

)2

=

(
e2

~c

)3

.

Отже,
γ

ω
∼ α3,

де стала тонкої структури α ≃ 1/137. Таким чином, вiдношення
γ

ω
∼ 10−7.

Коли характернi частоти ω ∼ 1015 сек−1, то час життя атома в збу-
дженому станi τ ∼ 10−8 сек.

Якщо дипольнi переходи забороненi, то час життя збiльшу-
ється в (λ/a)2 разiв. Атом у збудженому станi живе протягом
∼ 10−2 сек i бiльше. Такi стани, як ми вже говорили, називають
метастабiльними.

Перейдемо тепер до побудови строгої теорiї природної ширини
спектральної лiнiї. Для розрахунку спектральної густини енерґiї
нам уже недостатньо звичайної теорiї збурень, як це робилось ра-
нiше при вивченнi процесiв поглинання й випромiнювання свiтла.
Необхiдно переформулювати теорiю збурень так, щоб розв’язок
рiвняння Шрединґера мав вигляд ∼ e−γt/2, який ми встановили
“феноменологiчним” шляхом.

Пригадаємо загальнi формули нестацiонарної теорiї збурень:

ψ(q, t) =
∑

m

Cme
− i

~
Emtψ(0)

m (q),

i~Ċm =
∑

n

CnṼmn,
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Ṽmn = eiωmntVmn.

Конкретизуємо задачу: нехай мимаємодворiвневий атомплюс
електромагнiтне поле. “Нульова” задача — це атом i поле, якi не
взаємодiють. Нехай у початковий момент часу t = 0 атом зна-
ходиться в станi |2〉 з енерґiєю E2, а фотони вiдсутнi, тобто стан
поля описується хвильовою функцiєю вакууму |0, . . . , 0〉. Кiнцевий
стан: атом знаходиться на нижньому рiвнi |1〉 з енерґiєю E1, i по-
ле характеризується хвильовою функцiєю |0, . . . , 0, 1k,α, 0, . . . , 0〉 з
наявнiстю одного фотона з хвильовим вектором k та поляризацi-
єю α.

Отже, початкова хвильова функцiя

|i〉 = |2〉|0, . . . , 0〉,

а кiнцева

|f〉 = |1〉|0, . . . , 0, 1k,α, 0, . . . , 0〉.

Нагадаймо також, що оператор збурення

V̂ = − e

mc
(Ap̂) +

e2

2mc2
A2.

У момент t = 0 коефiцiєнт Ci = 1, Cf = 0 i

ψ(q, t) = |i〉,

а при t → ∞ величина Ci → 0. Виберемо розв’язок для Ci в
такому виглядi:

Ci = e−
Γ
2
t,

де Γ — невiдома величина, яку необхiдно знайти. З наших загаль-
них формул маємо

i~Ċi =
∑

n

CnṼin,

Ṽii = 0.
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Причому пiдсумовування за промiжними iндексами n — це пiдсу-
мовування за k та α. Випишемо також рiвняння для Cf i отрима-
ємо таку систему:

i~Ċi =
∑
k,α

Cf Ṽif ,

i~Ċf = CiṼfi.

Не враховуючи в другому рiвняннi переходи “вверх” (тобто по-
глинання фотона), ми тим самим вiдбираємо розв’язки рiвнян-
ня Шрединґера, якi описують еволюцiю лише прямого переходу,
тобто вносимо в цей процес незворотнiсть у часi. Виправданням
цього може бути лише те, що взаємодiя фотона й атома з пере-
ходом атома в збуджений стан вiдбувається за дуже великий час
(порiвняно з атомним часом). Образно кажучи, фотон iз дуже ма-
лою ймовiрнiстю зустрiне знову “свiй” атом. Хоча, урештi-решт,
мандруючи Всесвiтом, вiн i провзаємодiє з цим атомом. Приклад
таких блукаючих фотонiв ми маємо — це релiктовi фотони (релi-
ктове випромiнювання)8.

Iнтеґруємо друге рiвняння з урахуванням вибраної форми роз-
в’язку для Ci:

Cf =
1

i~

∫ t

0
CiṼfi dt

′ =
1

i~

∫ t

0
e−

Γ
2
t′eiωfit

′
Vfi dt

′

=
1

i~
Vfi

e−
Γ
2
t+iωfit − 1

iωfi − Γ/2
,

де частота

ωfi =
E

(0)
f − E

(0)
i

~
=
E1 − E2 + ~ωk

~
,

E2 − E1

~
= ω0,

8Релiктове електромагнiтне випромiнювання випадково виявили в 1965 ро-
цi американськi радiоастрономи А.А.Пензiас i Р.В.Вiльсон (Нобелiвська пре-
мiя 1978 року). Вони конструювали антени з якомога меншими власними шу-
мами й дiйшли до певної межi, якої не могли понизити. Виявилось, що цей
докучливий шум i є релiктовими фотонами.
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ωfi = ωk − ω0.

Повернемось тепер до першого рiвняння системи:

i~Ċi =
∑

k,α

Vfi
i~

e−
Γ
2
t+iωfit − 1

iωfi − Γ/2
eiωif tVif .

Оскiльки Ci = e−
Γ
2
t, то з нього випливає рiвняння для невiдомої

величини Γ:

i~

(
−Γ

2

)
e−

Γ
2
t =

∑

k,α

Vfi
i~

e−
Γ
2
t+iωfit − 1

iωfi − Γ/2
eiωif tVif ,

або

Γ

2
=

1

~2

∑

k,α

|Vfi|2
1− e

Γ
2
t+iωif t

iωfi − Γ/2
.

Далi працюємо за теорiєю збурень: у правiй частинi поклада-
ємо Γ = 0, тобто застосовуємо метод iтерацiй. Маємо

Γ

2
=

1

~2

∑

k,α

|Vfi|2
1− eiωif t

iωfi
,

або
Γ

2
=

1

~2

∑

k,α

|Vfi|2
(1− cosωif t)− i sinωif t

iωfi
.

Ми розглядаємо час t → ∞, тому внесок вiд cosωif t/ωif → 0
(як швидкоосцилююча функцiя вона не дає внеску)9. Далi вико-

9“Коли Бог створив час, то Вiн створив його досить” — iрландське при-
слiв’я. Ми часто використовуємо граничний перехiд t → ∞ як математичну
операцiю. Фiзично ця безмежнiсть означає, що величина t, тобто час дiї збу-
рення, є набагато бiльшою, нiж деякий характерний для конкретної задачi
масштаб часу, наприклад, обернена частота переходу мiж квантовими стана-
ми атома. Отже, ми кожного разу припускаємо, що часу є досить, щоб забез-
печити цей граничний перехiд, i що квантова система живе довше, нiж вели-
чина характерного масштабу часу. Однак ситуацiя може бути й зовсiм iншою,
якщо мова йде про фемтосекундну (10−15 сек) чи аттосекундну (10−18 сек)
спектроскопiю, коли час тривання лазерного iмпульсу збурення є меншим,
нiж перiод коливань електромагнiтної хвилi.
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ристовуємо представлення δ-функцiї:

lim
t→∞

sinωfit

πωfi
= δ(ωfi).

Таким чином,

Γ

2
=

1

~2

∑

k,α

|Vfi|2
1

iωfi
+
π

~2

∑

k,α

|Vfi|2δ(ωfi).

Позначимо

∆E2 =
1

~

∑

k,α

|Vfi|2
1

ωif
,

γ

2
=

π

~2

∑

k,α

|Vfi|2δ(ωfi),

отже,

Γ

2
=
i

~
∆E2 +

γ

2
.

Величина

∆E2 =
∑

k,α

|Vfi|2
E2 − (E1 + ~ωk)

— це є не що iнше, як зсув рiвня енерґiї атома за рахунок взаємодiї
з полем у повнiй вiдповiдностi до загальної формули для другої
поправки стандартної теорiї збурень:

E(2)
n =

∑

m(m6=n)

|Vmn|2

E
(0)
n −E

(0)
m

.

Так само величина γ є не що iнше, як iмовiрнiсть квантового пере-
ходу за одиницю часу, пiдсумована за поляризацiями i хвильовими
векторами (а фактично за напрямками поширення) фотона:

γ =
∑

k,α

wi→f ,
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γ =
∑

k,α

2π

~
|Vfi|2δ(E2 − E1 − ~ωk).

Отже, при ввiмкненнi поля енерґетичний рiвень зсувається i по-
чатковий стан загасає:

Ci = e−
γ
2
te−

i
~
∆E2t.

Знайдемо тепер iмовiрнiсть перебування атома в станi |f〉 при
t→ ∞:

|Cf |2 =
|Vfi|2
~2

1

ω2
fi + (γ/2)2

.

Обчислюємо повну енерґiю випромiнювання:

E =
∑

k,α

~ωk|Cf |2 =
1

~2

∑

k,α

|Vfi|2~ωk

ω2
fi + (γ/2)2

.

Перейдемо вiд пiдсумовування за k до iнтеґрування й отримаємо

E =
1

~2

∑

α

V

(2π)3

∫ ∞

0
dωk

ω2
k

c3

∫
dΩ

~ωk|Vfi|2
(ωk − ω0)2 + (γ/2)2

.

Повернемось до сталої загасання:

γ =
2π

~2

∑

α

V

(2π)3

∫ ∞

0
dωk

ω2
k

c3

∫
dΩ |Vfi|2δ(ωk − ω0)

=
2π

~2

∑

α

V

(2π)3

∫
dΩ |Vfi|2

ω2
0

c3
,

матричний елемент беремо тут при ωk = ω0. Тепер енерґiя

E =
1

2π

∫ ∞

0
dωk ~ωk

γ

(ωk − ω0)2 + (γ/2)2
.

Завдяки тому, що γ є малою величиною, можемо записати:

E =
1

2π

∫ ∞

0
dω ~ω0

γ

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
,
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причому величину γ беремо при резонанснiй частотi ω0. Повна
енерґiя

E =

∫ ∞

0
Eω dω,

де спектральна функцiя Eω має вигляд контура Лоренца (див.
рис. 56б):

Eω = ~ω0
γ/2π

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
.

При γ → 0 контур Лоренца стає дельтаподiбним:

Eω = ~ω0δ(ω − ω0).

Зрозумiло, що повна енерґiя повинна дорiвнювати енерґiї фотона
~ω0:

E =

∫ ∞

0
Eω dω = ~ω0.

У цьому легко переконатись

E =

∫ ∞

0
~ω0

γ/2π

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
dω = ~ω0

∫ ∞

−ω0

γ/2π

x2 + (γ/2)2
dx

≃ ~ω0

∫ ∞

−∞

γ/2π

x2 + (γ/2)2
dx = ~ω0.

Нижню межу, зважаючи на швидке спадання пiдiнтеґральної
функцiї, ми поширили на (−∞).

Знайденi формули повнiстю збiгаються з вiдповiдними вираза-
ми феноменологiчного пiдходу i строго обґрунтовують висновки,
зробленi на їхнiй основi. Крiм того, ми побачили, яким чином, вiд-
бираючи лише певнi розв’язки зворотного в часi рiвняння Шре-
динґера, можна описувати незворотнi процеси.

Вiдступ. Пам’ять i повторюванiсть подiй.
Рiвняння загасаючого осцилятора описує цiлий ряд цiкавих явищ, i не

лише у фiзицi. Наприклад, характерною рисою бiологiчних, психологiчних i
соцiальних явищ також є їхня перiодичнiсть. Причому виняткову роль при
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цьому вiдiграє пам’ять у найширшому її розумiннi (тобто властивiсть запи-
сувати, накопичувати, зберiгати та вiдтворювати iнформацiю). Саме вона зу-
мовлює повторюванiсть тих чи iнших подiй. Значною мiрою будь-яке яви-
ще спричинюється iнформованiстю (або неiнформованiстю) про параметри,
що визначають стан системи. Iнтуїтивно зрозумiло i без знання механiзму,
який запускає процес прийняття рiшень, що вони будуть тим якiснiшими,
чим бiльшу кiлькiсть iнформацiї беруть до уваги.

Якщо через ∆ = ∆(t) позначити нестачу iнформацiї (неiнформованiсть) у
певний момент часу t, то її зменшення з часом залежить як вiд самої ∆ в цей
момент, так i вiд усiх попереднiх, тобто вiд пам’ятi:

∫ t

t0
K(t, t′)∆(t′)dt′, де t0 —

несуттєвий для нас початковий момент, а ядро K залежить вiд конкретного
механiзму пам’ятi (надалi вважаємо його сталою величиною). У лiнiйному
наближеннi за цими величинами рiвняння для зменшення ∆ в часi можемо
записати в такому виглядi:

−∆̇(t) = K

∫ t

t0

∆(t′) dt′ +K1∆(t).

Диференцiюючи його за t, отримаємо рiвняння для загасаючих коливань лi-
нiйного осцилятора:

∆̈ +K1∆̇ +K∆ = 0.

При достатньо добрiй пам’ятi, коли K > (K1/2)
2, маємо осцилюючий розв’я-

зок

∆ = ∆0e
−K1

2
t sin(ωt+ δ),

ω =
√
K − (K1/2)2,

де δ — початкова фаза, tg(ωt0 + δ) = −2ω/K1, а ∆0 знаходимо за початковим
значенням ∆(t0). Реалiстичнiше припустити, що внесок вiд далекого минулого
є меншим, нiж вiд часiв, близьких до t, i вибрати ядро K пропорцiйним,
наприклад до величини e−p(t−t′), p ≥ 0. Однак це лише перенормує частоту,
декремент загасання та початкову фазу i не вплине на якiснi висновки.

Можна наважитись за допомогою цього рiвняння зробити спробу iнтер-
претацiї деяких явищ. Наприклад, якщо пiд iнформацiєю розумiти взаємно
неґативну iнформацiю в подружньому життi, то ми знайдемо пояснення пе-
рiодичностi розлучень. Перiодичнiстю моди на будь-що в людському життi,
як i, зрештою, циклiчнiстю характерних рис у державному життi, ми також
зобов’язанi пам’ятi10.

Екстремальнi часовi точки tn величини ∆ наближено можна оцiнити з
рiвняння ωt+ δ = 2πn, n = 0, 1, 2, 3, . . . (точне рiвняння на екстремум ∆ лише
зсуває початкову фазу). Отже, tn = t0 + 2πnt∗, де t0 — деякий характерний

10“Все минає з тим, аби повернутися.” Луцiй Анней Сенека. Моральнi листи
до Луцiлiя (лист XXIV) (Переклад з латини Андрiй Содомора). Освiта, Київ,
1996.
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початковий час, а t∗ — це натуральна, тобто природна, одиниця вимiру часу:
одна доба або один рiк (величини, пов’язанi з рухом Землi), час правлiння
монарха (сумiрний iз середнiм вiком життя людини), часова дистанцiя мiж
поколiннями i т. п. Важливо, що в цих натуральних одиницях t∗ перiодичнiсть
явищ дорiвнює 2π. Читач сам може легко помiтити це число (6÷7) у багатьох
явищах.

Цiкавим є приклад з iсторiї Львова XVII столiття, як мiщани, щоб збе-
регти своє мiсто вiд руйнацiї, в цей неспокiйний час багаторазово платили
викупи з перiодом у 9 рокiв (t∗ ≃ 1.5 року).

§ 65. Квантова теорiя дисперсiї свiтла

Однiєю iз задач теорiї дисперсiї, або теорiї розсiяння свiтла,
є розрахунок залежностi показника заломлення речовини n вiд
частоти свiтла ω: n = n(ω).

Електромагнiтна хвиля, що падає на атом, iндукує в ньому
електричний дипольний момент, i в системi атомiв виникає поля-
ризацiя. Вектор поляризацiї P — це середнiй дипольний момент
тiла, розрахований на одиницю об’єму. З електродинамiки суцiль-
ного iзотропного середовища добре вiдомий зв’язок мiж вектором
поляризацiї та середнiм значенням напруженостi макроскопiчного
поля E в середовищi:

εE = E + 4πP,

де ε — дiелектрична проникнiсть. Для iзотропного тiла в лiнiй-
ному наближеннi вектор поляризацiї P пропорцiйний до вектора
напруженостi поля E :

P = αE ,

величину α називають поляризованiстю тiла. Отже,

ε = 1 + 4πα,

а з теорiї Максвелла маємо зв’язок мiж дiелектричною проникнi-
стю та показником заломлення ε = n2. Таким чином,

n2 = 1 + 4πα.
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Узагалi кажучи, цей вираз визначає показник заломлення для
розрiджених систем. Для густих систем необхiдно враховувати ло-
кальне поле, у результатi чого отримуємо добре вiдомий зв’язок:

n2 − 1

n2 + 2
=

4π

3
α

— формула Клаузiуса–Мосоттi. Для анiзотропного середовища ве-
личина α є тензором.

Для розрахунку поляризованостi α, як випливає з її означен-
ня, нам необхiдно знайти дипольний момент системи N атомiв

P =
N

V
〈d〉,

де 〈d〉 — середнє значення дипольного моменту атома

d = e r.

Для спрощення ми розглядаємо одноелектронний атом так,
що r — це радiус-вектор електрона, заряд якого e = −|e|, тому
d = −|e|r. Якщо гамiльтонiан iзольованого атома дорiвнює Ĥa, то
при наявностi поля гамiльтонiан

Ĥ = Ĥa + V̂ ,

де
V̂ = − e

mc
(Ap̂)

— оператор взаємодiї атома з полем. Ми нехтуємо в операторi
взаємодiї членом, пропорцiйним до A2, як величиною другого по-
рядку мализни.

Нехай на атом падає монохроматичне свiтло частоти ω. По-
ле вважаємо заданим, тобто в цьому випадку стан поля не змi-
нюється. Iнакше кажучи, мова не йде про операцiї знищення та
породження фотонiв, i тому векторний потенцiал A вважатиме-
мо класичною величиною. Чому i за яких умов ми маємо право
розглядати A як класичну величину? Покажемо, що, з кванто-
вомеханiчного погляду, це означає, що ми маємо макроскопiчне
число фотонiв Nk,α з частотою ω = ωk = kc, хвильовим вектором
k i поляризацiєю α. Можна говорити про своєрiдну конденсацiю
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фотонiв у цьому станi: Nk,α ≫ 1. Макроскопiчнiсть числа фото-
нiв означає, що їхня густина є величиною сталою при прямуваннi
об’єму до безмежностi, коли

Nk,α

V
= const, V → ∞.

У цьому випадку для середнiх значень добуткiв операторiв пород-
ження i знищення фотонiв маємо:

〈B̂k,αB̂
+
k,α〉 − 〈B̂+

k,αB̂k,α〉 = 1,

або, враховуючи, що Nk,α = 〈B̂+
k,αB̂k,α〉, отримаємо

〈B̂k,αB̂
+
k,α〉

V
=

1

V
+
Nk,α

V

i в межi V → ∞
〈B̂k,αB̂

+
k,α〉

V
=
Nk,α

V
= const.

Це означає, що

〈B̂k,αB̂
+
k,α〉 = 〈B̂+

k,αB̂k,α〉
i, таким чином, оператори породження та знищення комутують
мiж собою, а отже, їх можна розглядати як класичнi величини:
B̂k,α ∼

√
Nk,α, B̂+

k,α ∼
√
Nk,α. Ми доходимо висновку, що при

макроскопiчному заповненнi фотонами певного стану (k, α) еле-
ктромагнiтне поле можна описувати класичною мовою. Оператор
векторного потенцiалу для вiдповiдної моди поля

A =

√
2πc2~

V ωk
ek,α

{
eikrB̂k,α + e−ikrB̂+

k,α

}

записуємо з урахуванням часової залежностi вiд гайзенберґiвсь-
кого зображення операторiв B̂k,α = eiδ

√
Nk,αe

−iωt, B̂+
k,α =

e−iδ
√
Nk,αe

iωt (δ — деяка початкова фаза) як класичну величину:

A =
A0

2
e−iωt +

A∗
0

2
eiωt,
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A0 = 2eiδ
√

2πc2~Nk,α

V ω
ek,αe

ikr.

Ми розглядаємо випадок дипольного наближення, коли довжина
хвилi

λ ∼ 1000 Å, kr ∼ ka = 2πa/λ ≪ 1,

де a — довжина порядку лiнiйних розмiрiв атома.
Тому eikr ≃ 1+ · · ·, i отже, в довгохвильовому наближеннi ам-

плiтуда хвилi A0 не мiняється, якщо r змiнюється в межах атома.
Таким чином, величину A0 вважаємо сталою.

Нехай

ψ(0)
n (r, t) = e−

i
~
E

(0)
n tψ(0)

n (r)

є хвильовою функцiєю n-го стацiонарного стану iзольованого ато-
ма. Хвильову функцiю атома в електромагнiтному полi шукаємо
за нестацiонарною теорiєю збурень. У першому наближеннi

ψn(r, t) = ψ(0)
n (r, t) +

∑

k(k 6=n)

C
(1)
kn ψ

(0)
k (r, t),

C
(1)
kn =

1

i~

∫
Ṽkn(t)dt =

1

i~

∫
Vkn(t)e

iωknt dt,

ωkn =
E

(0)
k − E

(0)
n

~
,

а матричний елемент оператора збурення

Vkn(t) = 〈k|V̂ |n〉 = − e

mc
〈k|Ap̂|n〉 = − e

mc
A〈k|p̂|n〉 = − e

mc
Apkn.

Будемо шукати середнє значення дипольного моменту атома для
n-го квантового стану:

〈d〉 = dnn = 〈n|d|n〉 =
∫
ψ∗
n(r, t)erψn(r, t) dr

= d(0)
nn +

∑

k(k 6=n)

[
C

(1)
kn ernke

iωnkt + C
(1)∗
kn erkne

iωknt
]
+ . . .

548



Тут крапками позначено доданок, пропорцiйний до квадрата C(1)
kn .

Оскiльки ми працюємо в лiнiйному наближеннi за оператором збу-
рення V̂ i не беремо в ньому до уваги член, пропорцiйний до A2,
то очевидно, що i квадратичний доданок за C(1)

kn у виразi для 〈d〉,
як величину другого порядку мализни, надалi не враховуємо. Се-
реднє значення дипольного моменту незбуреного атома d

(0)
nn є ста-

лою величиною i для хвильових функцiй певної парностi, як ми
бачили в теорiї ефекту Штарка, дорiвнює нулевi, d(0)

nn = 0. Крiм
того, ми цiкавимось лише дипольним моментом, iндукованим зов-
нiшнiм полем. Таким чином,

dnn =
∑

k(k 6=n)

[
ernkC

(1)
kn e

iωnkt + к.с.
]
,

де через “к.c.” позначена величина, комплексно спряжена до пер-
шого члена. Далi знаходимо

C
(1)
kn =

1

i~

(
− e

mc

) ∫
eiωknt

{
(A0pkn)

2
e−iωt +

(A∗
0pkn)

2
eiωt
}
dt

=
1

i~

(
− e

mc

){ (A0pkn)

2

eiωknt−iωt

i(ωkn − ω)
+

(A∗
0pkn)

2

eiωknt+iωt

i(ωkn + ω)

}
+ 0.

Ми тут опустили сталу iнтеґрування (позначену нулем), тобто
внесок вiд нижньої межi t0, уважаючи, що збурення при t = t0
дорiвнює нулевi. Можна скористатись i так званою адiабатичною
гiпотезою, згiдно з якою вмикання збурення вiдбувається посту-
пово: вiд нуля в далекому минулому, t0 = −∞, до його скiнченного
значення в момент часу t. Тепер

dnn =
e2

mc~

∑

k(k 6=n)

{
rnk

[
(A0pkn)

2
e−iωt 1

ωkn − ω

+
(A∗

0pkn)

2
eiωt

1

ωkn + ω

]
+ к.с.

}

=
e2

~mc

∑

k(k 6=n)

{
e−iωt

2

[
rnk(A0pkn)

ωkn − ω
+

r∗nk(A0p
∗
kn)

ωkn + ω

]
+ к.с.

}
.
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Перепишемо цей вираз через амплiтуду напруженостi електрично-
го поля замiсть амплiтуди векторного потенцiалу A0. Для цього
нагадаємо, що

E = −1

c
Ȧ = −1

c

{
−iωA0

2
e−iωt + iω

A∗
0

2
eiωt
}
.

Отже,

E =
E0

2
e−iωt +

E
∗
0

2
eiωt,

де амплiтуда напруженостi

E0 =
iωA0

c
, A0 = E0

c

iω
.

Крiм того,

pkn = mṙkn = imωknrkn

i

r∗kn = rnk.

З уваги на це,

dnn =
e2

~

∑

k(k 6=n)

{
e−iωt

2

ωkn

ω

[
rnk

(E0rkn)

ωkn − ω
− rkn

(E0rnk)

ωkn + ω

]
+ к.с.

}
.

Розпишемо тепер вектори за компонентами i праву частину цiєї
рiвностi зобразимо як подвоєну дiйсну частину:

dµnn = Re



e

−iωt
∑

ν

e2

~

∑

k(k 6=n)

ωkn

ω

[
xµnkx

ν
kn

ωkn − ω
− xµknx

ν
nk

ωkn + ω

]
Eν
0



 ,

причому iндекси ν, µ = (x, y, z).
Уведемо означення тензора атомної поляризованостi βµν :

dµnn = Re

{∑

ν

βµνe
−iωtEν

0

}
.

550



Отже, виходить, що

βµν =
e2

~

∑

k(k 6=n)

ωkn

ω

{
xµnkx

ν
kn

ωkn − ω
− xµknx

ν
nk

ωkn + ω

}
,

а тензор поляризованостi системи:

αµν =
N

V
βµν .

Розглянемо найпростiший випадок, коли координатнi осi
напрямленi вздовж головних осей тензора поляризованостi, βµν ∼
δµν :

βxx =
e2

~

∑

k(k 6=n)

ωkn

ω
|xnk|2

(
1

ωkn − ω
− 1

ωkn + ω

)
,

або

βxx = 2
e2

~

∑

k(k 6=n)

ωkn|xnk|2
ω2
kn − ω2

.

Якщо в цьому виразi x замiнити на y, отримаємо βyy, а замiна x
на z дає βzz. Уведемо величину, яку називають “сила осцилятора”:

fkn =
2mωkn

~
|xkn|2.

Тодi

βxx =
e2

m

∑

k(k 6=n)

fkn
ω2
kn − ω2

.

Для iзотропного розрiдженого середовища, з якого ми починали
наш розгляд, поляризованiсть є скаляром β = βxx = βyy = βzz, i
ми отримуємо для показника заломлення11:

n2 = 1 +
4πe2N

mV

∑

k(k 6=n)

fkn
ω2
kn − ω2

.

11Сподiваємось, що читач не буде плутати нумерацiю хвильової функцiї по-
чаткового стану значком n iз позначенням показника заломлення лiтерою n.
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Цей вираз повнiстю вiдповiдає класичнiй формулi для показника
заломлення, причому величину fkn теж називають силою осци-
лятора, яка має змiст кiлькостi оптичних електронiв iз власною
частотою коливань ωkn. Дослiд показував, однак, що це число
є меншим за одиницю. Квантова механiка дає просте пояснення
цьому. Величини fkn у квантовiй механiцi вже не є цiлими числа-
ми, крiм того, вони можуть бути як додатними, так i вiд’ємними
числами залежно вiд знака частоти переходу ωkn. Легко довести,
що їхня сума за першим iндексом дорiвнює одиницi. Справдi,
∑

k

fkn =
∑

k

2m

~
ωkn|xkn|2 =

∑

k

m

~
(ωknxknxnk − ωnkxnkxkn)

=
∑

k

1

i~
(xnkpkn − pnkxkn) =

1

i~
〈n|xp̂ − p̂x|n〉 = 〈n|n〉 = 1,

тут p̂ є x-компонентою оператора iмпульсу електрона.
Отже, ми отримали так зване правило сум для сил осциляторiв

(теорема Томаса–Райхе–Куна):
∑

k

fkn = 1.

На рис. 57 зображена частотна залежнiсть показника залом-
лення в дiлянцi резонансних частот для додатної (fkn > 0) дис-
персiї та вiд’ємної (fkn < 0), коли атом знаходиться в збудженому

станi: E(0)
k < E

(0)
n . Якщо атом перебуває в основному станi, то

очевидно всi fkn > 0.
Цiкаво, що коли атоми середовища моделювати гармонiчними

осциляторами з частотою ω0, то показник заломлення пiсля пiд-
сумовування за iндексом кiнцевих станiв k набирає класичного
вигляду (без явища вiд’ємної дисперсiї)12:

n2 = 1 +
4πe2N

mV

1

ω2
0 − ω2

.

Коли система атомiв знаходиться в термодинамiчно рiвнова-
жному станi при температурi T , то ймовiрнiсть перебування атома

12Сили осцилятора розраховано в прикладi до цього параграфа.
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Рис. 57. Поведiнка показника заломлення в дiлянцi резонансних частот:
а — додатна дисперсiя; б — вiд’ємна дисперсiя.

в початковому станi з енерґiєю E
(0)
n задається розподiлом Боль-

цмана

ρn =
e−E

(0)
n /T

Z
,

де статистична сума

Z =
∑

n

e−E
(0)
n /T .

За означенням, термодинамiчне середнє iндукованого полем ди-
польного моменту

〈d〉 =
∑

n

ρndnn.

Для поляризованостi α тепер знаходимо:

α =
N

V

e2

m

∑

n

ρn
∑

k(k 6=n)

fkn
ω2
kn − ω2

.

Звiдси можна отримати температурну залежнiсть для показника
заломлення.

В околi резонансних частот ω = ωkn одержанi вирази, як ба-
чимо, не працюють, оскiльки в знаменнику отримуємо нулi. При-
чина цього полягає в тому, що ми розглядаємо атомнi стани як
стацiонарнi.
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Для того щоб працювати в околi резонансної частоти, ми му-
симо взяти до уваги час життя атомiв у збуджених станах, ураху-
вавши, що немає стацiонарних станiв, а є лише квазiстацiонарнi.
Це легко зробити замiною стацiонарних станiв квазiстацiонарни-
ми, а саме:

ψ(0)
n (r, t) = e−

i
~
E

(0)
n tψn(r)

на

ψ(0)
n (r, t) = e−

i
~
E

(0)
n t− γn

2
tψn(r) = e−

i
~
(E

(0)
n −i~γn/2)tψn(r),

та для спряжених функцiй

ψ
(0)∗
k (r, t) = e

i
~
E

(0)
k tψ∗

k(r)

на

ψ
(0)∗
k (r, t) = e

i
~
E

(0)
k t− γk

2
tψ∗

k(r) = e
i
~
(E

(0)
k +i~γk/2)tψ∗

k(r),

де γk, γn — сталi загасання для станiв з iндексами k та n. У ре-
зультатi, повторивши попереднi викладки, для атомної поляризо-
ваностi знаходимо

βxx =
e2

~

∑

k(k 6=n)

ωkn

ω
|xkn|2

(
1

ωkn − ω − i(γ/2)
− 1

ωkn + ω + i(γ/2)

)
,

де γ = γk + γn.
Зрозумiло, що β i α в цьому випадку є комплексними величи-

нами:

α = α′ + iα′′,

α′ =
e2N

2mωV

∑

k(k 6=n)

fkn

[
ωkn − ω

(ωkn − ω)2 + (γ/2)2
− ωkn + ω

(ωkn + ω)2 + (γ/2)2

]
,

α′′ =
πe2N

2mωV

∑

k(k 6=n)

fkn

[
γ/2π

(ωkn − ω)2 + (γ/2)2
+

γ/2π

(ωkn + ω)2 + (γ/2)2

]
.

554



Комплексним є i показник заломлення

n = n′ + in′′,

n2 = 1 + 4π(α′ + iα′′),

(n′)2 − (n′′)2 = 1 + 4πα′,

n′′ =
2πα′′

n′
.

Як бачимо, в околi резонансної частоти величини α′ та α′′, а з
ними й показник заломлення, мають скiнченнi значення.

Комплексний характер показника заломлення легко iнтерпре-
тувати. У мiру проходження свiтла через речовину його iнтенсив-
нiсть зменшується. Якщо свiтло поширюється, наприклад, уздовж
осi z, то амплiтуда хвилi пропорцiйна до

eikz = ei
ω
v
z = ei

ω
c
zn = ei

ω
c
zn′
e−

ω
c
zn′′

,

де v = c/n — швидкiсть поширення свiтла в середовищi. Звiдси
можна знайти коефiцiєнт поглинання свiтла для середовища через
n′′. Справдi, iнтенсивнiсть свiтла I, яка пропорцiйна до квадрата
модуля амплiтуди хвилi, експоненцiально спадає зi збiльшенням z:

I = I0e
−κz,

де I0 — iнтенсивнiсть падаючого на речовину свiтла в точцi z = 0,
а величина

κ =
2ω

c
n′′

має змiст коефiцiєнта поглинання свiтла. Отже,

κ =
4πωα′′

n′c
або, пiдставляючи явний вигляд уявної частини поляризованостi,
маємо:

κ| =
2π2e2N

mcn′V

×
∑

k(k 6=n)

fkn

{
γ/2π

(ωkn − ω)2 + (γ/2)2
+

γ/2π

(ωkn + ω)2 + (γ/2)2

}
.

555



Урахування температурної залежностi здiйснимо, якщо по-
множимо цей вираз на ймовiрнiсть реалiзацiї початкового стану ρn
i пiдсумуємо за iндексом n. При цьому в другому доданку “нiмi”
iндекси пiдсумовування помiняємо мiсцями i з урахуванням того,
що

ωkn = −ωnk, fkn = −fnk,

ρk/ρn = e−~ωkn/T ,

остаточно знаходимо:

κ =
2π2e2N

mcn′V

∑

n

∑

k(k 6=n)

ρn(1− e−~ωkn/T )fkn
γ/2π

(ωkn − ω)2 + (γ/2)2
.

Якщо частота ω близька до резонансної, то з усiєї суми важливим
є лише один доданок, який називається коефiцiєнтом поглинання
в спектральнiй лiнiї:

κ =
2π2e2N

mcn′V
ρn(1− e−~ω/T )fkn

γ/2π

(ωkn − ω)2 + (γ/2)2
.

Другий доданок, який зменшує поглинання, ураховує внесок у ви-
промiнювання спонтанних переходiв зi збуджених станiв атомiв.
Цей внесок, як правило, несуттєвий, унаслiдок того, що ~ω/T ≫ 1.
Як бачимо, профiль коефiцiєнта поглинання збiгається з профi-
лем спектральної лiнiї i має лоренцiвський характер. Площа пiд
цим контуром, тобто iнтеґрал за ω, є пропорцiйною до сили осци-
лятора, що дозволяє її експериментально визначити через вимi-
рювання коефiцiєнта поглинання13.

Приклад. Сила осцилятора лiнiйного гармонiчного осцилятора. За озна-
ченням,

fkn =
2m

~
ωkn|xkn|2,

13Послiдовне виведення виразу для коефiцiєнта поглинання шляхом побу-
дови кiнетичного рiвняння для фотонiв подано в пiдручнику: I. О. Вакарчук.
Теорiя зоряних спектрiв. Львiв: Львiвський нацiональний унiверситет iменi
Iвана Франка, 2002, де наведено також розрахунок сил осциляторiв для во-
дневоподiбних атомiв, сталої загасання γ, коефiцiєнта розсiяння, необхiдних
для дослiдження структури контурiв спектральних лiнiй атома.
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а далi беремо з §22 вираз для матричного елемента оператора координати

xkn =

√
~

2mω
(
√
n δk,n−1 +

√
n+ 1 δk,n+1)

i пiдносимо його до квадрата:

|xkn|2 =
~

2mω
[nδk,n−1 + (n+ 1)δk,n+1] ,

перехресний доданок, зрозумiло, дає нуль. Ураховуючи, що ωn−1,n = −ω, а
ωn+1,n = ω, маємо остаточно

fkn = (n+ 1)δk,n+1 − nδk,n−1.

Перевiримо правило сум:
∑

k

fkn = (n+ 1)− n = 1,

а пiдсумовування за другим iндексом дає
∑

n

fkn = (k − 1) + 1− (k + 1) = −1,

як i повинно бути.

§ 66. Фотоефект

Система заряджених частинок, якi перебувають у зв’язано-
му станi, при поглинаннi фотонiв достатньо високої енерґiї може
розпадатись. Наприклад, таким явищем є розщеплення ядер при
поглинаннi фотона, яке має назву фоторозщеплення, а виривання
електронiв з атома пiд дiєю фотона називають фотоелектричним
ефектом, або просто — фотоефектом. Процесом, зворотним до фо-
тоефекту (фотойонiзацiї), є радiацiйна рекомбiнацiя електрона та
йонiзованого атома: при зiткненнi електрона з йоном система пе-
реходить у зв’язаний збуджений стан iз наступними переходами
з випромiнюванням фотонiв у стани з усе нижчими значеннями
енерґiї аж до основного стану.

Розгляньмо задачу розрахунку ймовiрностi фотоефекту. Не-
хай електрон в атомi (див. рис. 58) перебуває в |1s〉-станi з енер-
ґiєю E1s (за класифiкацiєю рентґенiвських термiв — це K-
оболонка), а стан електромагнiтного поля задається амплiтудою
|0, . . . , 0, Nk,α = 1, 0, . . .〉, яка описує наявнiсть одного фотона

557



Рис. 58. Квантовi переходи при фотоефектi.

з енерґiєю ~ωk, хвильовим вектором k i поляризацiєю α так, що по-
чатковий стан системи “атом плюс поле”

|i〉 = |1s〉|0, . . . , 0, Nk,α = 1, 0, . . .〉.

Кiнцевий стан системи |f〉 описує вакуумний стан поля й еле-
ктрон у незв’язаному станi з енерґiєю p2/2m. Причому вважати-
мемо хвильову функцiю електрона в нульовому наближеннi пло-
скою хвилею. Це означає, що взаємодiю електрона з йоном ми роз-
глядаємо як мале збурення, тобто швидкiсть електрона вважаємо
великою. Отже, енерґiя фотона є великою в порiвняннi з енерґiєю
йонiзацiї. У загальному випадку ми повиннi брати для електрона
точну хвильову функцiю неперервного спектра. Таким чином:

|f〉 = |p〉|0, . . . , 0, . . .〉,
де хвильова функцiя електрона в кiнцевому станi:

|p〉 = 1√
V
eipr/~.

Випишiмо вiдповiднi енерґiї:

E
(0)
i = E1s + E0 + ~ωk,

E
(0)
f =

p2

2m
+ E0,
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E0 — енерґiя вакууму електромагнiтного поля.
У загальному виразi для ймовiрностi квантового переходу за

одиницю часу

wi→f =
2π

~
|〈f |V̂ |i〉|2 δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

)

в матричний елемент оператора взаємодiї дає внесок лише перший
доданок:

V̂ = − e

mc
(Ap̂),

оскiльки розглядаємо однофотонний перехiд. Цей матричний еле-
мент ми розраховували, обчислюючи iнтенсивнiсть випромiнюва-
ння й поглинання свiтла в §61. Тому, не повторюючи цих викла-
док, виписуємо результат:

wi→f =
2π

~

( e

mc

)2 2πc2~
V ωk

∣∣∣〈p|eikr(ek,αp̂)|1s〉
∣∣∣
2

× δ

(
p2

2m
− ~ωk −E1s

)
.

Дельта-функцiя забезпечує виконання закону збереження енерґiї:

p2

2m
− ~ωk − E1s = 0,

де E1s — це енерґiя йонiзацiї атома, або робота виходу I, узята
з оберненим знаком, E1s = −I. Отже, ми отримуємо закон фото-
ефекту, який установив Айнштайн у 1905 роцi:

~ωk =
p2

2m
+ I.

Пiдсумуймо вираз для ймовiрностi переходу за всiма можли-
вими iмпульсами електрона, що вилiтає з атома:

w =
∑

p

wi→f .
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Якщо цю величину подiлити на густину падаючого потоку фото-
нiв (фотон у нас один) j = c/V , то ми отримуємо повний перерiз
фотоефекту

σ =
w

j
.

Перейдемо стандартним чином у рiвняннi для w вiд пiдсумовува-
ння за p до iнтеґрування:

σ =
V

c

V

(2π~)3

∫
wi→fdp.

Уведемо для iнтеґрування сферичну систему координат:

σ =

∫
dΩ

V

c

V

(2π~)3

∫ ∞

0
p2wi→f dp.

Звiдси знаходимо диференцiальний перерiз фотоефекту:

dσ

dΩ
=
V

c

V

(2π~)3

∫ ∞

0
p2wi→f dp.

Нам залишилось обчислити матричний елемент

〈p|eikr(ek,αp̂)|1s〉 =
(
〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p〉

)∗
.

Цю рiвнiсть отримуємо iнтеґруванням частинами та з урахуван-
ням умови поперечностi поля (ek,αk) = 0. Тепер

〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p〉 =
∫

e−r/a

√
πa3

e−ikr(ek,αp̂)
1√
V
eipr/~dr

=
1√
πa3V

(ek,αp)

∫
e−r/aeirq dr =

(ek,αp)√
πa3V

8πa3

(1 + a2q2)2
,

де q = p/~ − k — iмпульс передачi. Ми скористались явним ви-
разом для |1s〉-стану водневої задачi (a = aB = ~2/me2), а також
тим, що плоска хвиля є власною функцiєю оператора iмпульсу p̂.
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Пiдставмо цей матричний елемент у вираз для диференцiаль-
ного перерiзу i виконаймо, завдяки δ-функцiї, iнтеґрування за iм-
пульсом p:

dσ

dΩ
=

V

c

V

(2π~)3
2π

~

( e

mc

)2 2πc2~
V ω

(ek,αp)
2

πa3V

× (8πa3)2

(1 + q2a2)4
p2

p/m
,

причому пам’ятаймо, що iмпульс p та частота ω пов’язанi рiвня-
нням Айнштайна для фотоефекту. Отже, остаточний вираз для
диференцiального перерiзу фотоефекту є таким:

dσ

dΩ
= 32

e2

mcω~3
a3p

(ek,αp)
2

(1 + q2a2)4
.

Дослiдимо цей вираз, виконуючи спочатку ряд елементарних пе-
ретворень:

a2q2 = a2
(p
~
− k

)2
= a2

(p
~

)2
+ a2k2 − 2a2

pk

~
cos θ,

тут cos θ = cos(p̂,k). Далi, використовуючи рiвняння Айнштайна
i вираз для енерґiї йонiзацiї для |1s〉-стану атома водню

I =
e2

2a
=

~2

2ma2
=
me4

2~2
,

маємо:

1 + q2a2 = 1 + a2
(p
~

)2
+ a2k2 − 2pka2

~
cos θ

=
~ω

I

(
1 +

~ω

2mc2
− v

c
cos θ

)
,

де v = p/m — швидкiсть фотоелектрона. Оскiльки ми розгляда-
ємо нерелятивiстський випадок ~ω ≪ mc2, то для диференцiаль-
ного перерiзу знаходимо:

dσ

dΩ
= 32

e2

mcω~3
a3p

(ek,αp)
2

(1− v
c cos θ)

4

(
I

~ω

)4

.
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Одиничний вектор поляризацiї ek,α спрямуймо вздовж осi x,
а хвильовий вектор k — уздовж осi z. У сферичних координатах
x-компонента iмпульсу електрона

px = (ek,αp) = p sin θ cosϕ,

де ϕ — азимутальний кут. Остаточно

dσ

dΩ
= 64

e2

~c
a2
(ap
~

)3( I

~ω

)5 sin2 θ cos2 ϕ
(
1− v

c cos θ
)4 .

Отже, як не парадоксально, найiмовiрнiше, що електрон вилiтає
в напрямку поляризацiї фотона (θ = π/2, ϕ = 0). У напрямку
поширення фотона (θ = 0) iмовiрнiсть вильоту фотоелектрона
дорiвнює нулевi. Знаменник у виразi диференцiального перерiзу
збiльшує ймовiрнiсть вильоту електрона вперед зi збiльшенням
його швидкостi.

При великих енерґiях кванта p ≃
√
2m~ω i диференцiаль-

ний перерiз dσ/dΩ ∼ (I/~ω)7/2. Повний перерiз розсiяння (при
v/c≪ 1) отримаємо iнтеґруванням за кутами:

σ =
256

3
πa2

e2

~c

(
I

~ω

)5(
~ω

I
− 1

)3/2

, ~ω ≥ I,

σ = 0, ~ω < I.

Повний перерiз фотоефекту σ дає змогу знайти коефiцiєнт по-
глинання електромагнiтного випромiнювання. Але це лише один
iз механiзмiв поглинання. Пiд час проходження електромагнiтно-
го випромiнювання через речовину його iнтенсивнiсть зменшує-
ться внаслiдок процесiв як поглинання, так i розсiювання. Iснує
так зване селективне поглинання, або поглинання в лiнiї, яке вiд-
бувається на певнiй частотi при переходi мiж дискретними рiв-
нями квантової системи (див. попереднiй параграф), i неперервне
поглинання. Поглинання в неперервному спектрi зумовлене трьо-
ма процесами: фотоефектом, комптонiвським розсiянням на вiль-
них електронах та утворенням електронно-позитронних пар. Кое-
фiцiєнт поглинання, що має розмiрнiсть оберненої довжини, скла-
дається iз суми трьох вiдповiдних доданкiв, кожен з яких дорiв-
нює добутковi ефективного перерiзу процесу на кiлькiсть атомiв
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в одиницi об’єму. Внесок у коефiцiєнт поглинання фотоелектри-
чного ефекту для N атомiв з урахуванням того, що K-оболонка
мiстить два електрони, дорiвнює

κ =
N

V
2σ =

512

3
πa2

e2

~c

N

V

(
~ω

I
− 1

)3/2( I

~ω

)5

, ~ω ≥ I,

κ = 0, ~ω < I.

Залежнiсть величини κ вiд частоти ω зображена на рис. 59.

Рис. 59. Залежнiсть коефiцiєнта поглинання електромагнiтного випро-
мiнювання вiд частоти.

Ми розглянули явище фотоефекту на окремому iзольованому
атомi. Для системи атомiв фотоелектрон у кiнцевому станi зна-
ходиться в полi не лише власного йона, а взаємодiє з усiма нав-
колишнiми атомами чи йонами, i його хвильова функцiя, вiдпо-
вiдно до принципу суперпозицiї, є лiнiйною комбiнацiєю плоских
хвиль, “центрованих” на оточуючих частинках ∼ exp[ik(Rj − r)],
де Rj — координата j-ого атома оточення. Зрозумiло, що го-
ловну роль вiдiграє найближче оточення. Отже, диференцiаль-
ний перерiз розсiяння й коефiцiєнт поглинання, якi визнача-
ються квадратом модуля матричного елемента, залежатимуть
вiд взаємного розташування частинок, що оточують цей атом:
κ ∼∑ exp[ik(Rj −Rl)]. Це спричинює осцилюючий характер за-
лежностi коефiцiєнта поглинання вiд частоти ω = kc (рис. 59),
що дає змогу визначати просторову структуру найближчого ото-
чення атома, з якого вилiтає фотоелектрон. На цьому ґрунтується
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вимiрювання структури методом EXAFS-спектроскопiї (extended
X-ray absorption fine structure) за протяжною тонкою структурою
спектрiв рентґенiвського поглинання. Цей метод разом iз метода-
ми рентґенiвської та нейтронної дифракцiї дає змогу розшифро-
вувати складнi структури не лише твердих тiл, а, зокрема, й орга-
нiчних молекул. Крiм того, EXAFS-метод дозволяє також прямо
вимiрювати потенцiал електрон-йонної взаємодiї в конденсованих
тiлах.

Приклад. EXAFS-спектроскопiя. Оцiнимо зсув коефiцiєнта поглинання
атома κ, зумовлений збуренням частинок середовища, для частот, далеких
вiд краю поглинання ω ≫ I/~.

Розраховуємо потрiбний нам для обчислення κ матричний елемент
〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p), де круглими дужками |p) ми позначаємо хвильову фун-
кцiю кiнцевого стану електрона, який перебуває не лише в полi “свого” атома,
а й в оточеннi збурюючих частинок. За теорiєю збурень (див. §45), хвильова
функцiя у першому наближеннi

|p) = |p〉 +
∑

p′

(p′ 6=p)

〈p′|W |p〉
p2/2m − p′2/2m

|p′〉,

де |p〉 — хвильова функцiя електрона на iзольованому атомi з номером a
i координатою Ra, ми вважаємо, що |p〉 та |p′〉 є плоскими хвилями; W
— енерґiя взаємодiї електрона (з координатою r вiдносно ядра “свого” ато-
ма) з навколишнiми частинками. Для односортної системи величина W =∑

j≥1 w(|r+Ra −Rj |), w — так званий екранований псевдопотенцiал взаємо-
дiї електрона з йонами, розташованими в точках Rj .

Отже, матричний елемент

〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p) = 〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p〉

+
∑

p′

(p′ 6=p)

〈p′|W |p〉
p2/2m− p′2/2m

〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p′〉.

Згiдно з означенням, коефiцiєнт поглинання пропоцiйний квадратовi модуля
цього матричного елемента. Нас цiкавлять великi значення хвильового векто-
ра k = ω/c, тому з-пiд знака суми за p′ можна винести матричний елемент
〈1s|e−ikr(ek,αp̂)|p′〉 при p′ = p. Справдi, як видно з його явного вигляду, на-
веденого в текстi, при ~k ≫ p′ цей матричний елемент ∼ (ek,αp

′)/ω4. А з
огляду на те, що головний внесок при пiдсумовуваннi даватимуть вектори p′,
близькi до p (знаменник близький до нуля), то замiна p′ на p є правомiрною.
Допитливий Читач, зробивши детальнiший аналiз внеску кутової залежностi
величини (ek,αp

′) в цей матричний елемент, зможе переконатись, що пiсля
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iнтеґрування за кутами отримаємо результат, еквiвалентний замiнi p′ на p.
Тепер коефiцiєнт поглинання:

κ ≃ κ0

∣∣∣∣∣∣
1 +

∑

p′

(p′ 6=p)

〈p′|W |p〉
p2/2m− p′2/2m

∣∣∣∣∣∣

2

,

де κ0 — коефiцiєнт поглинання iзольованого атома, виписаний в основному
текстi цього параграфа. З урахуванням того, що хвильову функцiю |p) ми
взяли в першому наближеннi за енерґiєю збурення W , з тiєю ж точнiстю
потрiбно брати i κ, i у зв’язку з цим для вiдносного зсуву коефiцiєнта погли-
нання знаходимо

χ(p) =
κ − κ0

κ0
= 2Re

∑

p′

(p′ 6=p)

〈p′|W |p〉
p2/2m − p′2/2m

.

Матричний елемент

〈p′|W |p〉 =
∑

j≥1

∫
e−ip′r/~

√
V

w(|r+Ra −Rj |)e
ipr/~

√
V

dr

=
wq

V

∑

j≥1

eiq(Ra−Rj),

wq =

∫
e−iqRw(R) dR,

~q = p′ − p — iмпульс передачi. Узявши до уваги те, що видiлений атом
iз номером a є будь-яким з усiєї сукупностi, цей матричний елемент можна,
пiдсумувавши за a (a 6= j) i подiливши на кiлькiсть атомiв N , записати так:

〈p′|W |p〉 = wq(Sq − 1),

де структурний фактор конденсованого тiла

Sq = |ρq |2, ρq =
1√
N

N∑

j=1

e−iqRj .

Тепер,
χ(p) = 2Re

1

V

∑

p′

(p′ 6=p)

wq(Sq − 1)

p2/2m − p′2/2m
.

Переходимо вiд пiдсумовування за p′ до iнтеґрування за q у сферичних ко-
ординатах, направляючи вiсь z уздовж вектора p, i пiсля iнтеґрування за
азимутальним кутом отримуємо

χ(p) = −2Re
1

(2π)3
2π

~2

∞∫

0

q2 dq wq(Sq − 1)

1∫

−1

1

q2/2m+ pqx/m
dx,
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де x = cos θ, θ — кут мiж векторами q та p/~. Iнтеґруючи далi за x, остаточно
знаходимо

χ(p) = − m

2π2~p

∞∫

0

qwq(Sq − 1) ln

∣∣∣∣
q + 2p/~

q − 2p/~

∣∣∣∣ dq.

Оскiльки основний внесок в iнтеґрал дає точка q0 = 2p/~, то залежнiсть вели-
чини χ(p) вiд частоти випромiнювання ω (пригадаймо, що p =

√
2m(~ω − I))

“вiдслiдковує” осциляцiйний характер структурного фактора Sq. Отже, за вi-
домими величинами wq та χ(p) звiдси можна знайти структурний фактор, що
й використовують в EXAFS-спектроскопiї.

Видiлимо особливу точку q0 = 2p/~, використовуючи такий iнтеґрал:

∞∫

0

1

q
ln

∣∣∣∣
q + 2p

q − 2p

∣∣∣∣ dq =
π2

2
.

Цей вираз, попередньо помножений на q20wq0(Sq0 − 1), додамо й вiднiмемо у
правiй частинi рiвняння для χ(p), i знайдемо:

χ(p) = −mp
~3

wq0(Sq0 − 1)− m

2π2~p

×
∞∫

0

[
q2wq(Sq − 1)− q20wq0(Sq0 − 1)

]
1

q
ln

∣∣∣∣
q + 2p/~

q − 2p/~

∣∣∣∣ dq.

Ми очiкуємо, що головним тут є перший неiнтеґральний доданок. Це рiвняння
дає також змогу при вiдомiй залежностi вiдносного зсуву коефiцiєнта погли-
нання вiд частоти та визначеного з незалежних експериментiв структурного
фактора знайти коефiцiєнт Фур’є екранованого псевдопотенцiалу електрон–
йонної взаємодiї.



ГЛА ВА X

РЕЛЯТИВIСТСЬКА КВАНТОВА МЕХАНIКА

§ 67. Рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока

Хвильове рiвняння Шрединґера, як уже ми зазначали, не опи-
сує релятивiстських ефектiв, коли швидкостi частинок великi й
сумiрнi зi швидкiстю свiтла. Це видно iз самого рiвняння

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

де в найпростiшому випадку для частинки з потенцiальною енер-
ґiєю U = U(x, y, z) гамiльтонiан

Ĥ =
p̂2

2m
+ U = − ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
+ U(x, y, z; t).

По-перше, координати x, y, z i час t, що є рiвноправними в ре-
лятивiстськiй теорiї, у це рiвняння входять украй несиметрично.
По-друге, видно, що в цьому рiвняннi не можуть бути врахованi
релятивiстськi ефекти, оскiльки в нього просто не входить швид-
кiсть c. Отже, рiвняння Шрединґера не є iнварiантним стосовно
перетворень Лоренца, воно залишається незмiнним при перетво-
реннях Ґалiлея. Наше завдання полягає в тому, щоб установити
таке рiвняння, яке б задовольняло вимоги теорiї вiдносностi та
основнi принципи квантової механiки.

При встановленнi хвильового рiвняння Шрединґера ми попе-
редньо звертались до рiвнянь класичної фiзики, якi допомага-
ють сформулювати саму проблему. Зробiмо так само тепер. Нага-
даймо, що рiвняння Ньютона є iнварiантними щодо перетворень
Ґалiлея, а рiвняння електродинамiки Максвелла — щодо перетво-
рень Лоренца. Якщо вважати, що правильними є рiвняння Ма-
ксвелла, як це зробили А.Айнштайн та А.Пуанкаре, то рiвняння
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Ньютона потребує змiн. Центральним поняттям у релятивiстськiй
теорiї є так званий iнтервал, квадрат якого

ds2 = gµν dx
µ dxν ,

µ, ν = 0, 1, 2, 3, x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z,

де метричний тензор gµν задає спосiб вимiрювання довжин та ку-
тiв у 4-вимiрному просторi. У загальнiй теорiї вiдносностi величи-
ни gµν задають стан ґравiтацiйного поля i залежать вiд розподiлу
мас у просторi. У спецiальнiй теорiї вiдносностi компоненти ме-
тричного тензора

g00 = 1, g11 = g22 = g33 = −1, gµν = 0, µ 6= ν

i квадрат iнтервалу має такi ж геометричнi властивостi, як i хви-
льове рiвняння електродинамiки Максвелла, зокрема вiн також є
лоренц-iнварiантним:

ds2 = inv.

Виправленi А.Айнштайном та А.Пуанкаре, згiдно з вимогою
лоренц-iнварiантностi, рiвняння Ньютона для частинки маси m
мають такий вигляд:

ṗ = f ,

Ė = fv,

де iмпульс частинки

p =
mv√

1− v2/c2
,

v — її швидкiсть; енерґiя

E =
mc2√

1− v2/c2
.

Перше з цих рiвнянь, власне, i є рiвнянням Ньютона для частин-
ки, на яку дiє зовнiшня сила f , а друге — це теорема про кiнети-
чну енерґiю. Якщо енерґiю записати через iмпульс, виключивши
швидкiсть, то ми отримаємо класичну функцiю Гамiльтона

H =
√
p2c2 +m2c4.
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Здавалось би, далi все просто: стандартним чином, замiною
iмпульсу p на оператор p̂ = −i~∇ знаходимо оператор Гамiльтона

Ĥ =
√
p̂2c2 +m2c4,

а з ним i хвильове рiвняння для релятивiстського випадку

i~
∂ψ

∂t
=
√

p̂2c2 +m2c4 ψ.

Однак це рiвняння нам не пiдходить — воно не iнварiантне сто-
совно перетворень Лоренца, адже похiдна за часом i похiднi за
координатами знову входять зовсiм не рiвноправно1. Як бачимо,
що хоча воно задовольняє всi принципи квантової механiки, але,
внаслiдок несиметричного входження часу t i координат (x, y, z),
не вiдповiдає принципам релятивiстської механiки.

1Цiкаво, що цю iдею рiвноправностi всiх вимiрiв простору, на яку вперше
1907 року наголосив Г. Мiнковський (1864–1909), говорячи, що “вiдтепер про-
стiр сам по собi i час сам по собi мусять перетворитись у фiкцiї i лише деякий
вид поєднання обох повинен ще зберегти самостiйнiсть”, було пiдхоплено i в
iнших напрямках людської дiяльностi, зокрема в мистецтвi.

Видатний український актор, режисер, драматург Лесь Курбас (1887–1937)
— людина потужного таланту i трагiчної долi, у лекцiях для студентiв-
режисерiв у Мистецькому об’єднаннi “Березiль” у 1922–1933 роках говорив,
що “театр як мистецтво чотирьох вимiрiв зостанеться постулатом, який му-
сить бути виповненим . . . Час — то є четвертий вимiр. Я говорив про те, як
формулює свiт Айнштайн, за ним — це просторовий i часовий континуум.
Континуум — значить, неперервний предмет, iснує не тiльки в просторi, але
й в часi. . . ”.

Лесь Курбас, який був у 1909–1910 студентом фiлософського факультету
Львiвського унiверситету, узагалi є яскравим представником творчої особи-
стостi з мiждисциплiнарним мисленням. У своїх лекцiях вiн упевнено послуго-
вувався фiзичною термiнологiєю (iнтенсивнiсть дiї та сила взаємодiї, iнерцiя,
кiнетична та потенцiальна енергiї, прискорення, динамiка, статика, механi-
чний момент. . . ) з посиланнями на закони Ньютона, Гюйґенса, Гельмголь-
ца. . .

Читачевi також цiкаво буде знати, що Iван Франко, як студент фiлософ-
ського факультету Львiвського унiверситету, записався на лекцiї вiдомого
польського вченого Юлiана Охоровича (1850–1917) з курсу “Фiлософiя фi-
зики”, якi прослухав пiд час зимового семестру 1878/79 навчального року,
— унiверсальний генiй Iвана Франка потребував дiяльностi як iнтуїтивно-
образної, так i евристично-логiчної складової його “розуму–бистроуму”.
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Ми можемо створити цю симетрiю, якщо будемо виходити з
квадрата енерґiї

E2 = p2c2 +m2c4.

Запишемо рiвняння на власнi значення та власнi функцiї для ква-
драта написаного вище оператора Гамiльтона:

(p̂2c2 +m2c4)ψ = E2ψ.

Тепер дiємо так, як би ми дiяли в нерелятивiстськiй теорiї, щоб
отримати нестацiонарне хвильове рiвняння Шрединґера зi стацiо-
нарного: формальною замiною енерґiї E на похiдну i~∂/∂t утво-
рюємо таке рiвняння для хвильової функцiї ψ = ψ(x, y, z; t):

(
i~
∂

∂t

)2

ψ = (p̂2c2 +m2c4)ψ,

або

−~2
∂2ψ

∂t2
= −~2c2∇2ψ +m2c4ψ,

∇
2ψ − 1

c2
∂2ψ

∂t2
=
m2c2

~2
ψ.

Ми отримали рiвняння, вiдоме як рiвняння Кляйна–Ґордона–
Фока, назване за iменами вчених, якi його винайшли й дослiдили,
хоча вперше це рiвняння написав Е.Шрединґер. Рiвняння, як ба-
чимо, є релятивiстськи iнварiантним. Це стає ще очевиднiшим,
якщо ввести оператор 4-iмпульсу

p̂µ = i~
∂

∂xµ
=

(
i~

c

∂

∂t
, −i~∇

)
, p̂µ = gµν p̂

ν ,

i лiву частину рiвняння записати як квадрат цього оператора:

p̂µp̂
µψ = m2c2ψ.

Однак це рiвняння нам теж не пiдходить. Тепер уже тому, що воно
не задовольняє першого постулату квантової механiки. Згiдно з
ним, стан квантовомеханiчної системи повнiстю описується хви-
льовою функцiєю ψ i тому рiвняння руху повиннi мiстити лише
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першу похiдну за часом вiд ψ, яка, крiм того, за вимогою принци-
пу суперпозицiї входить у це рiвняння лiнiйно. Рiвняння Кляйна–
Ґордона–Фока не є правильним з погляду квантової механiки, бо
в нього входить друга похiдна за часом. Отже, ми опинились в си-
туацiї, коли, здавалось би, неможливо поєднати квантову теорiю з
теорiєю вiдносностi, тобто коли основнi принципи релятивiстської
механiки i квантової механiки неможливо задовольнити в одному
рiвняннi руху.

Труднощi виникають не лише на шляху побудови реляти-
вiстського квантового рiвняння для хвильової функцiї, а й з ви-
користанням та iнтерпретацiєю його розв’язкiв. Виявляється, що
необхiдно переглянути деякi поняття нерелятивiстської квантової
теорiї, зокрема поняття координати частинок2. Спроба локалiза-
цiї частинки в дiлянцi з лiнiйними розмiрами ∆x ∼ ~/mc = Λ
(Λ — комптонiвська довжина хвилi) з метою визначення її ко-
ординат приводить, згiдно з принципом Гайзенберґа ∆x∆p ∼ ~,
до невизначеностi її iмпульсу ∆p ∼ mc, i отже, частинцi буде
надаватись енерґiя ∆E ∼ mc2. При таких енерґiях, як показує
досвiд, можливим є перетворення частинок та народження нових.
Прикладом цього можуть бути: процес знищення фотона в полi
ядра з народженням електронно-позитронної пари; розпад вiль-
ного нейтрона на протон, електрон й антинейтрино; розпад мюо-
на на електрон, нейтрино й антинейтрино; розпад Λ0-частинки з
утворенням протона та неґативного пiона i т.д. Виникає запитан-
ня, про координату якої частинки йде мова (адже частинка, ко-
ординати якої ми вимiрювали, зникла) i взагалi, що розумiти пiд
координатою, якщо вiдстанi, меншi, нiж Λ, не вдається вимiряти?
На вiдмiну вiд координати, поняття iмпульсу є добре означеним,

2Читачевi цiкаво буде знати, що в Античному свiтi i в Середньовiччi по-
няття простору (як i часу) було невизначеним i розмитим. Платон узагалi
заперечував можливiсть визначити понятття простору, а Аристотель вважав
це поняття настiльки важкосхоплюваним, що ставив пiд сумнiв iснування
простору як такого. Сам термiн “простiр” був вiдсутнiй. Поняття простору
знайшло своє розкриття i визначення лише пiсля праць Р. Декарта, Ґ. Ґалi-
лея, I. Ньютона, спочатку як абсолюту, вмiстилища подiй i явищ, як декорацiї,
на фонi якої вони вiдбуваються, i аж до теперiшнiх уявлень про самоузгодже-
ний з речовиною i полями простiр, iз, мабуть, безмежною кiлькiстю вимiрiв,
бiльшiсть iз яких є компактифiкованими i лише чотири з них безпосередньо
доступнi нам через вiдчуття.
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оскiльки для вiльного руху частинок, коли координата повнiстю
не визначена, iмпульс точно вiдомий. Отже, у релятивiстськiй те-
орiї адекватним є iмпульсне зображення.

Виходить, що квантова механiка однiєї частинки має змiст ли-
ше за умови, якщо розглядаються процеси з енерґiями E < mc2.
Тобто навiть точнi рiвняння ми повиннi розв’язувати у квазiре-
лятивiстському наближеннi, розкладаючи їх за степенями 1/c.
Причому в цих розкладах необхiдно обмежуватись лише члена-
ми ∼ 1/c2. Це пов’язано з тим, що, як ми бачили, iнтенсивнiсть
випромiнювання та поглинання свiтла I ∼ e2ω4a2/c3. Отже, якщо
ми виходимо за межi наближення 1/c2, то змушенi враховувати
процеси поглинання й випромiнювання фотонiв.

Отже, для енерґiй, бiльших, нiж mc2, необхiдно брати до
уваги можливiсть народження та знищення частинок. Цим зай-
мається фiзика високих енерґiй, або, як її ще називають, фiзи-
ка елементарних частинок. У фундаментi фiзики високих енерґiй
є квантова теорiя поля, яка за своєю суттю є теорiєю багатьох
частинок. Центральною iдеєю квантової теорiї поля є те, що i
для опису частинок, i для опису взаємодiї мiж ними вводяться
квантованi поля. Подiбно, як при квантуваннi електромагнiтно-
го поля ми вводили оператори породження та знищення фото-
нiв, такi ж оператори ψ̂+ та ψ̂ вводимо i при квантуваннi, напри-
клад, електронно-позитронного поля. Цi оператори залежать вiд
просторово-часових змiнних. Кулонiвська взаємодiя мiж електро-
нами виникає внаслiдок обмiну фотонами. Фермiоннi оператори
вiдповiдають частинкам (з погляду класичної фiзики), а бозоннi
— полю. У так званих суперсиметричних теорiях роль фермiонiв
як частинок i роль бозонiв як носiїв взаємодiї вже не є так чiтко
визначена.

Процеси народження та знищення частинок, що є характерни-
ми для фiзики субатомного рiвня, ставлять багато iнших питань.
Зокрема, що таке елементарнi частинки взагалi, адже вони не є
стабiльними? Навiть нейтрон у вiльному станi живе лише близько
17 хвилин. Важко також уявити собi, що розумiти пiд поняттям
просторово-часових координат, наприклад, на планкiвських мас-
штабах l =

√
~G/c3 ≃ 10−33 cм, t =

√
~G/c5 ≃ 10−44 сек, де,

внаслiдок квантових флюктуацiй, “майбутнє” може передувати
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“минулому” (вiд чого можуть бути в захватi фiлософи та кiно-
режисери)3.

Повернемось тепер до рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока й до-
слiдимо його докладнiше.

Будемо намагатись надати хвильовiй функцiї змiст амплiту-
ди ймовiрностi й напишемо рiвняння неперервностi. Випишемо
систему двох рiвнянь для ψ та ψ∗:

−~2
∂2ψ

∂t2
= −~2c2∇2ψ +m2c4ψ,

−~2
∂2ψ∗

∂t2
= −~2c2∇2ψ∗ +m2c4ψ∗.

Помножимо перше рiвняння на ψ∗, друге — на ψ i вiзьмемо їхню
рiзницю:

−~2
(
ψ∗ ∂

2ψ

∂t2
− ψ

∂2ψ∗

∂t2

)
= −~2c2(ψ∗∇2ψ − ψ∇2ψ∗).

Далi запишемо це рiвняння так:

−~2
∂

∂t

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)
= −~2c2∇(ψ∗

∇ψ − ψ∇ψ∗).

Уведемо потiк густини ймовiрностi, як i в нерелятивiстськiй теорiї

j =
1

2m
(ψ∗p̂ψ − ψp̂ψ∗) =

~

2mi
(ψ∗

∇ψ − ψ∇ψ∗),

3“. . . — Вся штука полягає в тому, — додав вiн, готовий продемонструвати
її механiзм на вже налаштованих для цього пальцях, — що ми вiдсунули час.
Ми тут запiзнюємося з часом на певний iнтервал, довжину якого неспромо-
га окреслити. Все зводиться до простого релятивiзму. Тут батькова смерть
ще просто не дiйшла до скутку — та смерть, яка вже досягла його у вашiй
батькiвщинi. . . ”

“. . . До того ж уся ота аж нiяк не приваблива манiпуляцiя з часом. Тi зловi-
снi змови, чiпке пiдкрадання в його механiзми, ризикованi витребеньки коло
його дражливих таємниць! Iнколи хочеться грюкнути об стiл i закричати на
все горло: – Досить уже, зась вам до часу, час недоторканий, час не можна
провокувати! Вам що — не досить простору? Якраз-от простiр — для людини,
у просторi можете собi гасати доволi, вимахуватися, беркицькатися, стрибати
з зiрки на зiрку. Але, на милiсть Божу — не чiпайте часу!”

Бруно Шульц. Санаторiй Пiд Клепсидрою (Переклад Андрiя Шкраб’юка).
Просвiта, Львiв, 1995.
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i наше рiвняння набирає вигляду рiвняння неперервностi

∂ρ

∂t
+ div j = 0

для величини

ρ =
i~

2mc2

(
ψ∗∂ψ

∂t
− ψ

∂ψ∗

∂t

)
.

Зрозумiло, що ρ∗ = ρ i нiбито ця величина пiдходить для густи-
ни ймовiрностi. Але, крiм хвильових функцiй ψ та ψ∗, у ρ входять
їхнi похiднi за часом ∂ψ/∂t, ∂ψ∗/∂t, i при довiльних у початко-
вий момент часу значеннях ψ та ∂ψ/∂t величина ρ може мати
будь-який знак: додатний чи вiд’ємний, або дорiвнювати нуле-
вi. Тому не можна ρ iнтерпретувати як густину ймовiрностi то-
го, що частинка в момент часу t знаходиться в точцi x, y, z. Хо-
ча в нерелятивiстськiй межi величина ρ переходить у знайомий
нам вираз iз теорiї Шрединґера. Справдi, для стацiонарних ста-
нiв ψ(r, t) = e−

i
~
Etψ(r) маємо

ρ =
E

mc2
|ψ|2.

Нагадаймо, що E = mc2 + E′, де енерґiя E′ вiдраховується вiд
енерґiї спокою частинки mc2, i тодi

ρ =

(
1 +

E′

mc2

)
|ψ|2.

Звiдси, коли c→ ∞, E′/mc2 → 0 знаходимо, що ρ = |ψ|2.
Отже, в теорiї Кляйна–Ґордона–Фока величина ρ може стати

вiд’ємною i просто так приписувати їй змiст густини ймовiрностi
не можна: ми розплачуємось за недотримання основного постула-
ту квантової механiки. Хоча можна вийти зi становища, помно-
живши величину ρ на електричний заряд, i говорити про неї як
про густину електричного заряду частинки, який може бути дода-
тним, вiд’ємним i рiвним нулевi. Рiвняння неперервностi набуває
змiсту закону збереження заряду. Однак, як уже зазначалось, ρ
може змiнювати знак, не кажучи вже про те, що залишається ще
проблема опису нейтральних частинок. У нерелятивiстськiй межi
E′ ≪ mc2 величина ρ > 0 i їй можна приписати змiст густини
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ймовiрностi. Отже, рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока в цьому ви-
падку може описувати фiзичнi явища. Тому цiкаво дослiдити на
його основi рух електрона в електромагнiтному полi.

Вмикання поля з потенцiалами ϕ та A в класичнiй електро-
динамiцi здiйснюється замiнами E → E − eϕ, p → p − eA/c.
Вiдповiдно у квантовiй механiцi робимо такi зсуви операторiв:

i~
∂

∂t
→ i~

∂

∂t
− eϕ, p̂ → p̂− e

c
A,

i рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока для електрона в полi набуває
вигляду:

(
i~
∂

∂t
− eϕ

)2

ψ = c2
(
p̂− e

c
A
)2
ψ +m2c4ψ.

Якщо потенцiали поля не залежать вiд часу, то можна перейти до
стацiонарного рiвняння пiдстановкою

ψ(r, t) = e−
i
~
Etψ(r).

У результатi маємо

(E − eϕ)2ψ = c2
(
p̂− e

c
A
)2
ψ +m2c4ψ,

тут ψ = ψ(r).

§ 68. Кеплерiвська проблема в теорiї Кляйна–Ґордона–Фока

Нас цiкавитиме задача про рух частинки в полi кулонiвсько-
го потенцiалу, тобто проблема Кеплера в релятивiстськiй тео-
рiї. Конкретно розглянемо задачу про атом водню, тому нехай
A = 0, ϕ = |e|/r. Енерґiю будемо вiдраховувати вiд енерґiї спо-
кою E = mc2+E′, i тодi рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока запише-
ться так:

(
E′ − eϕ+mc2

)2
ψ = c2p̂2ψ +m2c4ψ.

Зауважимо, що для нерелятивiстського наближення маємо нерiв-
нiсть

E′ − eϕ

mc2
≪ 1.
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Розкриймо квадрат,
{
(E′ − eϕ)2 + 2mc2(E′ − eϕ) +m2c4

}
ψ = c2p̂2ψ +m2c4ψ,

i остаточно знаходимо
{

p̂2

2m
+ eϕ− (E′ − eϕ)2

2mc2

}
ψ = E′ψ.

Це точне рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока.
Виявляється, що для кулонiвського потенцiалу ϕ воно дозво-

ляє знайти точний вираз для енерґiї E′. Ми на цьому зупинимось
наприкiнцi параграфа, а тепер, оскiльки, як говорилось вище, мо-
жемо претендувати лише на поправки ∼ 1/c2 до нерелятивiстської
задачi, то обчислимо цi поправки. Уже зi структури знайденого
рiвняння видно, що при c→ ∞ з нього просто отримати рiвняння
Шрединґера

{
p̂2

2m
+ eϕ

}
ψ = E′ψ.

Застосуймо теорiю збурень. Нехай гамiльтонiан нульової задачi

Ĥ0ψ
(0) = E(0)ψ(0)

дорiвнює

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ eϕ,

а оператор збурення

V̂ = −(E′ − eϕ)2

2mc2
,

причому пiд енерґiєю E′ розумiємо її нульове наближення E′ →
E(0) = −me4/2~2n2, n = 1, 2, . . .. Наше рiвняння має тепер вигляд:

(Ĥ0 + V̂ )ψ = E′ψ,

i оскiльки матричнi елементи теорiї збурень обчислюються на хви-
льових функцiях незбуреної задачi, то замiсть E(0) у вираз для V̂
можна поставити Ĥ0. У результатi

V̂ = −(Ĥ0 − eϕ)2

2mc2
= − p̂4

8m3c2
.
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Змiст цього оператора видно з розкладу енерґiї вiльної реляти-
вiстської частинки в ряд за степенями 1/c2:

E =
√

p2c2 +m2c4 = mc2
√

1 + p2/m2c2

= mc2
(
1 +

p2

2m2c2
− 1

8

p4

m4c4
+ · · ·

)

= mc2 +
p2

2m
− p4

8m3c2
+ · · · .

Перший член — це енерґiя спокою частинки, другий — звичайна
кiнетична енерґiя, а третiй — це так звана поправка на залежнiсть
маси вiд швидкостi. Саме їй i вiдповiдає оператор V̂ .

Розв’язавши задачу за теорiєю збурень, знаходимо енерґiю:

E′ = E(0) +E(1) + · · · ,

E(0) = − me4

2~2n2
,

n = 1, 2, . . . ,

а першу поправку визначає дiагональний матричний елемент опе-
ратора збурення, розрахований на хвильових функцiях нереляти-
вiстського атома водню:

E(1) = 〈V̂ 〉 = 〈n, l,m|V̂ |n, l,m〉,

E(1) = −
〈
(E(0) − eϕ)2

2mc2

〉

= − 1

2mc2

{(
E(0)

)2
− 2E(0)e〈ϕ〉+ e2〈ϕ2〉

}

= − 1

2mc2

{(
E(0)

)2
+ 2E(0)e2

〈
1

r

〉
+ e4

〈
1

r2

〉}
.
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Використаймо середнi значення з нерелятивiстської водневої
задачi (див. Приклад 1 до §41):

〈
1

r

〉
=

1

aBn2
,

〈
1

r2

〉
=

1

a2Bn
3(l + 1/2)

.

Пiсля елементарних обчислень знайдемо

E(1) = − me4

2~2n2
× α2

n2

(
n

l + 1/2
− 3

4

)
,

де α = e2/~c ≃ 1/137 — стала тонкої структури.
Отже, як бачимо, релятивiстська поправка до енерґiї залежить

вiд квантового числа l i, таким чином, випадкове виродження в
проблемi Кеплера знiмається. Повна енерґiя в цьому наближеннi4

E′
nl = − me4

2~2n2

{
1 +

α2

n2

(
n

l + 1/2
− 3

4

)}
.

Систему рiвнiв енерґiї при заданому головному квантовому чис-
лi n називають тонкою структурою енерґетичного спектра.

Пiдрахуємо розщеплення енерґетичного рiвня з n = 2 для ста-
нiв 2s та 2p (див. рис. 60):

∆ = E′
21 − E′

20,

∆ =
me4

~2

α2

12
.

Виявляється, однак, що експериментальне значення є значно мен-
шим, ∆exp ≃ ∆/3. Рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока не може опи-
сати рух електрона в атомi водню. Воно описує безспiновi частин-
ки, такi, наприклад, як пiони. Зокрема, задача, яку ми розгляну-
ли, виникає при дослiдженнi руху π-мезонiв у полi атомних ядер
(π-мезонний атом).

4Цю формулу вперше отримав А.Зоммерфельд у межах “старої” квантової
механiки.
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Рис. 60. Розщеплення енерґетичних рiвнiв атома водню в теорiї
Кляйна–Ґордона–Фока.

А тепер повернемось до знаходження точного значення енерґiї
E′. Точне рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока, яке ми виписали на
початку параграфа, з кулонiвським потенцiалом ϕ = |e|/r пiсля
елементарного розкриття в ньому квадрата (E′−eϕ)2 має вигляд:

[
p̂2

2m
− e2

r

(
1 +

E′

mc2

)
− e4

2mc2r2
− E′2

2mc2

]
ψ = E′ψ.

Його можна звести до нерелятивiстської задачi про атом водню.
Для цього останнiй член у квадратних дужках перенесемо в праву
частину рiвняння i введемо енерґiю

E∗ = E′ + E′2/2mc2

та квадрат ефективного заряду

e∗2 = e2(1 + E′/mc2).

Крiм того, пiсля переходу до радiального рiвняння Шрединґера
доданок ∼ 1/r2 об’єднуємо з вiдцентровою енерґiєю i вводимо таке
позначення:

~2l∗(l∗ + 1) = ~2l(l + 1)− e4/c2,
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тобто вводимо ефективне орбiтальне квантове число

l∗ = −1/2 +
√

(l + 1/2)2 − α2,

перед коренем беремо знак “+”, щоб при α = 0 отримати l∗ = l.
Iз “зiрковими” величинами релятивiстське рiвняння точно збi-

гається з нерелятивiстським, i тому вже “з руками в кишенях”,
використовуючи формулу Бора з §41, для енерґiї E∗ знаходимо:

E∗ = − me∗4

2~2(nr + l∗ + 1)2
,

nr — радiальне квантове число, nr = 0, 1, 2, . . .. Пiдстановка в цю
формулу “зiркових” величин дає квадратне рiвняння на енерґiю
E′:

E′
(
1 +

E′

2mc2

)
= −

(
1 +

E′

mc2

)2 me4

2~2
(
nr + 1/2 +

√
(l + 1/2)2− α2

)2 .

Звiдси маємо

E′

mc2
=


1 + α2

(
nr + 1/2 +

√
(l + 1/2)2 − α2

)2




−1/2

− 1,

причому перед коренем фiксуємо знак “+”, щоб забезпечити пере-
хiд до нерелятивiстської теорiї при α = 0. Розклад за степенями
константи тонкої структури α з урахуванням того, що головне
квантове число n = nr + l + 1, повертає нас до наближеної фор-
мули Зоммерфельда, яка наведена вище.

Приклад. Квантування Бора–Зоммерфельда в релятивiстськiй пробле-
мi Кеплера. Повна енерґiя релятивiстського електрона в кулонiвському полi
ядра (без енерґiї спокою)

E =
√

p2c2 +m2c4 −mc2 − e2

r
.

Звiдси маємо
p2

2m
= E +

e2

r
+

(E + e2/r)2

2mc2
.
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Як i в нерелятивiстському випадку (див. Приклад 3 до §30), записуємо ква-
драт iмпульсу в полярних координатах:

p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2
= E +

e2

r
+

(E + e2/r)2

2mc2
,

де pr, pϕ — радiальний та азимутальний узагальненi iмпульси, канонiчно спря-
женi до змiнних r, ϕ.

Електрон має два ступенi вiльностi, i отже, є двi умови квантування Бора–
Зоммерфельда: ∮

pϕdϕ = 2π~nϕ,

∮
prdr = 2π~nr ,

де nϕ, nr — азимутальне та радiальне квантовi числа. Оскiльки момент iм-
пульсу pϕ є iнтеґралом руху (pϕ = const), то перша умова дає pϕ = ~nϕ,
nϕ = 1, 2, 3, . . .. Число nϕ 6= 0 тому, що це вiдповiдає “маятниковiй” трає-
кторiї, яка проходить через ядро, а за класичними уявленнями це неможливо
(детальнiше це обговорено у Прикладi до §44).

Друга умова квантування має такий вигляд:

2

∫ r2

r1

√
2m

[
E − p2ϕ

2mr2
+
e2

r
+

(E + e2/r)2

2mc2

]
dr = 2π~nr ,

де r1, r2 — точки повороту, якi знаходимо з умови рiвностi нулевi пiдкорене-
вого виразу. Розкриємо квадрат i перепишемо цей вираз так:

2

∫ r2

r1

√
2m

(
E∗ − p∗ϕ2

2mr2
+
e∗2

r

)
dr = 2π~nr ,

де (подiбно, як i в основному текстi параграфа) ми ввели позначення

E∗ = E
(
1 + E/2mc2

)
,

p∗ϕ
2

= p2ϕ − e4/c2,

e∗
2

= e2
(
1 +E/mc2

)
.

У цих позначеннях наша умова квантування формально збiгається з рiв-
нянням для нерелятивiстського випадку з Прикладу 3 до §30. Тому викори-
стаємо знайдений там результат iнтеґрування:

E∗ = − me∗4

2(p∗ϕ + ~nr)2
,

або

E

(
1 +

E

2mc2

)
= − me4

2~2
(√

n2
ϕ − α2 + nr

)2
(
1 +

E

mc2

)2

,
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де α = e2/~c — стала тонкої структури (назву ввiв А. Зоммерфельд). Ми
отримали для енерґiї E квадратне рiвняння, з якого знаходимо

E = mc2
{[

1 + α2

/(√
n2
ϕ − α2 + nr

)2]−1/2

− 1

}
.

Перед коренем ми зафiксували знак плюс iз тих мiркувань, щоб у нереляти-
вiстському випадку при α → 0 (c → ∞) отримати формулу Бора. Цей вираз
знайшов у 1916 роцi А. Зоммерфельд.

Якщо розкласти енерґiю E в ряд за степенями α2 i зберегти лише члени,
пропорцiйнi до 1/c2, то отримаємо:

E = E(0) + E(1) + · · · ,

E(0) = − me4

2~2n2
,

E(1) = − me4

2~2n2
× α2

n2

(
n

nϕ
− 3

4

)
,

n = nr + nϕ = 1, 2, 3, . . . — головне квантове число. Азимутальне квантове
число пов’язане з орбiтальним числом l: nϕ = l + 1, l = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Цiкаво, що при n = 2 для nϕ = 1 (l = 0) та nϕ = 2 (l = 1) рiзниця енер-
ґiй ∆ = me4/32~2α2 збiгається з експериментально вимiряною величиною на
вiдмiну вiд результату, який дає теорiя Кляйна–Ґордона–Фока. У зв’язку з
цим потрiбно зробити таке зауваження. У правих частинах умов квантуван-
ня опущенi сталi величини: 0 ≤ νϕ < 1, 0 ≤ νr < 1. При виведеннi правил
квантування Бора–Зоммерфельда для одновимiрного випадку ми бачили, що
цi величини дорiвнюють 1/2. Якщо взяти це до уваги, то nϕ потрiбно замiнити
на nϕ = l + 1/2 (точнiше див. у Прикладi до §44). Звiдси маємо, що у ква-
зiкласичному випадку квадрат моменту кiлькостi руху дорiвнює ~2(l+ 1/2)2

замiсть точного значення ~2l(l + 1).
Якщо i nr замiнити на nr + 1/2, то головне квантове число n = l + nr +

1 (як i повинно бути), а формула Зоммерфельда збiгається з результатом
теорiї Кляйна–Ґордона–Фока. Отже, цi “неточностi” i приводять до “точної”
формули Зоммерфельда.

§ 69. Рiвняння Дiрака

Для того щоб хвильове рiвняння задовольняло основнi прин-
ципи квантової механiки й теорiї вiдносностi, необхiдно явно
добути корiнь квадратний у формулi для гамiльтонiана H =√

p2c2 +m2c4 так, щоб отримати для нього вираз, лiнiйний за
iмпульсом p. Тодi часовi й просторовi координати будуть входи-
ти в рiвняння симетрично. Це вдалось зробити П.А.М.Дiраковi в
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1928 роцi. Вiн запропонував такий спосiб добування квадратного
кореня:

H = (αp)c+mc2β.

Невiдомi величини β i вектор α повиннi знаходитись з умови рiв-
ностi квадрата релятивiстського гамiльтонiана квадратовi правої
частини цього виразу. Крiм того, оскiльки ми розглядаємо вiльну
частинку, то α та β, унаслiдок однорiдностi простору й часу, не
мають залежати вiд координати r i часу t. Така залежнiсть ука-
зувала б на наявнiсть силового поля. Отже, ми маємо таку умову
для визначення цих невiдомих величин:

p2c2 +m2c4 =
(
(αp)c+ βmc2

)2
,

або

p2c2 +m2c4 = (αp)2c2 + β2m2c4 + (αβ + βα)pmc3.

Оскiльки iмпульс p є незалежною змiнною, то отримаємо такi
рiвняння:

p2 = (αp)2,

β2 = 1,

αβ + βα = 0.

Якщо можна пiдiбрати α та β такими, щоб задовольнити цi умо-
ви, то можна об’єднати принципи i квантової, i релятивiстської
механiки. Iз цих рiвнянь випливає, що компоненти вектора α i
величини β не є звичайними числами, оскiльки не переставляю-
ться мiж собою, а операторами чи матрицями. Надалi ми будемо
вiдзначати це символами оператора. Отже, якщо явно розписати
i першу умову через компоненти α̂x, α̂y, α̂z вектора α̂,

p2x + p2y + p2z = (α̂xpx + α̂ypy + α̂zpz)
2,

або

p2x + p2y + p2z = α̂2
xp

2
x + α̂2

yp
2
y + α̂2

zp
2
z + pxpy(α̂xα̂y + α̂yα̂x)

+ pxpz(α̂xα̂z + α̂zα̂x) + pypz(α̂yα̂z + α̂zα̂y),
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то знаходимо десять спiввiдношень, якi повиннi задовольнятись
невiдомими матрицями α̂x, α̂y, α̂z та β̂:





β̂2 = 1,

α̂2
x = 1,

α̂2
y = 1,

α̂2
z = 1,

α̂xβ̂ + β̂α̂x = 0,

α̂yβ̂ + β̂α̂y = 0,

α̂zβ̂ + β̂α̂z = 0,

α̂xα̂y + α̂yα̂x = 0,

α̂xα̂z + α̂zα̂x = 0,

α̂yα̂z + α̂zα̂y = 0.

Якщо ввести скороченi позначення для цих матриць, якi назива-
ють матрицями Дiрака,

α̂1 = α̂x, α̂2 = α̂y, α̂3 = α̂z, α̂4 = β̂,

то всi десять спiввiдношень компактно зображуються одним ви-
разом5

α̂iα̂j + α̂jα̂i = 2δij , i, j = 1, 2, 3, 4.

Тепер ми можемо записати гамiльтонiан лiнiйний за операто-
рами компонент iмпульсу p̂:

ĤD = (α̂p̂)c+ β̂mc2.

5Цi матрицi iнколи називають гiперкомплексними одиницями або числами
Клiффорда. Їх увiв для загального випадку i, j = 1, . . . , n ще в 1878 роцi
англiйський математик Вiльям Кiнґдон Клiффорд (1845–1879).
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Цей оператор енерґiї називають гамiльтонiаном Дiрака. Очеви-
дно, за означенням, вiн повинен бути ермiтовим Ĥ+

D = ĤD. Звiдси
випливає, що матрицi Дiрака є ермiтовими:

α̂+ = α̂, β̂+ = β̂.

Випишемо, нарештi, знамените хвильове рiвняння Дiрака:

i~
∂ψ

∂t
= ĤDψ.

Воно має вигляд хвильового рiвняння Шрединґера i задоволь-
няє основний постулат квантової механiки. Воно також є лоренц-
iнварiантним, у чому легко переконатись. Помножимо все рiвня-
ння на матрицю β̂ i отримаємо

β̂i~
∂ψ

∂t
=
[
β̂(α̂p̂)c+mc2β̂2

]
ψ

або {
β̂i~

c

∂

∂t
− β̂(α̂p̂)

}
ψ = mcψ.

Уведемо 4-матрицю γ̂µ (µ = 0, 1, 2, 3) з компонентами

γ̂0 = β̂, γ̂ = β̂α̂,

що задовольняють тi самi переставнi спiввiдношення для рiзних
iндексiв, що й матрицi β̂, α̂, а (γ0)2 = 1, (γ1)2 = −1, (γ2)2 = −1,
(γ3)2 = −1. Отже:

γµγν + γνγµ = 2gµν ,

де gµν — контраварiантнi компоненти метричного тензора, gµν =
gµν . Уведемо також оператор 4-iмпульсу

p̂µ = i~∂/∂xµ.

У цих позначеннях рiвняння Дiрака запишемо так:

γµpµψ = mcψ.

Його операторна частина, як скалярний добуток 4-векторiв

γ̂µp̂µ = γ̂0p̂0 − γ̂p̂,
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очевидно є iнварiантом щодо перетворень Лоренца, а отже, i все
рiвняння є релятивiстськи iнварiантним.

Без зусиль узагальнюємо рiвняння Дiрака на випадок руху за-
рядженої частинки в зовнiшньому електромагнiтному полi. А са-
ме, замiнимо p̂ на p̂ − eA/c та i~∂/∂t на i~∂/∂t − eϕ, де e — за-
ряд частинки, A, ϕ — векторний та скалярний потенцiали поля, i
отримаємо рiвняння Дiрака з гамiльтонiаном

ĤD =
(
α̂, p̂− e

c
A
)
c+ eϕÎ +mc2β̂,

де скалярний добуток
(
α̂, p̂− e

c
A
)
= α̂x

(
p̂x −

e

c
Ax

)
+ α̂y

(
p̂y −

e

c
Ay

)
+ α̂z

(
p̂z −

e

c
Az

)
.

Надалi ми не будемо виписувати явно одиничну матрицю Î, вва-
жаючи її присутньою при величинах, якi не є матрицями (як на-
приклад, eϕ).

Перехiд до стацiонарного рiвняння здiйснюємо, як i в нереля-
тивiстськiй теорiї:

ψ(q, t) = e−
i
~
Etψ(q).

Тодi одержуємо рiвняння на власнi функцiї та власнi значення
для гамiльтонiана Дiрака:

ĤDψ = Eψ.

§ 70. Матрицi Дiрака

Перейдемо тепер до встановлення явного вигляду матриць Дi-
рака. Нехай у комутацiйних спiввiдношеннях для них i 6= j:

α̂iα̂j + α̂jα̂i = 0.

Помножимо цю рiвнiсть на α̂i:

α̂2
i α̂j + α̂iα̂jα̂i = 0,

i з урахуванням того, що α̂2
i = 1, обчислимо шпур цього виразу,

тобто суму дiагональних матричних елементiв:

Sp (α̂j + α̂iα̂jα̂i) = 0.
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Пiд знаком шпуру можна робити циклiчну перестановку матриць,

Sp α̂j + Sp α̂2
i α̂j = 0,

звiдки маємо

2Sp α̂j = 0,

оскiльки α̂2
i = 1. Отже, шпур, або слiд, будь-якої з матриць α̂j

дорiвнює нулевi:

Sp α̂j = 0.

Виберемо тепер з усiх можливих зображень таке, у якому матриця
β̂ є дiагональною:

β̂ =




β1 0 . . . 0

0 β2 . . . 0

. . . . . .
. . . . . .

0 0 . . . βn



,

числа βk є дiйсними, оскiльки матриця β̂ ермiтова. Тому що β̂2 =
1, маємо

β21 = 1, β22 = 1, . . . , β2n = 1,

це означає, що

β1 = ±1, β2 = ±1, . . . , βn = ±1.

Отже, по дiагоналi в матрицi β̂ стоять одиницi зi знаком “плю-
с” або “мiнус”. Причому оскiльки Sp β̂ = 0, то кiлькостi “плюс-
одиничок” i “мiнус-одиничок” збiгаються. Якщо так, то поря-
док матрицi є парним. Знову фiксуємо конкретне зображення
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матриць, у якому по дiагоналi в β̂ стоять спочатку всi “плюс-
одиницi”, а потiм “мiнус-одиницi”:

β̂ =




1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . −1 0

0 0 . . . 0 −1




.

У скороченому записi

β̂ =


 I 0

0 −I


 ,

де через I позначена одинична матриця.
Перейдемо до комутацiйного спiввiдношення, у якому є мат-

риця β̂:

α̂iβ̂ + β̂α̂i = 0, i = 1, 2, 3.

Зобразимо матрицю α̂i у виглядi

α̂i =


 a b

c d


 ,

причому величини a, b, c, d є, узагалi кажучи, матрицями i нехай
однакового порядку. Випишемо тепер явно комутацiйнi спiввiдно-
шення:


 a b

c d




 I 0

0 −I


+


 I 0

0 −I




 a b

c d


 = 0,

або, перемножуючи, маємо

 a −b

c −d


+


 a b

−c −d


 = 0,
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звiдки 
 2a 0

0 −2d


 = 0.

Отже, ми отримали, що a = 0, d = 0. Таким чином, матрицi α̂i

мають такий вигляд:

α̂i =


 0 σ̂i

σ̂+i 0


 ,

ми прийняли b = σ̂i, c = b+ = σ̂+i , бо α̂+
i = α̂i. Далi з умови

α̂2
i = 1 маємо σ̂+i σ̂i = σ̂iσ̂

+
i = 1, i, припускаючи, що σ̂+ = σ̂,

одержуємо σ̂2i = 1. Решта переставних спiввiдношень для α̂i дають
для σ̂1 = σ̂x, σ̂2 = σ̂y, σ̂3 = σ̂z:





σ̂2x = 1,

σ̂2y = 1,

σ̂2z = 1,

σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x = 0,

σ̂xσ̂z + σ̂zσ̂x = 0,

σ̂yσ̂z + σ̂zσ̂y = 0.

Мiркування, аналогiчнi до попереднiх, приводять до таких рiв-
нянь:

Sp σ̂z = 0, Sp σ̂x = 0, Sp σ̂y = 0.

Знову виберемо одну з матриць дiагональною. Наприклад, це
зображення, у якому дiагональною є матриця σ̂z. Оскiльки во-
на ермiтова i квадрат її дорiвнює одиницi, то так само, як i для
матрицi β̂, знайдемо, що

σ̂z =


 I 0

0 −I


 .
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Аналогiчно до попереднього з комутацiйних спiввiдношень мат-
рицi σ̂z з матрицями σ̂x та σ̂y знаходимо, що вони мають таку ж
структуру, як i α̂i:

σ̂x =


 0 f

f+ 0


 ,

σ̂y =


 0 g

g+ 0


 .

Тепер з умови σ̂2x = 1 знаходимо

 0 f

f+ 0




 0 f

f+ 0


 =


 ff+ 0

0 f+f


 = 1,

що дає ff+ = 1, f+f = 1. Очевидно, це буде справджуватись i
для σ̂y: gg+ = 1, g+g = 1. Далi з умови

σ̂xσ̂y + σ̂yσ̂x = 0

знаходимо

 0 f

f+ 0




 0 g

g+ 0


+


 0 g

g+ 0




 0 f

f+ 0


 = 0,

тобто 
 fg+ 0

0 f+g


+


 gf+ 0

0 g+f


 = 0

i отже,

fg+ + gf+ = 0,

f+g + g+f = 0.

590



Цi рiвняння задовольняємо комплексними числами. Наприклад,
якщо f = 1, то g+ + g = 0, i з умови g+g = 1 знаходимо g = ±i.
Виберемо нижнiй знак i приймемо g = −i. Тепер

σ̂x =


 0 1

1 0


 , σ̂y =


 0 −i

i 0


 , σ̂z =


 1 0

0 −1


 .

Цi матрицi називають матрицями Паулi. Вони є ермiтовими:

σ̂+x = σ̂x, σ̂+y = σ̂y, σ̂+z = σ̂z.

Отже, пiдставляючи цi вирази в матрицi α̂i, остаточно знахо-
димо

α̂x =


 0 σ̂x

σ̂x 0


 , α̂y =


 0 σ̂y

σ̂y 0


 , α̂z =


 0 σ̂z

σ̂z 0


 ,

або в розгорнутому виглядi

α̂x =




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0



, α̂y =




0 0 0 −i
0 0 i 0

0 −i 0 0

i 0 0 0



,

α̂z =




0 0 1 0

0 0 0 −1

1 0 0 0

0 −1 0 0



, β̂ =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



.

Ми часто будемо користуватись також скороченими позначення-
ми

α̂ =


 0 σ̂

σ̂ 0


 , σ̂ = i σ̂x + j σ̂y + k σ̂z.
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Зрозумiло, що матрицi Дiрака визначаються неоднозначно.
Ми знайшли їх у деякому конкретному зображеннi, у якому мат-
рицi β̂ та σ̂z є дiагональними. За допомогою довiльного унiтарного
перетворення можна знайти iнший явний вигляд цих матриць. Це,
однак, не вплине на фiзичнi результати. Чи можуть бути матрицi
α̂i не чотирирядковими, а вищого порядку? Ми бачили, що поря-
док цих матриць є парним i дорiвнює 2n, n = 1, 2, 3, . . . . Якщо
n = 1, то умов на α̂i виявляється забагато. Якщо n = 3, то цих
умов замало. Отже, тодi довелось би деякi елементи вибирати
якимось довiльним чином. У кожному разi, при n > 2 ми не отри-
мали б нових результатiв.

Оскiльки матрицi Дiрака є чотирирядковими, то i хвильова
функцiя ψ має складнiшу, нiж у теорiї Шрединґера, структуру i
зображається як чотирирядкова матриця-стовпець:

ψ =




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4



.

Отже, виходить, що поєднання в рiвняннi Дiрака фундаменталь-
них принципiв квантової механiки й теорiї вiдносностi породжує
додатковi, як побачимо згодом, аж нiяк не тривiальнi ступенi вiль-
ностi.

Приклад. Добування кореня квадратного з 4. Будь-яке число можна роз-
класти на простi множники, якщо розширити поняття останнiх. Наприклад,
число 4 можна зобразити як

4 = 2× 2,

4 = (−2)× (−2),

але можна його записати i через “золотий перерiз” грекiв

4 = (
√
5 + 1) × (

√
5− 1)

або як добуток комплексно спряжених чисел:

4 = (
√
3 + i)× (

√
3− i).
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Можна працювати зi складнiшими об’єктами i зобразити число 4 як квадрат
дворядкової матрицi

4


 1 0

0 1


 =


 2 0

0 2




 2 0

0 2




або iншим способом

4


 1 0

0 1


 =


 0 2

2 0




 0 2

2 0


 .

Тобто ми можемо говорити про матрицю

 0 2

2 0




як про корiнь квадратний з 4. Таких матриць, квадрат яких дає 4, можна
набрати як ермiтових, так i не ермiтових цiлий ряд:


 0 −2i

2i 0


 ,


 0

√
3− i

√
3 + i 0


 ,


 0

√
5− 1

√
5 + 1 0


 ,


 0 2e−iπ/4

2eiπ/4 0


 =


 0

√
2(1− i)

√
2(1 + i) 0


 , . . . .

Кожна з них дає конкретну реалiзацiю кореня квадратного з 4. Для iнших
чисел читач сам легко знайде подiбнi зображення кореня квадратного.

Дiрак, нестандартно добувши корiнь квадратний, знайшов одне з кон-
кретних зображень для гамiльтонiана, яке реалiзується в нашому Всесвiтi,
зокрема для електронiв. Можливо, є й iнакшi нетривiальнi зображення цього
кореня, якi дадуть опис iнших явищ у Всесвiтi, який ми спостерiгаємо, або в
iнших Свiтах.

§ 71. Рiвняння неперервностi

Перейдемо тепер до встановлення рiвняння неперервностi
з рiвняння Дiрака. З цiєю метою явно випишемо рiвняння Дiрака
для вiльної частинки, а також спряжене до нього рiвняння:

i~
∂ψ

∂t
= −i~c(α̂∇)ψ +mc2β̂ψ,

−i~∂ψ
+

∂t
= i~c(∇ψ+α̂) +mc2ψ+β̂,
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де матриця-рядок

ψ+ = (ψ∗
1 ψ

∗
2 ψ

∗
3 ψ

∗
4).

Пригадаємо також, що при спряженнi добутку матриць отримує-
мо добуток спряжених матриць у зворотному порядку. Помножи-
мо перше рiвняння на ψ+ злiва, а друге — на ψ справа i вiзьмемо
їхню рiзницю:

i~ψ+ ∂ψ

∂t
+ i~

∂ψ+

∂t
ψ = −i~cψ+(α̂∇ψ)− i~c(∇ψ+α̂)ψ,

або

∂

∂t
(ψ+ψ) = −c∇(ψ+α̂ψ).

Видно, що це рiвняння неперервностi

∂ρ

∂t
+ div j = 0,

причому густина ймовiрностi ρ = ψ+ψ, а густина потоку ймовiр-
ностi

j = cψ+α̂ψ.

Суттєво, що густина ймовiрностi ρ в теорiї Дiрака є додатно ви-
значеною величиною. Дiйсно,

ρ = (ψ∗
1 ψ

∗
2 ψ

∗
3 ψ

∗
4)




ψ1

ψ2

ψ3

ψ4




= |ψ1|2 + |ψ2|2 + |ψ3|2 + |ψ4|2 ≥ 0.

Отже, ми позбавленi труднощiв з iнтерпретацiєю цiєї величини,
як це було в теорiї Кляйна–Ґордона–Фока. Одним несподiваним i
вдалим способом обчислення квадратного кореня, таким собi “deus
ex machina”, Дiрак вирiшив усi проблеми.
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§ 72. Момент кiлькостi руху в теорiї Дiрака

У нерелятивiстськiй теорiї орбiтальний момент кiлькостi руху
L̂ = [r̂p̂] є iнтеґралом руху для вiльної частинки з гамiльтонiаном
Ĥ = p̂2/2m:

[L̂, Ĥ] = 0.

Виявляється, однак, що для вiльної частинки в теорiї Дiрака про-
екцiї орбiтального моменту iмпульсу вже не є iнтеґралами руху.
Щоб переконатись у цьому, достатньо обчислити комутатор будь-
якої з проекцiй оператора L̂ з гамiльтонiаном Дiрака ĤD. Вибере-
мо, наприклад, проекцiю L̂x. Комутатор

[L̂x, ĤD] = [ŷp̂z − ẑp̂y, (α̂p̂)c+mc2β̂]

= [ŷp̂z − ẑp̂y, (α̂xp̂x + α̂y p̂y + α̂z p̂z)c]

= [ŷp̂z, α̂y p̂y]c− [ẑp̂y, α̂z p̂z]c = i~c(α̂y p̂z − α̂z p̂y)

= i~c[α̂p̂]x.

Аналогiчно обчисливши комутатор з iншими компонентами, у за-
гальному випадку можемо записати:

[L̂, ĤD] = i~c[α̂p̂].

Щоб не було непорозумiнь: злiва в рiвняннi маємо комутатор, а
справа — векторний добуток. Крiм того, пам’ятаємо, що для ство-
рення потрiбної розмiрностi поряд з оператором L̂ є одинична ма-
триця. Ми отримали, що

[L, ĤD] 6= 0

i, таким чином, оператор L̂ не є iнтеґралом руху.
Неважко виправити ситуацiю i знайти оператор, який у сумi з

оператором L̂ утворює iнтеґрал руху. Для цього необхiдно вико-
нати декiлька вправ на обчислення комутаторiв рiзних операторiв
iз гамiльтонiаном Дiрака. Зокрема,

[σ̂x, ĤD] = [σ̂x, (α̂p̂)c+mc2β̂]

= [σ̂x, (α̂xp̂x + α̂y p̂y + α̂z p̂z)c+mc2β̂].
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Тепер

[σ̂x, β] =


 σ̂x 0

0 σ̂x




 I 0

0 −I


−


 I 0

0 −I




 σ̂x 0

0 σ̂x




=


 σ̂x 0

0 −σ̂x


−


 σ̂x 0

0 −σ̂x


 = 0.

Тому

[σ̂x, ĤD] = cp̂y[σ̂x, α̂y] + cp̂z[σ̂x, α̂z].

Обчислимо тепер комутатори в правiй частинi цього рiвняння:

[σ̂x, α̂y] =


 σ̂x 0

0 σ̂x




 0 σ̂y

σ̂y 0


−


 0 σ̂y

σ̂y 0




 σ̂x 0

0 σ̂x




=


 0 σ̂xσ̂y

σ̂xσ̂y 0


−


 0 σ̂yσ̂x

σ̂yσ̂x 0




=


 0 [σ̂x, σ̂y]

[σ̂x, σ̂y] 0


 .

Пригадаємо, що

[σ̂x, σ̂y] = 2iσ̂z ,

i тому

[σ̂x, α̂y] = 2iα̂z .

Аналогiчно для другого комутатора отримаємо

[σ̂x, α̂z ] = −2iα̂y.

Отже,

[σ̂x, ĤD] = cp̂y2iα̂z − cp̂z2iα̂y = −2ic[α̂p̂]x.
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Тепер, збираючи разом комутатори для iнших компонент, одер-
жимо, що

[σ̂, ĤD] = −2ic[α̂p̂].

Неважко зауважити, що коли цей вираз помножити на ~/2 i до-
дати до комутатора орбiтального моменту L̂ з ĤD, то матимемо
нуль:

[ L̂, ĤD] +
~

2
[σ̂, ĤD] = 0

або [
L̂+

~

2
σ̂, ĤD

]
= 0.

Виходить, що оператор

Ĵ = L̂+
~

2
σ̂

комутує з гамiльтонiаном Дiрака, а отже, вiн є iнтеґралом руху.
Якщо орбiтальний момент кiлькостi руху L̂ = 0, тобто ми

розглядаємо частинку в системi координат, у якiй вона як цiле не
рухається, то величина

Ĵ =
~

2
σ̂.

Таким чином, це є не що iнше, як власний механiчний момент
частинки, або, як кажуть, спiн частинки. Його позначають також
через ŝ:

ŝ =
~

2
σ̂.

Компоненти цього оператора пiдкоряються звичайним кому-
тацiйним спiввiдношенням для моменту iмпульсу

[ŝx, ŝy] = i~ŝz,

[ŝz, ŝx] = i~ŝy,

[ŝy, ŝz] = i~ŝx,
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якi випливають з алґебри матриць Паулi, i дiють вони на вну-
трiшнi ступенi вiльностi частинки. Докладно ми дослiдили вла-
стивостi цього оператора та його власних функцiй у §35, тому не
будемо тут повторювати цих формул, а лише нагадаємо, що ква-
драт оператора спiну

ŝ2 =
~2

4
σ̂2 =

~2

4
(σ̂2x + σ̂2y + σ̂2z) = ~2

3

4
= ~2

1

2

(
1

2
+ 1

)
.

Звiдси випливає, що власне значення квадрата власного моменту
кiлькостi руху частинки визначається квантовим числом j = 1/2.
Або, iншими словами, спiн частинки, рух якої описується рiвня-
нням Дiрака, дорiвнює 1/2. Ще один несподiваний i цiкавий ре-
зультат: строге об’єднання релятивiстської i квантової теорiй на-
турально породжує новi якостi фiзичних об’єктiв без штучного
введення їх “руками”.

§ 73. Вiльний рух релятивiстської частинки

Дослiдимо на основi рiвняння Дiрака рух вiльної частинки.
Робимо пiдстановку

ψ(q, t) = e−
i
~
Etψ(q)

i переходимо до стацiонарного рiвняння

ĤDψ = Eψ,

ĤD = (α̂p̂)c+ β̂mc2.

Хвильова функцiя ψ = ψ(q) залежить як вiд просторових, так i вiд
спiнових змiнних, що представляють внутрiшнi ступенi вiльностi.
Пiд q розумiємо i просторовi, i спiновi змiннi. Оскiльки частинка
вiльна, то її хвильова функцiя пропорцiйна до плоскої хвилi:

ψ(q) =
eipr/~√
V

U.
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Функцiю U , яка залежить вiд внутрiшнiх ступенiв вiльностi i зо-
бражається чотирирядковою матрицею-стовпцем

U =




U1

U2

U3

U4



,

називають спiнором. Пiдстановка функцiї ψ в рiвняння Дiрака
дає

{
(α̂p)c+mc2β̂

}
U = EU,

тут p — уже є iмпульсом частинки, а не оператором. З умови
нормування хвильової функцiї

∫
ψ+ψ dq = 1

випливає умова нормування спiнора:

U+U = 1.

Запишемо тепер наше рiвняння в такому виглядi:





 0 (σ̂p)c

(σ̂p)c 0


+mc2


 I 0

0 −I





U = EU.

Нехай

U = const×


 ϕ

χ


 ,

i ми отримуємо систему двох матричних рiвнянь




(σ̂p)cχ+mc2ϕ = Eϕ,

(σ̂p)cϕ−mc2χ = Eχ,
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або 



(mc2 − E)ϕ+ (σ̂p)cχ = 0,

(σ̂p)cϕ− (E +mc2)χ = 0.

Маємо систему двох алґебраїчних лiнiйних однорiдних рiвнянь,
умовою нетривiальностi розв’язку якої є рiвнiсть нулевi її визна-
чника: ∣∣∣∣∣∣

mc2 − E (σ̂p)c

(σ̂p)c −(E +mc2)

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкриваючи його, маємо

−(mc2 − E)(E +mc2)− (σ̂p)2c2 = 0,

або

E2 −m2c4 − p2c2 = 0,

тому що

(σ̂p)2 = p2.

Знаходимо коренi цього рiвняння для невiдомої величини E,

E1,2 = ±
√
p2c2 +m2c4,

i вводимо позначення

E1 = E+ =
√
p2c2 +m2c4,

E2 = E− = −
√
p2c2 +m2c4.

Ми отримали спектр енерґiї для вiльної релятивiстської частинки.
Перший корiнь E+ — це звичний нам iз теорiї вiдносностi вираз
для енерґiї. Другий корiнь E− з вiд’ємним знаком, з погляду здо-
рового глузду, або, як ми кажемо, з фiзичних мiркувань, не слiд
брати до уваги. Адже в цьому випадку можливе безмежне ви-
трачання енерґiї частинки з перетворенням її в корисну роботу
— perpetuum mobile. Однак вiдкидання розв’язкiв iз вiд’ємними
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значеннями енерґiї приведе до того, що система власних функцiй
буде неповною. Будь-яку хвильову функцiю ми зможемо розкла-
сти в ряд за власними функцiями оператора ĤD для вiльної ча-
стинки лише тодi, коли вiзьмемо до уваги всi розв’язки. Таким
чином, необережне вiдкидання “з фiзичних мiркувань” розв’язкiв
з вiд’ємними значеннями енерґiї може залишити поза розглядом
чимало цiкавих явищ (насправдi це так i є). Вiдкладемо обгово-
рення цiєї “плюс-мiнус” проблеми, а зараз учинимо формально i
збережемо всi розв’язки як iз додатними, так i з вiд’ємними зна-
ченнями енерґiї.

Нехай тепер E = E+, i з другого рiвняння системи знаходимо

χ =
(σ̂p)cϕ

E+ +mc2
.

У нерелятивiстськiй межi c→ ∞, E+ → mc2 бачимо, що

χ ∼ v

c
ϕ.

Тобто при переходi до нерелятивiстської теорiї при E = E+ основ-
ну роль вiдiграє функцiя ϕ, а χ є малою. Для вiд’ємних значень
енерґiї E = E− = −E+ з першого рiвняння отримаємо

ϕ =
(σ̂p)cχ

E− −mc2
= − (σ̂p)cχ

E+ +mc2
.

Тепер при c→ ∞, E− → −mc2 бачимо, що

ϕ ≃ −v
c
χ

i отже, при переходi до нерелятивiстської теорiї основну роль вi-
дiграє функцiя χ.

Знайдемо сталу нормування у виразi для U . Якщо E = E+,
то, визначаючи функцiю χ з другого рiвняння, маємо:

U = const×




ϕ

(σ̂p)c

E+ +mc2
ϕ


 .

601



Пiдставимо цей вираз в умову нормування U+U = 1 i знаходимо

|const|2 ×
(
ϕ+ ϕ+ (σ̂p)c

E+ +mc2

)

×




ϕ

(σ̂p)c

E+ +mc2
ϕ


 = 1.

Перемножуючи матрицi, маємо

|const|2
{
ϕ+ϕ+

p2c2

(E+ +mc2)2
ϕ+ϕ

}
= 1.

Виберемо ϕ так, щоб вона була нормована на одиницю:

ϕ+ϕ = 1.

Звiдси одержуємо з точнiстю до фазового множника

const =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2
.

Вимагатимемо, щоб функцiя ϕ, яка є головною в нашому ви-
падку, була власною функцiєю оператора проекцiї спiну σ̂z час-
тинки на вiсь z (а тим самим i σ̂2). Отже,

~

2
σ̂zϕ = ~mϕ, m = ±1/2.

З виразу

ϕ =


 ϕ1

ϕ2




при ϕ1 = 1, ϕ2 = 0 ми отримуємо стан “спiн уверх”

ϕ↑ = | ↑〉 =


 1

0


 ,
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а при ϕ1 = 0, ϕ2 = 1 маємо стан “спiн униз”

ϕ↓ = | ↓〉 =


 0

1


 .

Тепер залишилось знайти явнi вирази для спiнора. Спочатку вiд-
шукаємо спiнорну функцiю для стану “спiн уверх” з енерґiєю
E = E+:

UE+,↑ =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2




1

0

(σ̂p)c

E+ +mc2


 1

0






.

Виконаймо простi дiї:

σ̂p


 1

0


 = σ̂xpx


 1

0


+ σ̂ypy


 1

0


+ σ̂zpz


 1

0




= px


 0 1

1 0




 1

0


+ py


 0 −i

i 0




 1

0




+ pz


 1 0

0 −1




 1

0


 = px


 0

1


+ py


 0

i




+ pz


 1

0


 =


 pz

px + ipy


 .
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Таким чином,

UE+,↑ =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2




1

0

pzc

E+ +mc2

(px + ipy)c

E+ +mc2




.

Аналогiчно знаходимо

UE+,↓ =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2




0

1

(px − ipy)c

E+ +mc2

−pzc
E+ +mc2




.

Переходимо тепер до розгляду випадку вiд’ємних значень
енерґiї E = E− = −E+. З першого рiвняння визначаємо функцiю
ϕ i пiдставляємо в U :

U = const×




− (σ̂p)c

E+ +mc2
χ

χ


 .

З умов нормування

U+U = 1, χ+χ = 1

знаходимо сталу нормування, яка має той самий вигляд, що i для
E+:

const =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2
.

Знову головну функцiю, якою тепер є χ, вибираємо власною фун-
кцiєю оператора спiну частинки ŝz:

~

2
σ̂zχ = ~mχ, m = ±1/2,
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χ↑ = | ↑〉 =


 1

0


 ,

χ↓ = | ↓〉 =


 0

1


 .

Повторюючи кроки попереднього випадку, знаходимо вiдповiднi
спiнори:

UE−,↑ =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2




− pzc

E+ +mc2

−(px + ipy)c

E+ +mc2

1

0




,

UE−,↓ =
1√

1 + p2c2/(E+ +mc2)2




−(px − ipy)c

E+ +mc2

pzc

E+ +mc2

0

1




.

Для того щоб дати iнтерпретацiю отриманих розв’язкiв, обчи-
слимо за їхньою допомогою густину потоку

j = cψ+α̂ψ.

Пiдставляючи в цей вираз явний вигляд хвильових функцiй, отри-
муємо

j =
c

V
U+α̂U.
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Почнемо розрахунок з x-компоненти:

jx =
c

V

1

1+p2c2/(E++mc2)2
(U∗

1 U
∗
2 U

∗
3 U

∗
4 )




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0







U1

U2

U3

U4




=
c

V

1

1 + p2c2/(E+ +mc2)2
(U∗

1 U
∗
2 U

∗
3 U

∗
4 )




U4

U3

U2

U1




=
c

V

1

1 + p2c2/(E+ +mc2)2
(U∗

1U4 + U∗
2U3 + U∗

3U2 + U∗
4U1).

Тепер конкретизуємо задачу i обчислимо jx для додатних значень
енерґiї частинки зi спiном, напрямленим уверх U = UE+,↑:

jx =
c

V

1

1 + p2c2/(E+ +mc2)2

{
(px + ipy)c

E+ +mc2
+

(px − ipy)c

E+ +mc2

}

=
c

V

1

1 + p2c2/(E+ +mc2)2
2pxc

E+ +mc2

=
(E+ +mc2)2pxc

2

V [(E+ +mc2)2 + p2c2]
=

pxc
2

V E+
.

Ми отримали, таким чином,

jx =
pxc

2

V E+
.

Цей вираз у нерелятивiстськiй межi c → ∞, коли E+ = mc2,
переходить у добре вiдому формулу для густини потоку

jx =
px
V m

= ρvx,
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де ρ = 1/V — густина частинок, а vx — x-компонента швидкостi.
Нехай тепер енерґiя E = E− = −E+ i спiнор U = UE−,↑ зобра-

жає стан “спiн уверх”. Для тiєї ж x-компоненти вектора потоку
легко отримуємо

jx = − pxc
2

V E+
.

Отже, для будь-якого значення енерґiї E можна записати

jx =
pxc

2

V E
,

а у векторнiй формi

j =
pc2

V E
.

Ми бачимо, що коли є розв’язок рiвняння Дiрака з вiд’ємним зна-
ченням енерґiї, то вiн вiдповiдає руховi частинки в протилежному
напрямку щодо її руху при додатнiй енерґiї.

Щоб просунутися далi в поясненнi отриманих розв’язкiв, ко-
рисно зробити “реплiку вбiк” i розглянути два простi шкiльнi при-
клади. У першому проаналiзуємо рух на площинi xOy класичної
частинки, що несе заряд e в однорiдному електричному полi E,
напрямленому вздовж осi y, з такими початковими умовами:

t = 0, ẋ = v, x = 0, ẏ = 0, y = 0.

Рiвняння руху:

mẍ = 0, mÿ = eE .

Розв’язки:

x = vt,

y =
eE
2m

t2.

Виключимо час i знайдемо рiвняння траєкторiї

y =
eE

2mv2
x2.
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Запишемо його через початкову енерґiю частинки E = mv2/2:

y =
eE
4E

x2.

Якщо розглянути траєкторiю руху частинки з додатною енер-
ґiєю E = E+ i з додатним зарядом e+ = |e|, то вона збiгається
з траєкторiєю для вiд’ємного заряду e− = −|e|, який має вiд’єм-
ну енерґiю E = E− = −E+. А траєкторiя частинки iз зарядом e
i вiд’ємною енерґiєю збiгається з траєкторiєю частинки, що має
протилежний заряд (−e) i додатну енерґiю. Це iлюструє рис. 61.

Рис. 61. Класична траєкторiя руху частинки в електричному полi.

Другий приклад — це рух зарядженої частинки в однорiдному
магнiтному полi напруженостi H. Рiвняння руху:

ṗ =
e

c
[vH].

Оскiльки v = const, то з виразу

p =
mv√

1− v2/c2
=
E

c2
v

знаходимо

v̇ =
ec

E
[vH].

608



Знову ми бачимо, що закони руху залежать лише вiд знака вiдно-
шення e/E: тобто рух з вiд’ємною енерґiєю — це рух iз зарядом
(−e).

Отже, ми можемо дати таку iнтерпретацiю для станiв з вiд’єм-
ною енерґiєю E−. Їх можна розглядати як стани, що описують
частинки з додатною енерґiєю, але з протилежним зарядом.

Пiсля цих попереднiх мiркувань сформулюємо гiпотезу Дiра-
ка щодо природи вакууму. Щоб уникнути спостережувальностi
частинок з вiд’ємною енерґiєю, Дiрак увiв означення вакууму як
такого стану фiзичного простору, у якому всi стани iз вiд’ємною
енерґiєю зайнятi частинками (море Дiрака), а всi стани з дода-
тною енерґiєю є вiльними. Причому якщо мова йде про фермi-
частинки, такi, як електрони, то в кожному станi, згiдно з прин-
ципом Паулi, є лише одна частинка. Ми знову опинились перед
таємницею природи Вакууму. Слова про те, що всi стани з вiд’-
ємними значеннями енерґiї зайнятi, є не бiльше нiж заклинан-
ня, оскiльки виникає ряд простих питань про безмежну енерґiю,
безмежний заряд, стiйкiсть i т.д., якi залишаються без вiдповiдi.
Отже, дух Порожнечi не так просто схопити6.

Якщо пiд дiєю зовнiшнiх сил один з електронiв здiйснює кван-
товий перехiд з моря Дiрака в незайнятi стани додатної енерґiї, то
звiльнений стан з вiд’ємною енерґiєю поводить себе як частинка
з додатною енерґiєю i додатним зарядом (див. рис. 62). Споча-
тку Дiрак ототожнював цi стани з протонами. За його словами, у
той час не так легко було наважитись, як тепер, на нову частин-
ку, тому вiн обережно пiдходив до iнтерпретацiї дiркових станiв.

6

Мефiстофель:

. . . Ти знаєш жах порожнявих просторiв
I вiчне безгомiння самоти?

Фауст:

. . . Я й сам незгiрше знавсь на тому —
Вивчав пусте, навчав пустому,
I що пильнiш заглиблювався в рiч,
То бiльше в нiй являлось протирiч.

(Й.-В. Ґете “Фауст”. Переклад М.Лукаша.)
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Розвинута ним теорiя є симетричною стосовно частинок з вiд’єм-
ним та додатним зарядами, i, на думку Дiрака, вiдповiдальною
за спостережувану асиметрiю властивостей електрона i протона
могла бути мiжелектронна взаємодiя. Дiрак усвiдомлював її недо-
статнiсть для пояснення такої великої рiзницi їхнiх мас i завершив
свою книжку (P. A. M. Dirac. The principles of quantum mechanics.
Oxford, 1930) словами: можливо, що усунути цю труднiсть можна
буде тодi, коли краще розумiтимемо природу взаємодiї. Пiзнiше
Г.Вейль з мiркувань симетрiї показав, що ця частинка повинна
мати масу електрона. Так Дiрак теоретично вiдкрив позитрон.

Рис. 62. Енерґетичний спектр релятивiстської частинки.

Експериментально позитрон виявив американський фiзик
К.Д.Андерсон у 1932 роцi в космiчних променях. Вивчаючи фо-
тографiї з камери Вiльсона, вiн помiтив аномальнi треки части-
нок iз масою, близькою до маси електрона з додатним елемен-
тарним зарядом. Цiкаво, що англiйський фiзик П.Блекетт мав
велику серiю фотографiй з такими треками, але вiн хотiв дове-
сти строго, що це частинки, напрямок руху яких спрямований
до камери Вiльсона, а не з неї, тобто, що цi частинки справдi
мають додатний заряд. Тим часом К.Д.Андерсон, маючи одну
фотографiю, з американською прагматичнiстю оголосив свiй ви-
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нахiд i отримав у 1936 роцi Нобелiвську премiю за вiдкриття пози-
трона.

Головною арґументацiєю для збереження розв’язкiв iз вiд’єм-
ними енерґiями є квантовi переходи з моря Дiрака у стани з дода-
тними енерґiями. У класичнiй механiцi, де енерґiя набуває лише
неперервних значень, такi переходи “зi стрибками” є неможливи-
ми. Квантовий перехiд електрона з дiракiвського моря станiв iз
вiд’ємною енерґiєю може вiдбуватись рiзними шляхами. Напри-
клад, такий перехiд може бути спричинений фотонами, якщо їх
енерґiя бiльша, нiж ширина забороненої зони 2mc2. Це процес
народження електронно-позитронної пари. Спостерiгається i зво-
ротний процес електронно-позитронної анiгiляцiї, який, як i пря-
мий процес, вимагає, вiдповiдно до закону збереження енерґiї–
iмпульсу, третього тiла. Перш нiж анiгiлювати, як правило, на
два фотони, електронно-позитронна пара утворює зв’язаний стан,
який називають позитронiєм. П. А. М. Дiрак i передбачив таке
одночасне зникнення частинок iз видiленням енерґiї у виглядi ви-
промiнювання.

Насамкiнець зауважимо, що хоча для цього аналiзу ми вибра-
ли електрон, але зрозумiло, що ця iнтерпретацiя теорiї Дiрака
застосовна до всiх частинок, спiн яких дорiвнює 1/2.

Вiдступ.
Про П.А.М.Дiрака, який часто пропонував несподiванi рiшення, розпо-

вiдають цiкаву iсторiю, що стосується певною мiрою проблеми вiд’ємних зна-
чень енерґiй для вiльної релятивiстської частинки.

На однiй з вечiрок, у якiй брав участь молодий Дiрак, була запропоно-
вана задача про рибалок: троє рибалок ловили рибу на островi в морi, де
їх затримала на нiч буря. Прокинувшись уранцi (буря вже втихла), один iз
рибалок вирiшив не будити друзiв, а взяти свою частку риби й на своєму
човнi поплисти на берег. Але вiн зауважив, що, якщо вилов роздiлити на
трьох, одна рибина є зайвою. Вiн її викинув, узяв свою долю i поплив на
берег. Другий рибалка, прокинувшись i не знаючи, що його товариш уже вiд-
плив, опинився в такому ж становищi: щоб роздiлити рибу на трьох, одну
довелось викинути. З третiм рибалкою iсторiя повторилась. Питання: скiль-
ки було рибин спочатку? Дiрак моментально дав вiдповiдь, не соромлячись
її абсурдностi: було мiнус двi рибини. З погляду математики — це одна з
можливих вiдповiдей. Загальний розв’язок цiєї задачi є простим. Якщо було
N рибин, то пiсля того, як перший рибалка забрав свою долю, залишилось
2(N − 1)/3, пiсля другого залишилось 2[2(N − 1)/3 − 1]/3 = 2(2N − 5)/9, а
пiсля третього — 2[2(2N−5)/9−1]/3 = 2(4N−19)/27. Останнє число повинно
бути кратним цiлим до двох, оскiльки воно розраховувалось на двох рибалок.
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Отже, 2(4N − 19)/27 = 2m, або 4N − 19 = 27m, m — цiле число. Остаточно
N = 5+7m− (1 +m)/4. Вiдповiдь дають числа m = 4k−1, k = 0, ±1, ±2, . . .,
m = 3, N = 25; m = 7, N = 52, . . .. Але вiдповiдь дають i m = −1, N = −2;
m = −5, N = −29, . . .. “Моментальна” вiдповiдь Дiрака N = −2, не стримала
його своєю “незрозумiлiстю” — це яскравий приклад нестандартних пiдходiв
П.А.М.Дiрака до багатьох задач теоретичної фiзики (дивне добування коре-
ня квадратного та отримання рiвняння Дiрака, магнiтний заряд — монополь
Дiрака, “закон” великих чисел та проблеми космологiї, спiн, вiд’ємнi значення
енерґiї та позитрон. . . ).

§ 74. Сферичний спiнор

Власнi функцiї моменту кiлькостi руху в загальному випадку
ми знайшли в §33. У §35 окремо був розглянутий випадок для
спiну 1/2, тобто коли квантове число, що визначає власне значен-
ня квадрата моменту кiлькостi руху i максимальне значення його
проекцiї j = 1/2. Тут ми дослiдимо випадок, коли момент кiлько-
стi руху визначається сумою орбiтального i спiнового моментiв:

Ĵ = L̂+ ŝ,

ŝ =
~

2
σ̂.

Правила комутацiї для компонент повного моменту Ĵ є, очевидно,
тими самими, що й для компонент операторiв L̂ та ŝ. Компоненти
операторiв ŝ та L̂ комутують мiж собою, оскiльки дiють на рiзнi
змiннi: оператор L̂ — на просторовi координати частинки, а ŝ — на
спiновi змiннi, що представляють її внутрiшнi ступенi вiльностi. З
уваги на це будь-яка компонента оператора Ĵ комутує з його ква-
дратом Ĵ2. Отже, вони мають спiльну систему власних функцiй i
вiдповiдно власних значень: ~m та ~2j(j+1). Крiм того, оператор

Ĵ2 комутує з L̂
2

i ŝ2. Справдi,

Ĵ2 = L̂
2
+ ŝ2 + 2 L̂ŝ = L̂

2
+ ŝ2 + 2(L̂xŝx + L̂y ŝy + L̂z ŝz),

i оскiльки L̂
2

комутує сам зi собою та з компонентами L̂x, L̂y, L̂z,
а також з ŝ2 та ŝx, ŝy, ŝz, то вiн комутує i з Ĵ2. Те ж саме сто-

сується оператора ŝ2. Отже, оператори Ĵ2, L̂
2
, ŝ2 мають спiльну

систему власних функцiй i представляють величини, якi можуть
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бути вимiряними одночасно. Разом з ними може бути вимiряним
i скалярний добуток

L̂ŝ =
1

2
(Ĵ2 − L̂

2 − ŝ2),

як i добуток

Ĵŝ =
1

2
(Ĵ2 − L̂

2
+ ŝ2).

Власнi значення цих величин вiдповiдно дорiвнюють

~2

2

[
j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4

]

та
~2

2

[
j(j + 1)− l(l + 1) +

3

4

]
.

Квантове число j, згiдно з загальним правилом додавання момен-
тiв з §33, може набувати такi значення: j = l ± 1/2.

Знайдемо тепер систему власних функцiй для всiх цих комуту-
ючих мiж собою операторiв. Пишемо рiвняння на власнi функцiї
та власнi значення:

Ĵ2ψ = ~2j(j + 1)ψ,

Ĵzψ = ~mjψ.

Функцiя ψ є дворядковою матрицею-стовпцем:

ψ =


 ψ1

ψ2


 .

Запишемо перше рiвняння в явнiй формi, розкриваючи квадрат
оператора Ĵ:

( L̂
2
+ ŝ2 + 2 L̂ŝ)ψ = ~2j(j + 1)ψ.

Зважаючи на те, що ψ є власною функцiєю L̂
2

та ŝ2, маємо
[
~2l(l + 1) +

3

4
~2 + ~ L̂σ̂ − ~2j(j + 1)

]
ψ = 0,
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причому ψ1 та ψ2 є сферичними функцiями з орбiтальним кван-
товим числом l. Розпишемо матрицi:

[
~2l(l + 1) +

3

4
~2 − ~2j(j + 1)

]
 1 0

0 1




 ψ1

ψ2




+


~L̂x


 0 1

1 0


+ ~L̂y


 0 −i

i 0




+ ~L̂z


 1 0

0 −1






 ψ1

ψ2


 = 0.

Звiдси знаходимо систему двох рiвнянь для ψ1 та ψ2:

~2
[
l(l + 1) +

3

4
− j(j + 1)

]
ψ1 + ~(L̂x − iL̂y)ψ2 + ~L̂zψ1 = 0,

~2
[
l(l + 1) +

3

4
− j(j + 1)

]
ψ2 + ~(L̂x + iL̂y)ψ1 − ~L̂zψ2 = 0.

Якщо прийняти в другому рiвняннi ψ1 = C1Yl,m i врахувати, що

(L̂x + iL̂y)Yl,m = ~
√

(l + 1 +m)(l −m)Yl,m+1,

то для його задоволення необхiдно взяти ψ2 = C2Yl,m+1. При цьо-
му задовольняється i перше рiвняння тому, що

(L̂x − iL̂y)Yl,m+1 = ~
√

(l −m)(l +m+ 1)Yl,m.

Отже, маємо:
[
l(l + 1) +

3

4
− j(j + 1) +m

]
C1 +

√
(l −m)(l +m+ 1)C2 = 0,

√
(l + 1 +m)(l −m)C1 +

[
l(l + 1)+

3

4
−j(j + 1)−(m+ 1)

]
C2=0.
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Визначник цiєї системи лiнiйних однорiдних рiвнянь повинен до-
рiвнювати нулевi:
[
l(l + 1) +

3

4
− j(j + 1) +m

] [
l(l + 1) +

3

4
− j(j + 1)− (m+ 1)

]

−(l −m)(l +m+ 1) = 0.

Це бiквадратне рiвняння для квантового числа j з урахуванням
того, що j > 0, дає, як i повинно бути:

j = l ± 1

2
.

Нехай j = l+1/2. З першого рiвняння для коефiцiєнтiв C1, C2

знаходимо, що

C2 =

√
l −m

l +m+ 1
C1.

Якщо j = l − 1/2, то це рiвняння дає

C2 = −
√
l +m+ 1

l −m
C1.

Таким чином, для j = l + 1/2 функцiя

ψ = C1


 Yl,m√

l−m
l+m+1Yl,m+1


 .

З умови нормування
∫
ψ+ψdq = 1

знаходимо сталу нормування C1:

|C1|2
∫
dΩ

(
Y ∗
l,m(θ, ϕ)Yl,m(θ, ϕ)+

l −m

l+m+1
Y ∗
l,m+1(θ, ϕ)Yl,m+1(θ, ϕ)

)
=1.

Оскiльки сферичнi функцiї нормованi, то звiдси

C1 =

√
l +m+ 1

2l + 1
.
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Отже, для j = l + 1/2 хвильова функцiя

ψ
(j)
l,m =



√

l+m+1
2l+1 Yl,m(θ, ϕ)√

l−m
2l+1Yl,m+1(θ, ϕ)


 .

Аналогiчно для випадку j = l − 1/2 маємо

ψ
(j)
l,m =



√

l−m
2l+1Yl,m(θ, ϕ)

−
√

l+m+1
2l+1 Yl,m+1(θ, ϕ)


 .

Цi функцiї називають сферичними спiнорами.
Квантове число mj = m + 1/2, в чому легко переконуємось

прямою пiдстановкою знайдених сферичних спiнорiв у рiвняння
на власнi значення для оператора Ĵz = L̂z + ~σ̂z/2. Причому, при
j = l + 1/2 максимальне значення m = l, як видно з виразу для

ψ
(j)
l,m, i отже, максимальне значення mj = l + 1/2 = j; мiнiмальне

значення m = −l − 1, тобто mj = −l − 1/2 = −j. Для випадку
j = l − 1/2 максимальне m = l − 1 i вiдповiдно, mj = l − 1/2 = j;
мiнiмальне m = −l i mj = −l + 1/2 = −j. Отже, квантове число
mj змiнюється в межах −j ≤ mj ≤ j вiдповiдно до загального
правила.

§ 75. Рiвняння Паулi

Нас цiкавитиме нерелятивiстський перехiд у рiвняннi Дiрака
для частинки iз зарядом e в електромагнiтному полi з потенцiа-
лами V та A:

ĤDψ = Eψ,

ĤD =
(
α̂, p̂− e

c
A
)
c+ eV + β̂mc2.

Здiйснимо в цьому рiвняннi формальний розклад за степенями
1/c. Запишемо його як систему двох матричних рiвнянь

{(
α̂, p̂− e

c
A
)
c+ eV + β̂mc2

}
ψ = Eψ.
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 0

(
σ̂, p̂− e

c
A
)
c

(
σ̂, p̂− e

c
A
)
c 0


+ eV


 I 0

0 I




+


 I 0

0 −I


mc2






 ϕ

χ


 = E


 ϕ

χ




або в явному виглядi
(
σ̂, p̂− e

c
A
)
cχ+ eV ϕ+mc2ϕ = Eϕ,

(
σ̂, p̂− e

c
A
)
cϕ+ eV χ−mc2χ = Eχ.

Будемо розглядати рух власне електрона, коли E > 0 i голов-
ною є функцiя ϕ. Ми виключаємо позитроннi стани пiдстановкою
в перше рiвняння системи функцiї

χ =
1

E +mc2 − eV
c
(
σ̂, p̂− e

c
A
)
ϕ,

визначеної з другого рiвняння. Тепер для функцiї ϕ з першого
рiвняння маємо:{(

σ̂, p̂− e

c
A
) c2

E +mc2 − eV

(
σ̂, p̂− e

c
A
)
+eV

}
ϕ = (E −mc2)ϕ.

Вiдраховуючи енерґiю вiд енерґiї спокою E = mc2+E′, запишемо
це рiвняння в такому виглядi:
{

1

2m

(
σ̂, p̂− e

c
A
) 1

1 + (E′ − eV )/2mc2

(
σ̂, p̂− e

c
A
)
+eV

}
ϕ = E′ϕ.

Тепер ми маємо змогу перейти в ньому до нерелятивiстської межi,
коли

(E′ − eV )/2mc2 ≪ 1.

Квазiрелятивiстське наближення з точнiстю до 1/c отримає-
мо, якщо знехтуємо цим членом у знаменнику першого доданка в
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рiвняннi:
[(

σ̂, p̂− e
cA
)2

2m
+ eV

]
ϕ = E′ϕ.

Розпишемо тепер квадрат оператора в ньому. Розгляньмо загаль-
нiший випадок, коли у вираз (σ̂a)(σ̂b) входять довiльнi оператори
a та b. Маємо:

(σ̂a)(σ̂b) = (σ̂xax + σ̂yay + σ̂zaz)(σ̂xbx + σ̂yby + σ̂zbz)

= σ̂2xaxbx + σ̂2yayby + σ̂2zazbz + σ̂xσ̂yaxby + σ̂yσ̂xaybx + σ̂xσ̂zaxbz

+σ̂zσ̂xazbx + σ̂yσ̂zaybz + σ̂zσ̂yazby = axbx + ayby + azbz

+iσ̂z(axby − aybx) + iσ̂y(azbx − axbz) + iσ̂x(aybz − azby)

= (ab) + i(σ̂[ab]).

У нашому випадку

a = b = p̂− eA/c

i, таким чином,
(
σ̂, p̂− e

c
A
)2

=
(
p̂− e

c
A
)2

+ i
(
σ̂
[
p̂− e

c
A, p̂− e

c
A
])
.

Тепер
[
p̂− e

c
A, p̂− e

c
A
]

= [p̂p̂]− e

c
(−i~)[∇A]

+
e

c
[Ap̂]− e

c
[Ap̂] +

e2

c2
[AA] =

ie~

c
rotA.

Перший i останнiй доданки дорiвнюють нулевi, а в третьому до-
данку маємо знак “+” тому, що перенесення оператора p̂ направо
мiняє мiсцями A та p̂ i векторний добуток при цьому змiнює знак.
Отже,

(
σ̂, p̂− e

c
A
)2

=
(
p̂− e

c
A
)2

− e~

c
(σ̂H),
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де H = rotA — напруженiсть магнiтного поля. Таким чином, ми
отримаємо рiвняння

{(
p̂− e

cA
)2

2m
− e~

2mc
(σ̂H) + eV

}
ϕ = E′ϕ.

Це i є рiвняння Паулi (1927 р.). Другий доданок у ньому

∆1Ĥ = − e~

2mc
(σ̂H)

має прозорий фiзичний змiст. Перепишемо його так:

∆1Ĥ = −(µ̂H),

де

µ̂ =
e~

2mc
σ̂

має змiст оператора власного магнiтного моменту частинки. От-
же, цей доданок у рiвняннi є оператором енерґiї взаємодiї власного
магнiтного моменту частинки iз зовнiшнiм магнiтним полем. За-
пишемо оператор µ̂ через оператор спiну ŝ = ~σ̂/2 (ґiромагнiтне
спiввiдношення):

µ̂ = −gµBŝ,

де µB = |e|/2mc — магнетон Бора, а g = 2 — так званий g-фактор.
Цей g-фактор визначає вiдношення магнiтного моменту до механi-
чного i у випадку орбiтального руху електрона дорiвнює одиницi.
Як бачимо, з теорiї Дiрака випливає не лише наявнiсть власно-
го механiчного моменту частинки, а й власного магнiтного мо-
менту. Якщо пiд m розумiти масу електрона, то отримується до-
бре узгодження мiж обчисленим й експериментально вимiряним
значеннями магнiтного моменту. Отже, рiвняння Дiрака з вели-
кою точнiстю описує поведiнку електронiв. Застосування рiвнян-
ня Дiрака до таких частинок, як протон або нейтрон, не є таким
успiшним, хоча деякi висновки, наприклад, про iснування анти-
частинок, стосовнi i до них. Однак кiлькiсно магнiтнi моменти
цих частинок вiдрiзняються вiд того, що дає теорiя. Для протона
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g-фактор дорiвнює не 2, а 2.793, якщо магнiтний момент вимiрю-
вати в ядерних магнетонах7.

Зауважимо, що нестацiонарне рiвняння Паулi описує, як i рiв-
няння Шрединґера, лише оборотнi процеси, оскiльки замiна t на
(−t), A на (−A), σ̂∗ на (−σ̂) дає те ж саме рiвняння для хвильової
функцiї, яка описує обернений у часi рух.

§ 76. Квазiрелятивiстське наближення рiвняння Дiрака.
Спiн-орбiтальна взаємодiя

Переходимо тепер до наступного наближення рiвняння Дiрака
за параметром 1/c. Для цього в точному рiвняннi для функцiї ϕ з
попереднього параграфа врахуємо, крiм першого члена розкладу,
тобто одиницi, другий член — лiнiйний за “малим параметром”
(E′ − eV )/2mc2:
{(

σ̂, p̂− e
cA
)

2m

[
1− (E′ − eV )

2mc2
+ . . .

](
σ̂, p̂− e

c
A
)
+ eV

}
ϕ = E′ϕ.

Перший доданок у квадратних дужках дає вже знайоме нам рiв-
няння Паулi з поправкою ∆1Ĥ до нерелятивiстського гамiльтонi-
ана. Другий доданок дає наступну поправку, причому ми збере-
жемо лише члени, пропорцiйнi до 1/c2:
{
(p̂− eA/c)2

2m
+ eV +∆1Ĥ − (σ̂p̂)

2m

(
E′ − eV

2mc2

)
(σ̂p̂)

}
ϕ = E′ϕ.

Пам’ятаємо також, що функцiя ϕ не є шрединґерiвською хвильо-
вою функцiєю, тому що вона нормується разом iз функцiєю χ:

∫
(ϕ+ϕ+ χ+χ)dq = 1.

7Насправдi g-фактор електрона є також бiльшим, нiж 2. Це результат вза-
ємодiї електрона з нульовими коливаннями вакууму (так званi радiацiйнi по-
правки): g = 2(1 + α/2π + . . .), α = e2/~c ≃ 1/137. Експериментально цей
аномальний магнiтний момент електрона вимiряв у 1949 роцi американський
фiзик українського походження Полiкарп Кущ (P.Kusch), який за цю роботу
був нагороджений у 1955 роцi Нобелiвською премiєю.
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Оскiльки функцiя

χ =
1

E +mc2 − eV
c
(
σ̂, p̂− e

c
A
)
ϕ

=
1

1 + (E′ − eV )/2mc2

(
σ̂, p̂− e

cA
)

2mc
ϕ,

то з потрiбною нам точнiстю

χ =
(σ̂p̂)

2mc
ϕ

i умова нормування (“перекидаємо” при цьому дiю оператора p̂ з
ϕ+ на ϕ, користуючись його самоспряженiстю)

∫ [
ϕ+ϕ+ ϕ+

(
σ̂p̂

2mc

)2

ϕ

]
dq = 1

має вигляд: ∫
ϕ+

[
1 +

p̂2

4m2c2

]
ϕdq = 1.

Уведемо шрединґерiвську функцiю

ψSch =

(
1 +

p̂2

4m2c2

)1/2

ϕ,

яка нормується без “вагового оператора” (див. §2)
∫
ψ+
SchψSch dq = 1

i тому має звичайний змiст густини ймовiрностi. Отже,

ϕ =

(
1 +

p̂2

4m2c2

)−1/2

ψSch.

Тепер наближене рiвняння Дiрака для шрединґерiвської хвильо-
вої функцiї запишемо так:

{
(p̂− eA/c)2

2m
+ eV +∆1Ĥ − (σ̂p̂)

2m

(
E′ − eV

2mc2

)
(σ̂p̂)

}

×
(
1 +

p̂2

4m2c2

)−1/2

ψSch = E′
(
1 +

p̂2

4m2c2

)−1/2

ψSch.
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Подiємо злiва на це рiвняння оператором
(
1 + p̂2/4m2c2

)1/2 i отри-
маємо:(

1 +
p̂2

4m2c2

)1/2
{
(p̂− eA/c)2

2m
+ eV +∆1Ĥ

−(σ̂p̂)

2m

(
E′ − eV

2mc2

)
(σ̂p̂)

}(
1 +

p̂2

4m2c2

)−1/2

ψSch = E′ψSch.

Зберiгаючи прийняте наближення 1/c2, операторнi коренi розкла-
даємо в ряд:

(
1 +

p̂2

8m2c2

){
(p̂− eA/c)2

2m
+ eV +∆1Ĥ

−(σ̂p̂)

2m

(
E′ − eV

2mc2

)
(σ̂p̂)

}(
1− p̂2

8m2c2

)
ψSch = E′ψSch.

Перемножуючи цi вирази з тiєю ж точнiстю, знаходимо рiвняння:
{
(p̂− eA/c)2

2m
+ eV +∆1Ĥ +∆2Ĥ

}
ψSch = E′ψSch,

де поправка другого порядку до гамiльтонiана за параметром 1/c2

∆2Ĥ = −(σ̂p̂)

2m

(E′ − eV )

2mc2
(σ̂p̂) +

e

8m2c2
(p̂2V − V p̂2).

Отримане рiвняння має вигляд рiвняння Шрединґера з урахува-
нням релятивiстських поправок.

Перетворимо вираз для ∆2Ĥ. Оператор p̂ злiва дiє як на по-
тенцiал V , так i на хвильову функцiю. Розпишемо явно цi дiї:

∆2Ĥ = − i~

4m2c2
e(σ̂∇V )(σ̂p̂)

− (E′ − eV )

2mc2
(σ̂p̂)2

2m
− e~2

8m2c2
∇

2V − ei~

4m2c2
(∇V p̂).

Спростимо цей вираз. По-перше, (σ̂p̂)2 = p̂2, а по-друге, вели-
чину (E′ − eV ) можна замiнювати на оператор кiнетичної енерґiї
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p̂2/2m, маючи на увазi, що розрахунок середнiх значень, за теорi-
єю збурень, здiйснюється на хвильових функцiях нульової задачi,
тому:

p̂4

2m
= p̂2 p̂

2

2m
= p̂2(E′ − eV )

= (E′ − eV )p̂2 + 2ie~(∇V p̂) + e~2∇2V.

Отже, маємо, що

(E′ − eV )p̂2 =
p̂4

2m
− e~2∇2V − 2ie~(∇V p̂).

Зрозумiло, що лiву частину цiєї рiвностi ми також можемо запи-
сати як p̂4/2m, звiдки, мiж iншим, отримуємо цiкаву операторну
рiвнiсть 2i(∇V p̂) = −~∇2V , iнший шлях доведення якої подано
в прикладi до цього параграфа8.

Далi для першого доданка у виразi для ∆2Ĥ використаємо
рiвнiсть iз попереднього параграфа:

(σ̂∇V )(σ̂p̂) = (∇V p̂) + i(σ̂[∇V p̂]).

8Читач може здивуватись, що ми нiбито з нiчого отримали цей зв’язок.
Iз цього приводу можна сказати, що “вгадування” як фундаментальних зв’яз-
кiв мiж рiзними явищами, так i передбачення на їхнiй основi нових явищ
та закономiрностей нерiдко ґрунтується на використаннi тотожностi “нуль
дорiвнює нулевi”. Потрiбно лише вдало вибирати цi “нулi”. Для iлюстрацiї
вiзьмемо простий приклад. Рiвнiсть

∫∞
−∞dx e

−x2

(d/dx)n1 = 0, n= 1, 2, 3, . . . iн-

теґруванням частинами приводимо до вигляду
∫∞
−∞ dx (−d/dx)ne−x2

= 0 або
∫∞
−∞ dx e−x2

(−d/dx + 2x)n = 0. Ми отримали можливiсть знаходити середнє

значення xn за розподiлом Ґаусса, не розраховуючи явним чином iнтеґрали.
Для непарних n цi середнi дорiвнюють нулевi, а для n = 2, 4, . . . маємо лан-
цюжок рiвнянь −2 + 4x2 = 0, 12 − 48x2 + 16x4 = 0, . . . . Звiдси x2 = 1/2,
x4 = 3/4, . . . . Зрозумiло, що замiсть x2 у показнику експоненти можна взя-
ти, наприклад, x4 або будь-яку iншу функцiю ϕ(x). А взагалi, встановлення
рiзних зв’язкiв, якi iснують у природi, хоч i дає iнтелектуальне задоволення,
насправдi, є визнанням нашого безсилля збагнути Свiт через безмежну кiль-
кiсть зв’язкiв. Стовiдсоткове знання зовсiм не потребує встановлення окремих
зв’язкiв, але воно позбавляє нас насолоди iнтелектуальної творчостi.
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Тепер, збираючи все разом, знаходимо

∆2Ĥ = − p̂4

8m3c2
+

~e

4m2c2
(σ̂[∇V p̂]) +

e~2

8m2c2
∇

2V.

Нехай потенцiал V = V (r) є центрально-симетричним, тодi

∇V = ∇V (r) =
r

r

dV

dr

i другий доданок

~e

4m2c2
(σ̂ [∇V p̂]) =

~e

4m2c2

(
σ̂

[
r

r

dV

dr
p̂

])
=

1

r

dV

dr

e

2m2c2
(ŝL̂).

Тут ми використали означення оператора L̂ i оператора спiну ча-
стинки ŝ = ~σ̂/2.

Таким чином, поправка

∆2Ĥ = − p̂4

8m3c2
+

1

r

dV

dr

e

2m2c2
(ŝL̂) +

~2e

8m2c2
∇

2V.

Перейдемо тепер до обговорення фiзичного змiсту кожного
з доданкiв у цьому виразi. Перший член — це вiдома вже нам
з рiвняння Кляйна–Ґордона–Фока поправка на залежнiсть маси
частинки вiд швидкостi. Другий член має назву оператора спiн-
орбiтальної взаємодiї. Вiн має змiст енерґiї взаємодiї власного ма-
гнiтного моменту електрона з магнiтним полем, створеним ядром
(протоном), яке в системi вiдлiку електрона рухається навколо
нього. Дiйсно, ця взаємодiя в класичному випадку має вигляд:

∆E = −(µH),

де µ — магнiтний момент частинки, а магнiтне поле в нереляти-
вiстськiй межi

H =
1

c
[Ev] = −1

c
[∇V v] = − 1

mc
[∇V p],

де

E = −∇V

— напруженiсть електричного поля. Векторний добуток

[∇V p] =
1

r

dV

dr
[rp] =

1

r

dV

dr
L.
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Отже,

∆E =
1

mc

1

r

dV

dr
(µL)

i вiдповiдний оператор

∆Ĥ =
1

mc

1

r

dV

dr
(µ̂L̂) = gµB

1

mc

1

r

dV

dr
(ŝL̂) =

e

m2c2
1

r

dV

dr
(ŝL̂).

З точнiстю до 1/2 цей вираз справдi збiгається з оператором спiн-
орбiтальної взаємодiї. Ми не будемо обговорювати тут цiєї “поло-
винки” Л.Томаса, який уперше в 1926 роцi з класичних мiрку-
вань знайшов вираз для спiн-орбiтальної взаємодiї, розглядаючи
електрон як дзиґу. Проблема “половинки” Томаса пов’язана з не-
iнерцiальнiстю системи вiдлiку, у якiй електрон перебуває в станi
спокою.

Про останнiй доданок у ∆Ĥ2 часто говорять, що йому важко
надати змiст i вiн не має класичного аналога. На наш погляд, це
не зовсiм так. Насамперед, вiн вiдмiнний вiд нуля тiльки в тих
точках, де є заряди. Справдi, потенцiал V задовольняє рiвняння
Пуассона

∇
2V = −4πρ,

де ρ = ρ(r) — густина зарядiв, що створюють електростатичне
поле. Таким чином, останнiй член у ∆Ĥ2

~2e

8m2c2
∇

2V = − πe~2

2m2c2
ρ,

i вiн не дорiвнює нулевi в тих точках простору, де густина заря-
дiв ρ 6= 0. Наприклад, якщо заряд ядра атома величиною |e|Z
знаходиться в початку координат, то ρ = |e|Zδ(r). Отже, внесок в
енерґiю вiд цього оператора дають такi траєкторiї руху електрона,
якi проходять крiзь ядро, тобто коли орбiтальний момент кiлько-
стi руху електрона L дорiвнює нулевi. Тому цей доданок можна
трактувати як спiн-орбiтальну взаємодiю, “аналiтично продовже-
ну” на випадок, коли L → 0, r → 0. У виразi для середнього
значення оператора спiн-орбiтальної взаємодiї ми одержимо при
цьому невизначенiсть “нуль на нуль”, коректно розкриваючи яку,

625



отримаємо вираз, що збiгається з внеском вiд останнього доданка
в операторi ∆Ĥ2.

Приклад. Довести рiвнiсть 〈∇V∇〉 = −〈∇2V/2〉.
Комплексне спряження оператора (∇V∇) не змiнює його, тому середнє

значення ∫
ψ∗(∇V∇)ψdq =

∫
ψ(∇V∇)ψ∗ dq.

Iнтеґруючи праву сторону частинами, маємо:
∫
ψ(∇V∇)ψ∗ dq = −

∫
ψ∗∇(ψ∇V )dq

або, розписуючи праву частину:
∫
ψ∗∇V∇ψ dq = −

∫
ψ∗∇2V ψ dq −

∫
ψ∗∇V∇ψ dq.

Отже, ∫
ψ∗∇V∇ψ dq = −1

2

∫
ψ∗∇2V ψ dq.

Тому ми можемо записати в операторнiй формi, що

(∇V∇) = −∇2V/2

або
2i(∇V p̂) = −~∇2V.

Зрозумiло, що такий символiчний запис має змiст лише при обчисленнi сере-
днiх.

§ 77. Атом водню з урахуванням релятивiстських поправок

Застосуймо рiвняння Дiрака до вивчення атома водню. Хоча
воно має точний розв’язок для цiєї задачi, ми обмежимось ква-
зiрелятивiстським наближенням. Це пов’язано з тим, що вихiд
за наближення 1/c2 потребує, як ми вже зазначали, урахування
радiацiйних поправок.

Отже, нехай векторний потенцiал поля A = 0, а скалярний V
є потенцiалом поля ядра,

eV = −e
2

r
.
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Якщо ядро має заряд |e|Z, то в остаточних формулах зробимо
замiну e2 на Ze2. Нас цiкавить енерґетичний спектр атома, який
ми знайдемо методом теорiї збурень. Енерґiя

E = E(0) + E(1),

де нульове наближення — це власне значення нерелятивiстського
гамiльтонiана

E(0)
n = − me4

2~2n2
, n = 1, 2, . . . .

Поправка

E(1) = 〈∆2Ĥ〉

є середнiм значенням оператора 〈∆2Ĥ〉, розрахованим на хвильо-
вих функцiях електрона атома водню

ψn,l,m = Rn,l(r)Y
(j)
l,m(θ, ϕ)

з тим, що кутова функцiя тепер є сферичним спiнором. Вiдповiдно
до того, що 〈∆2Ĥ〉 складається з трьох доданкiв, поправка

E(1) = E
(1)
1 + E

(1)
2 + E

(1)
3 ,

E
(1)
1 = −

〈
p̂4

8m3c2

〉
,

E
(1)
2 =

e

2m2c2

〈
1

r

dV

dr
(ŝL̂)

〉
,

E
(1)
3 =

~2e

8m2c2
〈∇2V 〉.

Вираз для першого доданка запозичмо iз задачi про π-
мезонний атом у теорiї Кляйна–Ґордона–Фока:

E
(1)
1 = E(0)α

2

n2

(
n

l + 1/2
− 3

4

)
.
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Другий доданок, оскiльки радiальнi та кутовi змiннi роздiлюю-
ться,

E
(1)
2 =

e

2m2c2

〈
1

r

dV

dr

〉〈
(ŝL̂)

〉
=

e2

2m2c2

〈
1

r3

〉 〈
Ĵ2 − L̂2 − ŝ2

2

〉

=
e2

2m2c2
1

a3Bn
3l(l + 1)(l + 1/2)

~2

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4],

де квантове число j = l ± 1/2. При отриманнi цього виразу ми
скористались середнiм значенням 〈1/r3〉 iз Прикладу 2 до §41.
Якщо j = l + 1/2, то вираз у квадратних дужках дорiвнює l,
а при j = l − 1/2 вiн дорiвнює (−l − 1).

Отже, при j = l + 1/2

E
(1)
2 =

e2~2

4m2c2a3B

1

n3(l + 1)(l + 1/2)
.

Оскiльки оператор спiн-орбiтальної взаємодiї для s-станiв, коли
L̂ = 0, дорiвнює нулевi, то ми повиннi для l = 0 покласти E(1)

2 =0.
Однак формально цей вираз має скiнченну межу при l → 0:

E
(1)
2 =

l→0

e2~2

2m2c2a3Bn
3
.

Для j = l − 1/2

E
(1)
2 = − e2~2

4m2c2a3B

1

n3l(l + 1/2)
.

Нарештi,

E
(1)
3 =

~2e2π

2m2c2
〈δ(r)〉 = ~2e2π

2m2c2
|ψ(0)

n,l,m(0)|2.

Ми врахували, що

∇
2V = −4πρ = −4π|e|δ(r).

Тепер, якщо врахувати (див. §41), що

|ψ(0)
n,l,m(0)|2 =





0, l 6= 0

1/πa3Bn
3, l = 0

,
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то

E
(1)
3 =

~2e2

2m2c2a3Bn
3
δl,0.

Як бачимо, ця величина дорiвнює E(1)
2 в межi l → 0. Це повнiстю

узгоджується з нашим трактуванням третього доданка в ∆2Ĥ як
оператора спiн-орбiтальної взаємодiї в межi, коли орбiтальний мо-
мент iмпульсу електрона прямує до нуля. Класичною мовою це
означає, що траєкторiя електрона проходить крiзь ядро.

Зберемо тепер отриманi результати разом. Для j = l + 1/2

E(1) = E(0)α
2

n2

(
n

l + 1/2
− 3

4

)
− E(0)α

2

2n

1

(l + 1)(l + 1/2)
,

де стала тонкої структури α = e2/~c ≃ 1/137. Замiсть l запишемо
j − 1/2:

E(1) = E(0)α
2

n2

(
n

j + 1/2
− 3

4

)
.

Цей результат має силу i при l = 0. Якщо l = 0, то E
(1)
2 = 0 i

залишається, крiм E
(1)
1 , ще внесок вiд E(1)

3 .
Тепер переходимо до поправки E(1) при j = l − 1/2. Маємо

E(1) = E(0)α
2

n2

(
n

l + 1/2
− 3

4

)
+ E(0)α

2

2n

1

l(l + 1/2)
.

Якщо переписати цей вираз через j, то ми знову отримаємо той
самий вираз, що й для j = l+1/2. Отже, остаточно релятивiстська
поправка до формули Бора для рiвнiв енерґiї електрона в атомi
водню (формула тонкої структури енерґетичних рiвнiв)

E
(1)
n,j = − me4

2~2n2
α2

n2

(
n

j + 1/2
− 3

4

)
,

j = l ± 1/2; l = 0, j = 1/2.

Зауважимо, що цей вираз вiдрiзняється вiд виразу, який дає рiв-
няння Кляйна–Ґордона–Фока, тим, що в ньому, замiсть орбiталь-
ного квантового числа l, стоїть число j. Такими чином, рiвняння
Дiрака враховує спiн електрона.
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З урахуванням спiну електрона квантовi стани нумеруються,
як i ранiше, за головним квантовим числом n i орбiтальним l
з iндексом при ньому, який указує значення j. Наприклад, стан
з n = 1, l = 0, j = 1/2 позначають як 1s1/2, стан з n = 2, l = 1,
j = 3/2 — як 2p3/2. Розрахуємо розщеплення енерґетичних рiвнiв
2s1/2 та 2p3/2-станiв:

∆ = E2p3/2 − E2s1/2 =
me4

~2

α2

32
.

Ця величина добре узгоджується з експериментально вимiряни-
ми значеннями, на вiдмiну вiд формули теорiї Кляйна–Ґордона–
Фока, яка враховує лише поправку на залежнiсть маси електрона
вiд швидкостi (там, замiсть 1/32, стоїть 1/12).

Як бачимо, теорiя Дiрака в проблемi Кеплера не повнiстю знi-
має виродження: наприклад, стани 2s1/2 i 2p1/2 мають одне й теж
значення енерґiї. Подальше зняття виродження дають радiацiйнi
поправки, якi враховують дiю на електрон флюктуацiй напруже-
ностей електромагнiтного поля у вакуумному станi. Це разом iз
взаємодiєю “спiн електрона–спiн ядра” дає надтонку структуру
енерґетичного спектра атомiв.

Радiацiйнi поправки призводять до змiщень енерґетичних рiв-
нiв електрона в атомi, якi мають назву лембiвського зсуву9.
Це змiщення можна розрахувати на основi таких простих мiр-
кувань. Унаслiдок взаємодiї електрона з нульовими коливаннями
електромагнiтного поля, його радiус-вектор r набуває додаткового
змiщення δr̂. Вiдповiдно до цього, потенцiальна енерґiя, яка вхо-
дить у рiвняння Дiрака, — це є усереднена за вакуумним станом
поля величина V (r+ δr̂). Розкладаючи її в ряд за малими змiще-
ннями (дрижаннями) δr̂, знаходимо, що ця потенцiальна енерґiя
дорiвнює

〈V (r+ δr̂)〉 = V (r) + 〈δr̂〉∇V (r) +
1

2!
〈(δr̂∇)2〉V (r) + · · · .

Оскiльки середнє 〈δr̂〉 = 0, а усереднення за кутами в третьому

9У 1955 роцi У.Лемб за вiдкриття цього зсуву в структурi енерґетичного
спектра атома водню нагороджений Нобелiвською премiєю.
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доданку дає 1/3, то

〈V (r+ δr̂)〉 = V (r) +
1

6
∇

2V (r)〈(δr̂)2〉.

Таким чином, маємо радiацiйну добавку до гамiльтонiана

∆Ĥ = 〈(δr̂)2〉e
6
∇

2V.

Розрахуємо середньоквадратичну флюктуацiю радiус-векто-
ра, використовуючи рiвняння Еренфеста:

mδ̂̈r = eδÊ ,

де флюктуацiя напруженостi електромагнiтного поля δÊ=Ê−〈Ê〉
дорiвнює Ê , оскiльки у вакуумному станi середнє 〈Ê〉=0. Нагада-
ємо, що оператор (див. §59)

Ê = i
∑

k,α

√
2π~ωk

V
ek,α

(
eikrB̂k,α − e−ikrB̂+

k,α

)
.

Отже, ми можемо розкласти за вiдповiдними гармонiками й опе-
ратор δr̂:

δr̂ =
1

V

∑

k,α

(eikrδr̂k,α + e−ikrδr̂+k,α).

Тепер маємо такi рiвняння руху:

mδ̂̈rk,α = e
√

2π~ωkV iek,αB̂k,α

або, згадуючи рiвняння Гайзенберґа δ̂̈rk = −ω2
kδr̂k, знаходимо

δr̂k,α = −ie
√

2π~V

m2ω3
k

ek,αB̂k,α.

Тому

δr̂ = −ie
∑

k,α

√
2π~

m2ω3
kV

ek,α

(
eikrB̂k,α − e−ikrB̂+

k,α

)
.
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Середнi вiд операторiв породження i знищення фотонiв нам добре
вiдомi:

〈B̂k,αB̂k′,α′〉 = 〈B̂+
k,αB̂

+
k′,α′〉 = 0,

〈B̂+
k,αB̂k′,α′〉 = 〈Nk,α〉δk,k′δα,α′ ,

〈B̂k,αB̂
+
k′,α′〉 = δk,k′δα,α′ + 〈B̂+

k′,α′B̂k,α〉 = (〈Nk,α〉+ 1)δk,k′δα,α′ ,

де 〈Nk,α〉 = 0 — середня кiлькiсть фотонiв у вакуумному станi
поля. За допомогою цих рiвнянь легко знаходимо середнє квадра-
тичне

〈(δr̂)2〉 =
∑

k,α

2π~e2

m2ω3
kV

.

Перейдiмо вiд пiдсумовування до iнтеґрування:

〈(δr̂)2〉 = 2
V

(2π)3

∫
2π~e2

m2ω3
kV

dk,

двiйку дає сума за поляризацiями. Переходимо до сферичної си-
стеми координат i до нової змiнної iнтеґрування ωk = kc:

〈(δr̂)2〉 = 2~e2

πm2c3

∫ ∞

0

dωk

ωk
.

Цей iнтеґрал розбiгається як на верхнiй, так i на нижнiй межах.
Ми мусимо обмежитись у нашому наближеному пiдходi роз-

глядом частот, що є меншими вiд порогової частоти ~ωmax =
2mc2, за якою “вмикаються” процеси народження електронно-
позитронних пар. Нижня частота дрижання електрона повинна
бути бiльшою, нiж його частота обертання навколо ядра ~ωmin =
me4/2~2. Тому, обрiзаючи цими частотами межi iнтеґрування,
знаходимо

〈(δr̂)2〉 = 2~e2

πm2c3
ln

(
2mc2

me4/2~2

)
=

2~e2

πm2c3
ln

(
2

α

)2

.

Отже, радiацiйна поправка до оператора

∆̂H = ∇
2V

2~e3

3πm2c3
ln

2

α
,
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а вiдповiдну поправку до енерґiї

∆E = 〈∇2V 〉 2~e3

3πm2c3
ln

2

α

вiдшукати просто:

〈∇2V 〉=−4π〈ρ(r)〉 =−4π|e|〈δ(r)〉=−4π|e||ψ(0)
n,l,m(0)|2=− 4|e|

a3Bn
3
δl,0.

Таким чином, лембiвський зсув

∆E = δl,0
4me4

3π~2n3
α3ln

4

α2
.

Iз цього виразу видно, що ряди теорiї збурень за параметром
1/c в релятивiстськiй теорiї є складнiшими, нiж очiкувалось. По-
перше, ми одержуємо розбiжностi, уникнути яких — аж нiяк не
проста задача, що потребує значних зусиль. По-друге, отримуємо
неаналiтичну залежнiсть енерґiї ∼ α3 lnα вiд константи взаємо-
дiї α.

Рис. 63. Тонка та надтонка структури енерґетичних рiвнiв атома
водню з урахуванням релятивiстських поправок.

Бачимо також, що вiдбувається зсув енерґетичних рiвнiв лише
для s-станiв i вiн є додатним ∆E > 0. Тому рiвнi s-станiв лежать
вище, нiж дає формула тонкої структури. Таким чином, маємо
розщеплення рiвнiв енерґiї, наприклад, 2s1/2- та 2p1/2-станiв, яке
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й дорiвнює ∆E-розщепленню (див. рис. 63). Це теоретично роз-
раховане значення розщеплення чудово збiгається з експеримен-
тально вимiряною величиною, якщо ще врахувати поправки, яких
ми тут не брали до уваги.

Цiкаво, що до середини 1960-х рокiв експериментатори, якi ви-
мiряли лембiвське змiщення з надзвичайно високою точнiстю до
11 значущих цифр, докоряли фiзикам-теоретикам, що вони спро-
моглися лише на 6 значущих цифр. Однак ця “неузгодженiсть”
виникла з неточностi фундаментальних сталих. Пiсля вiдкрит-
тя Б.Д.Джозефсоном ефекту, що має його iм’я, вдалось точнiше
вимiряти вiдношення e/~ з рiвняння для частоти ґенерацiї джо-
зефсонiвського контакту. З урахуванням цього теорiя збiглася з
експериментом з точнiстю до всiх значущих цифр. Отже, неузго-
дженiсть виникла з вини експериментаторiв, якi подавали для
фундаментальних констант недостатньо точнi значення.

Вiдступ. Стала тонкої структури
У природi ми зустрiчаємось з рiзними фундаментальними константами:

швидкiсть свiтла c, заряд електрона e, маса електрона me, стала Планка ~,
ґравiтацiйна стала G i т. п. Вони є розмiрними величинами, i їхнi значення
залежать вiд того, в якiй системi одиниць ми працюємо. Можна, однак, з
них утворити безрозмiрнi величини, якi будуть однаковими в усiх системах
одиниць. Однiєю з таких фундаментальних величин є стала тонкої структури
α = e2/~c. Упродовж усього курсу ми неодноразово мали з нею справу. Вона
визначає силу електромагнiтних взаємодiй i називається також константою
зв’язку електромагнiтних взаємодiй.

Чисельно константа зв’язку α ≃ 1/137, тобто є достатньо малою для того,
щоб будувати за нею теорiю збурень. Саме в цьому i є причина тих великих
успiхiв квантової електродинамiки, якщо не звертати увагу на деяке незадо-
волення через необхiднiсть компенсувати безмежностi, що виникають у теорiї,
шляхом перенормування маси та заряду електрона. Труднощi теорiї сильних
взаємодiй, яка є далекою вiд завершення, спричиненi власне тим, що вiдпо-
вiдна константа зв’язку g2/~c ∼ 10, тобто не є малою. Виникає запитання:
Чому α чисельно дорiвнює саме такому значенню, а не iншому?

Були неодноразовi спроби “сконструювати” величину α з таких чисел,
як π,

√
2, основа натуральних логарифмiв e, . . . Привабливою є iдея цiло-

чисельностi 1/α. Наприклад, А.С.Еддiнґтон (1882–1944) запропонував рiв-
няння: 1/α = 1 + n2(n2 + 1)/2 = 137, коли n = 4. Число n дорiвнює чоти-
рьом, можливо, тому, що простiр Мiнковського є чотиривимiрним? Насправдi
α = 0.0072973525698(±24), а 1/α = 137.035999074(±44) i не дорiвнює точно
137. Ми говоримо про привабливiсть цiлого числа для 1/α, але мова йде про
звичну систему числення. Можливо, 1/α цiле число, але в iншiй системi чи-
слення, де цiлим числом є, скажiмо, π або

√
π, . . . Така гра в числа не дає

вiдповiдi на наше запитання.

634



Ми вже торкались питання про механiзм виникнення числа α при ви-
вченнi ефекту Казимира. Там мова йшла про те, що значення α могло б ви-
значатись топологiєю поверхнi, яка охоплює простiр, де зосереджений заряд
електрона. Можливо, що α та iншi знерозмiренi фундаментальнi сталi вини-
кають як власнi значення деякого оператора з рiвняння, яке описує “Все”.
Одне з цих власних значень, а саме 1/137, й дало змогу створити той Свiт, у
якому ми живемо. Iншi власнi значення реалiзують iншi Свiти.

Щодо iнших фундаментальних констант, то у вiдступi до §29 ми вже обго-
ворювали питання про прецизiйне налаштування мас елементарних частинок.
Там ми мали бодай якiсь натяки на те, чому вiдношення mp/me ≃ 1836.

Цiкавим є i таке питання: А може, фундаментальнi константи не є справ-
жнiми сталими величинами, а залежать вiд часу? Скажiмо, П.А.М. Дiрак
вважав на пiдставi гiпотези великих чисел, яку вiн увiв, що ґравiтацiйна ста-
ла G з часом зменшується, i цим пояснював спостережувану слабкiсть ґравi-
тацiйних взаємодiй. Адже за приблизно 15 ·109 рокiв iснування Всесвiту вони
мали достатньо часу, щоб настiльки зменшитись.

Сучаснi витонченi експериментальнi вимiрювання рiзницi вiдстаней мiж
спектральними лiнiями атомiв, створених кiлька мiльярдiв рокiв тому в газо-
подiбних околицях молодих галактик, розташованих мiж квазарами (свiтло,
вiд яких i поглинають цi газовi хмари), i Землею та вiдстаней мiж цими ж
лiнiями атомiв, що створенi в лабораторiї, не дають упевнено однозначної
вiдповiдi щодо можливої змiни величини α з часом. У 2010 роцi виявлено
можливу просторову анiзотропiю сталої тонкої структури10.

§ 78. Точний розв’язок рiвняння Дiрака
для кулонiвського потенцiалу

Ми вже вели мову про те, що, залишаючись у межах кванто-
вої механiки, тобто не враховуючи радiацiйних поправок, можна
претендувати на опис релятивiстських ефектiв лише з точнiстю
до 1/c2 включно. У попереднiх параграфах детально було дослi-
джено поправки ∼ 1/c2 в рiвняннi Дiрака. Певний iнтерес стано-
вить також його точний розв’язок для кулонiвського потенцiалу,
до знаходження якого ми i переходимо.

Запишемо рiвняння Дiрака для електрона в полi атомного
ядра,

[
(α̂p̂)c+mc2β̂ − e2

r

]
ψ = Eψ,

10J. K. Webb, J. A. King, M. T. Murphy, V. V. Flambaum, R. F. Carswell,
M. B. Bainbridge, Phys. Rev. Lett. 107, 191101 (2011); preprint astro-
hp/1008.3907.
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i введемо нову функцiю ψ̄ таким спiввiдношенням:

ψ =

[
(α̂p̂)c+mc2β̂ + E +

e2

r

]
ψ̄.

Для нової функцiї рiвняння є таким:
[
(α̂p̂)c+mc2β̂ −

(
E +

e2

r

)][
(α̂p̂)c+mc2β̂ +

(
E +

e2

r

)]
ψ̄ = 0,

або, перемножуючи, одержимо, що
{[

(α̂p̂)c+mc2β̂
]2

+ e2c

[
(α̂p̂)

1

r
− 1

r
(α̂p̂)

]
−
(
E +

e2

r

)2
}
ψ̄ = 0.

Розкриваючи квадрати, обчислюючи комутатори, подiлимо все
рiвняння на 2mc2 i знайдемо

(
p̂2

2m
− E

mc2
e2

r
− e4

2mc2r2
+
i~e2

2mc

(α̂r)

r3

)
ψ̄ =

E2 −m2c4

2mc2
ψ̄.

Перейдемо до сферичних координат (r, ϑ, ϕ), як це зроблено в не-
релятивiстськiй теорiї атома водню:

(
− ~2

2m

1

r

d2

dr2
r +

L̂
2
+ i~e2(α̂n)/c− e4/c2

2mr2
− E

mc2
e2

r

)
ψ̄

=
E2 −m2c4

2mc2
ψ̄,

де оператор квадрата орбiтального моменту iмпульсу L̂2 та оди-
ничний вектор n = r/r залежать лише вiд кутових змiнних. Як
бачимо, рiвняння допускає роздiлення кутових змiнних (ϑ,ϕ) i
радiальної змiнної r.

Це рiвняння формально можна звести до нерелятивiстської
задачi про атом водню, якщо вдало перетворити в ньому оператор
вiдцентрової енерґiї ∼ 1/r2. Для того щоб це зробити, займемось
спочатку нескладними вправами з операторної алґебри. Почнiмо
з того, що обчислимо (σ̂L̂)2, де σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) — це звичайнi
матрицi Паулi. Отже,

(σ̂ L̂)2 = (σ̂ L̂)(σ̂ L̂) = L̂
2
+ i(σ̂[ L̂ L̂]),
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або, використовуючи переставнi спiввiдношення для компонент
оператора L̂, [ L̂ L̂] = i~ L̂, знаходимо:

(σ̂ L̂)2 = L̂
2 − ~(σ̂ L̂),

тобто

L̂
2
= (σ̂ L̂)[(σ̂ L̂) + ~].

Тепер чисельник оператора вiдцентрової енерґiї в рiвняннi Дiрака
дорiвнює

L̂
2
+
i~e2

c
(α̂n)− e4

c2
= (σ̂ L̂)[(σ̂ L̂) + ~] +

i~e2

c
(σ̂n)β̂′ − e4

c2
,

тут ми ввели чотирирядкову матрицю

β̂′ =


 0 I

I 0


 , β̂′2 = 1,

так що

α̂ = σ̂β̂′ = β̂′σ̂.

Уведемо скалярний оператор

Λ̂ = −[(σ̂L̂) + ~] + i
e2

c
(σ̂n)β̂′

i обчислимо його квадрат:

Λ̂2 = [(σ̂ L̂) + ~]2 − 2i
~e2

c
(σ̂n)β̂′

−ie
2

c
[(σ̂ L̂)(σ̂n) + (σ̂n)(σ̂ L̂)]β̂′ − e4

c2

= [(σ̂ L̂) + ~]2 − 2i
~e2

c
(σ̂n)β̂′

−ie
2

c

{
(L̂n) + i(σ̂[L̂n]) + (nL̂) + i(σ̂[nL̂])

}
β̂′ − e4

c2

= [(σ̂L̂) + ~]2 − 2i
~e2

c
(σ̂n)β̂′
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+
e2

c
σ̂
(
[ L̂n] + [n L̂]

)
β̂′ − e4

c2
= [(σ̂ L̂) + ~]2 − e4

c2
.

Тут ураховано (див. §32), що ( L̂n) = (n L̂) = 0 i [ L̂n] + [n L̂] =
2i~n. Отже, ми знайшли

Λ̂2 = [(σ̂ L̂) + ~]2 − e4

c2
.

Тепер легко знаходимо добуток операторiв

Λ̂(Λ̂ + ~) = Λ̂2 + ~Λ̂ = [(σ̂ L̂) + ~]2 − e4

c2

−[(σ̂L̂) + ~]~+ i
e2~

c
(σ̂n)β̂′

= (σ̂L̂)[σ L̂+ ~] + i
e2~

c
(σ̂n)β̂′ − e4

c2

= L̂
2
+ i

e2~

c
(α̂n)− e4

c2
.

Як бачимо, цей вираз точно збiгається з чисельником оператора
вiдцентрової енерґiї i рiвняння Дiрака набирає вигляду:

(
− ~2

2m

1

r

d2

dr2
r +

Λ̂(Λ̂ + ~)

2mr2
− E

mc2
e2

r

)
ψ̄ =

E2 −m2c4

2mc2
ψ̄.

З математичної точки зору, це рiвняння вже нагадує нереля-
тивiстське рiвняння Шрединґера. Залишилось знайти власнi зна-
чення оператора Λ̂. З цiєю метою повертаємось до оператора Λ̂2 i
оскiльки

(σ̂ L̂) =
2Ŝ L̂

~
=

1

~
(Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2),
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де Ŝ = ~σ̂/2 — оператор спiну електрона, то

Λ̂2 =

(
Ĵ2 − L̂

2 − S2

~
+ ~

)2

− e4

c2
.

Звiдси бачимо, що звичайною замiною операторiв Ĵ2, L̂2 та Ŝ2 їхнi-
ми власними значеннями знаходимо власнi значення оператора
Λ̂2:

Λ2 = ~2
[
j(j + 1)− l(l + 1) +

1

4

]2
− e4

c2
,

де

j = l ± 1

2
, l = 1, 2, . . . ; j =

1

2
, l = 0.

Звертаємо увагу на те, що оператор квадрата моменту кiлькостi
руху не є iнтеґралом руху для гамiльтонiана Дiрака, але це не
заважає використати його для обчислення власних значень Λ̂2.
Для верхнього знака в j

Λ2 = ~2(l + 1)2 − e4

c2
= ~2[(l + 1)2 − α2],

для нижнього —

Λ2 = ~2l2 − e4

c2
= ~2[l2 − α2],

α = e2/~c — стала тонкої структури. При цьому пам’ятаємо, що
власною функцiєю кутової частини оператора вiдцентрової енерґiї
є сферичний спiнор, який ми вивчали в §74. Хвильова функцiя ψ̄
є добутком сферичного спiнора на радiальну функцiю.

Тепер знаходимо i власнi значення оператора Λ̂, зауважуючи,
що при e2 = 0

Λ̂ = −[(σL̂) + ~] = −
(
Ĵ2 − L̂2 − S2

~
+ ~

)
,

а його власнi значення

Λ = −~

[
j(j + 1)− l(l + 1) +

1

4

]
.
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Тобто при e2 = 0 величина Λ = −~(l+ 1) для верхнього знака в j
i Λ = ~l для нижнього знака, причому Λ(Λ + ~) = ~2l(l + 1) для
обох значень Λ. Тому при e2 6= 0 власнi значення оператора Λ̂ є
такими:

Λ = −~
√

(l + 1)2 − α2, коли j = l + 1/2,

Λ = ~
√
l2 − α2, коли j = l − 1/2, l > 0.

Так що тепер можемо записати таку рiвнiсть:

Λ(Λ + ~) = ~2l∗(l∗ + 1),

де ефективне квантове число

l∗ =
√

(j + 1/2)2 − α2 − 1

2
∓ 1

2
,

причому знаки вибрано так, щоб при α = 0, l∗ = l.
Тепер радiальне рiвняння Дiрака, замiнивши оператор Λ̂ на

його власнi значення, записуємо так:
(
− ~2

2m

1

r

d2

dr2
r +

~2l∗(l∗ + 1)

2mr2
− e∗2

r

)
R = E∗R,

де R — радiальна частина ψ̄, ї ї кутова частина є власною функцi-
єю оператора Λ̂, а

e∗2 =
E

mc2
e2, E∗ =

E2 −m2c4

2mc2
.

Це рiвняння формально збiгається з нерелятивiстським радiаль-
ним рiвнянням Шрединґера для атома водню. Тому вже й справдi
“з руками в кишенях” з формули Бора

E∗ = − me∗4

2~2(nr + l∗ + 1)2
,

(nr = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число) знаходимо просте
квадратне рiвняння на визначення спектра енерґiї:

E2 −m2c4

2mc2
= − E2

m2c4
me4

2~2(nr + l∗ + 1)2
,
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або

E2 −m2c4 = −E2 α2

(nr + l∗ + 1)2
.

Звiдси для енерґiї E′ = E −mc2 пiсля пiдстановки l∗ знаходимо

E′

mc2
=

{
1 +

α2

[nr +
√
(j + 1/2)2 − α2 + 1/2∓ 1/2]2

}−1/2

− 1,

або остаточно:

E′

mc2
=

{
1 +

α2

[n− (j + 1/2) +
√

(j + 1/2)2 − α2]2

}−1/2

− 1,

n = nr + l + 1 — головне квантове число. Тут ми врахували, що
nr+1/2∓1/2 = n−l−1+1/2∓1/2 = n−(l±1/2)−1/2 = n−(j+1/2).

Цей вираз при розкладi за степенями α2 з точнiстю до членiв
α4 включно дає

E′ = − me4

2~2n2

[
1 +

α2

n2

(
n

j + 1/2
− 3

4

)]
.

Очевидно, що ця формула збiгається з тiєю, яку ми знайшли з
наближеного рiвняння Дiрака. Запрошуємо Читача також порiв-
няти цей точний розв’язок з точним розв’язком рiвняння Кляйна–
Ґордона–Фока з кулонiвським потенцiалом, а також з формулою,
яку дає метод квантування Бора–Зоммерфельда.

Ми вже не будемо зупинятись на питаннi обчислення хвильо-
вих функцiй, оскiльки зв’язок мiж ψ та ψ̄ є нескладним.

§ 79. Атом у магнiтному полi

При накладаннi магнiтного поля на атом його енерґетичнi рiв-
нi розщеплюються — ефект Зеємана. Для розрахунку цього ефе-
кту використаймо квазiрелятивiстський гамiльтонiан

Ĥ =
(p̂− eA/c)2

2m
− (µ̂H) + eV +∆2Ĥ,
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тут H — напруженiсть магнiтного поля, µ̂ = −gµBŝ. Будемо вва-
жати поле однорiдним i незалежним вiд часу, тодi векторний по-
тенцiал можна вибрати у виглядi

A =
1

2
[Hr],

так що

rotA = H, divA = 0.

Тепер
(
p̂− e

c
A
)2

= p̂2 − 2
e

c
Ap̂+

e2

c2
A2.

Нас цiкавитимуть змiщення енерґетичних лiнiй атома, лiнiйнi за
напруженiстю H. Тому нехтуємо членом, пропорцiйним до A2,
уважаючи поле достатньо слабким. Гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint,

де гамiльтонiан при вiдсутностi поля

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ eV +∆2Ĥ,

а член, що вiдповiдає за взаємодiю з магнiтним полем,

Ĥint = − e

mc
(Ap̂)− (µ̂H).

Перетворимо перший доданок:

(Ap̂) =
1

2
([Hr]p̂) =

1

2
(H[rp̂]) =

1

2
(HL̂).

Отже,

Ĥint = − e

2mc
(HL̂)− (µ̂H) = − e

2mc
H(L̂+ 2ŝ).

Розглянемо спочатку достатньо сильне поле, пiд яким ми розу-
мiємо зовнiшнє поле, що розщеплює енерґетичнi рiвнi значно бiль-
ше, нiж вiдстань мiж рiвнями тонкої структури, i в гамiльтонiанi
Ĥ0 можна знехтувати релятивiстським доданком ∆2Ĥ. Якщо так,
то компоненти оператора L̂ є iнтеґралами руху — вони комутують
з Ĥ0. Кажуть, що розривається зв’язок спiнового й орбiтального
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моментiв кiлькостi руху i вони взаємодiють з магнiтним полем
незалежно. Отже, поправка до енерґiї

E(1) = 〈Ĥint〉 = − e

2mc
〈H(L̂+ 2ŝ)〉 = − e

2mc
H〈L̂z + 2ŝz〉.

Ми спрямували поле вздовж осi z: H = (0, 0,H). Таким чином,

E(1) = − e

2mc
H~(ml + 2ms),

де магнiтне квантове число ml = 0, ±1, . . . , ± l, а спiнове — ms =
±1/2. Таке розщеплення рiвнiв називають ефектом Пашена–Бака.

Розглянемо випадок слабкого поля, яке розщеплює енерґети-
чнi рiвнi тонкої структури. Тепер в Ĥ0 ми зберiгаємо член ∆2Ĥ i
компоненти оператора L̂ вже не є iнтеґралами руху. Iнтеґралами
руху є компоненти повного моменту iмпульсу Ĵ. Тому ми повиннi
переписати оператор Ĥint так, щоб до нього входили лише вели-
чини, що зберiгаються. Отже, в

Hint = − e

2mc
H(Ĵ+ ŝ)

покладаємо

Ĵ+ ŝ = ĝĴ,

де ĝ — поки що невiдомий оператор. Помножимо цю рiвнiсть спра-
ва скалярно на оператор Ĵ i отримуємо, що

(Ĵ+ ŝ)Ĵ = ĝĴ2.

Далi помножимо цей вираз справа на Ĵ−2 i знаходимо невiдомий
оператор

ĝ = (Ĵ2 + ŝĴ)Ĵ−2.

Оскiльки Ĵ = L̂+ ŝ, Ĵ− ŝ = L̂ i (Ĵ− ŝ)2 = L̂2, то

Ĵ2 − 2Ĵŝ+ ŝ2 = L̂2.

Визначаємо звiдси скалярний добуток ŝĴ i пiдставляємо його у
вираз для ĝ:

ĝ =

(
Ĵ2 +

Ĵ2 − L̂2 + ŝ2

2

)
Ĵ−2.
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Бачимо, що ĝ виражається лише через iнтеґрали руху.
Спрямовуючи поле вздовж осi z, знаходимо оператор взаємодiї

Ĥint = − e

2mc
H(Jz + sz) = − e

2mc
HĝĴz.

Тепер поправка

E(1) = 〈Ĥint〉 = − e

2mc
H〈ĝĴz〉.

Оскiльки тут усi величини є iнтеґралами руху, то

E(1) = − e

2mc
Hg~mj ,

де так званий множник Ланде11

g = 1 +
j(j + 1)− l(l + 1) + s(s+ 1)

2j(j + 1)
,

квантове число mj = 0, ±1, ±2, . . . , ±j. Ми отримали вираз для
розщеплення енерґетичних рiвнiв атома в магнiтному полi, яке
вiдоме пiд назвою аномального ефекту Зеємана. Для одного еле-
ктрона s = 1/2, а j = l± 1/2, при l = 0, j = 1/2, g = 2. Якщо спiн
атома s = 0, то множник Ланде g = 1 i спростерiгаємо так званий
нормальний ефект Зеємана. У цьому випадку вiдстань мiж сусi-
днiми рiвнями дорiвнює |e|~H/2mc, як i передбачалось класичною
теорiєю.

§ 80. Рух частинки в однорiдному магнiтному полi

Дослiдимо стацiонарнi стани зарядженої частинки зi спiном
~/2 i зарядом e, яка рухається в однорiдному, незалежному вiд
часу магнiтному полi напруженостi H. Гамiльтонiан такої задачi

Ĥ =
(p̂− eA/c)2

2m
− (µ̂H),

11Альфред Ланде (1885–1975) — нiмецький фiзик-теоретик, який побудував
теорiю аномального ефекту Зеємана i в 1922 р. ввiв g-фактор — множник
Ланде.
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де векторний потенцiал виберемо, як i в попередньому параграфi,
рiвним

A =
1

2
[Hr],

напруженiсть поля H направляємо вздовж осi z, H = (0, 0,H).
Отже, ми не враховуємо таких ефектiв, як залежнiсть маси вiд
швидкостi та спiн-орбiтальна взаємодiя. Однак ми будемо вра-
ховувати в гамiльтонiанi члени, квадратичнi за векторним по-
тенцiалом A, якими ранiше нехтували. Тобто мова йде про то-
чний розв’язок нерелятивiстської задачi з гамiльтонiаном Паулi
про рух, наприклад, такої частинки, як електрон, на який накла-
дено стале однорiдне магнiтне поле12.

Зробимо деякi перетворення в гамiльтонiанi. Оскiльки з вне-
ском, лiнiйним за A, ми ознайомились у попередньому параграфi,
то, використовуючи цi результати, записуємо гамiльтонiан так:

Ĥ =
p̂2

2m
− e

mc
(HL̂)− (µ̂H) +

e2

2mc2
A2,

нагадаємо, що оператор магнiтного моменту частинки µ = −gµBŝ,
ŝ — оператор спiну. Перетворимо тепер квадратичний член за A.
Отже,

A2 =
1

2

(
A[Hr]

)
=

1

2

(
r[AH]

)

=
1

4

(
r
[
[Hr]H

])
=

1

4
r
(
rH2 −H(Hr)

)

=
1

4

[
r2H2 − (Hr)2

]
=

H2

4
(r2 − z2) =

H2

4
(x2 + y2),

12Цю задачу вперше розв’язав у 1930 роцi Л. Д. Ландау (1908–1968), ла-
уреат Нобелiвської премiї з фiзики за пiонерськi дослiдження з теорiї кон-
денсованих середовищ, особливо рiдкого гелiю. У 1932–1937 роках вiн пра-
цював у Харковi, де очолював теоретичний вiддiл Українського фiзико-
технiчного iнституту, кафедру теоретичної фiзики Харкiвського механiко-
машинобудiвного iнституту, кафедру загальної фiзики Харкiвського унiвер-
ситету.
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ми скористались тут циклiчною перестановкою в мiшаному до-
бутку, розкрили подвiйний векторний добуток i врахували, що
напруженiсть поля має вiдмiнну вiд нуля лише z-компоненту.

Тепер, розписуючи за компонентами оператор кiнетичної енер-
ґiї в гамiльтонiанi, маємо

Ĥ =
p̂2x + p̂2y
2m

+
e2H2

8mc2
(x2 + y2) +

p̂2z
2m

− e

2mc
HL̂z −

e

mc
Hŝz.

Рiвняння Шрединґера з цим гамiльтонiаном допускає роздiлення
спiнових i просторових змiнних, i ми можемо записати рiвняння
лише для просторової хвильової функцiї ψ(r), покладаючи, за-
мiсть оператора ŝz, його власнi значення ~ms, ms = ±1/2:

{
p̂2x + p̂2y
2m

+
e2H2

8mc2
(x2 + y2)− e

2mc
HL̂z +

p̂2z
2m

− e

mc
H~ms

}
ψ(r) = Eψ(r).

Першi три доданки в гамiльтонiанi описують рух частинки в
площинi (x, y), тому, з огляду на центральну симетрiю потенцi-
альної енерґiї, зручно працювати в цилiндричних координатах
x = r cosϕ, y = r sinϕ, z. Як бачимо, змiннi далi роздiляються:
рух частинки вздовж осi z є вiльним рухом iз кiнетичною енерґi-
єю p2z/2m, а для руху в площинi (x, y), користуючись загальними
формулами для N -вимiрного простору з §44, переходимо до радi-
ального рiвняння шляхом пiдстановки

ψ(r) =
eipzz/~√

2π

e±ilϕ

√
2π

R(r),

R(r) — радiальна хвильова функцiя; −∞ < pz < ∞; орбiтальне
квантове число l = 0, 1, 2, . . . визначає проекцiю моменту iмпульсу
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на вiсь z, Lz = ±~l. Пiдставляємо ψ(r) у рiвняння Шрединґера i
зразу записуємо радiальне рiвняння для функцiї

χ(r) =
√
rR(r).

Отже,
[
− ~2

2m

d2

dr2
+

~2

2mr2
l∗(l∗ + 1) +

e2H2

8mc2
r2
]
χ(r)

=

[
E − p2z

2m
+

e

2mc
H~(±l + 2ms)

]
χ(r),

де ефективне орбiтальне квантове число для двовимiрного про-
стору l∗ = l − 1/2.

Ми звели нашу задачу до рiвняння Шрединґера для двовимiр-
ного просторового осцилятора з частотою |e|H/2mc, що дає змогу
скористатись результатами розв’язку цiєї проблеми з § 40, замiною
l на l∗. Для рiвнiв енерґiї маємо

E − p2z
2m

+
e

2mc
H~(±l + 2ms) = ~

|e|H
2mc

(2nr + l∗ + 3/2),

де nr = 0, 1, 2 . . . — радiальне квантове число, або

E =
p2z
2m

+
|e|H~

2mc
(2nr + l + 1)∓ eH~

2mc
l − e

mc
H~ms.

Легко зауважити, що як для e > 0, так i для e < 0 енерґiя зале-
жить вiд головного квантового числа n = nr + l, n = 0, 1, 2, . . . .
Остаточно

En =
|e|H~

mc

(
n+

1

2

)
+

p2z
2m

− e

mc
H~ms.

Цi рiвнi енерґiї називають рiвнями Ландау. Як бачимо, вони є
виродженими: енерґiю визначає головне квантове число n, а не
окремi числа nr та l. Це зумовлено тим, що координати центра
кола, x/2 + cpy/eH, y/2 − cpx/eH, по якому рухається частинка
згiдно з законами класичної механiки, є iнтеґралами руху, однак
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вони не можуть мати одночасно певних значень, оскiльки вiдпо-
вiднi їм оператори не комутують мiж собою. А це, як ми знаємо
з § 17, приводить до виродження. Отже, причиною виродження є
те, що в класичному випадку енерґiя не фiксує координати центра
кола, вона визначає лише його радiус. Зауважимо, що представле-
ння операторiв координат центра кола залежить вiд калiбрування
A, якщо записувати їх через компоненти узагальненого iмпульсу
p. Вони, очевидно, не залежатимуть вiд калiбрування векторно-
го потенцiалу, якщо виразити їх через компоненти швидкостi ча-
стинки v = (p − eA/c)/m, якi є спостережуваними величинами:
x +mcvy/eH, y −mcvx/eH. Допитливий Читач може самостiйно
обчислити комутатори операторiв координат центра кола мiж со-
бою та з оператором L̂z i детальнiше дослiдити це цiкаве питання.
Крiм цього, маємо ще додаткове виродження, зумовлене так зва-
ною суперсиметрiєю гамiльтонiану (див. виноску на стор. 212):
для e < 0 рiвнi з квантовими числами n, ms = 1/2 та n + 1,
ms = −1/2 збiгаються; для e > 0 беремо протилежнi знаки ms.

Хвильовi функцiї R(r) беремо з § 40 замiною орбiтального
квантового числа l на l∗ i з вимогою, щоб nr + l∗ + 1 > −1/2
або nr + l > −1, тобто головне квантове число n ≥ 0. Крiм того,
пам’ятаємо, що тепер для того, щоб отримати радiальну функцiю
R(r), необхiдно функцiю χ(r) подiлити на

√
r, а не на r, як у три-

вимiрному випадку (див. також § 44). Отже, щоб записати явний
вигляд радiальної функцiї для нашої задачi, формально множи-
мо функцiю Rn,l(r) з § 40 на

√
r, замiсть l пишемо l∗ = l − 1/2,

а замiсть прийнятого там позначення n для радiального кванто-
вого числа пишемо nr i пiсля цього використаємо для iндексацiї
орбiтальне число l та головне квантове число n = nr + l:

Rn,l(r) = (−)n−l

√
2mω

~

√
(n− l)!

n!
ρle−ρ2/2L̄l

n−l(ρ
2),

тут L̄l
n(x) — узагальнений полiном Лаґерра, а частота ω =

|e|H/2mc, знерозмiрена координата ρ = r/
√

~/mω. Зокрема для
основного стану (n = 0, l = 0)

R0,0(r) =

√
2mω

~
e−ρ2/2.
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Розглянуте квантування енерґетичного спектра зарядженої
частинки в магнiтному полi пояснює явище дiамагнетизму еле-
ктронiв провiдностi в металах.

Приклад. Квантова брахiстохрона. На електрон, що перебуває в станi
“спiн уверх” | ↑〉 у момент часу t = 0, накладаємо однорiдне, незалежне вiд
часу магнiтне поле з напруженiстю H. Визначити, при якому напрямi магнi-
тного поля час переходу електрона в стан “спiн униз” | ↓〉 буде якнайменшим.

Гамiльтонiан частинки Ĥ = −(µ̂H), де оператор магнiтного моменту µ̂ =
e~σ̂/2mc, для електрона e = −|e|. Оператор еволюцiї

Ŝ = e−
i
~
Ĥt = cosωt− i(nσ̂) sinωt,

де частота ω = |e|H/2mc, одиничний вектор n = H/H; тут ми скористалися
розкладом експоненти в ряд i властивiстю матриць Дiрака: (nσ̂)2 = 1.

Дiя оператора еволюцiї на початковий стан дає:

Ŝ| ↑〉 =
(

cosωt− inz sinωt

(ny − inx) sinωt

)
,

де компоненти одиничного вектора у сферичних координатах

nx = cosϕ sin θ, ny = sinϕ sin θ, nz = cos θ.

Кiнцевий стан, у який переходить електрон, фiксуємо так:

| ր〉 =
(

a

b

)
,

причому з умови нормування очевидно, що |a|2 + |b|2 = 1.
Час T , за який частинка “скотиться” зi стану | ↑〉 у стан | ր〉, визначаємо

з умови збiгу станiв Ŝ| ↑〉 i | ր〉. Прирiвнюємо, наприклад, модулi величин b i
нижнього рядка стану Ŝ| ↑〉, а рiвнiсть фаз забезпечуємо добором азимуталь-
ного кута ϕ. Пам’ятаємо при цьому, що квантовомеханiчнi стани визначенi з
точнiстю до довiльного фазового множника i тому важливими є не самi фази
складових векторiв станiв, а їхнi рiзницi. Отже:

|b| =
√
n2
x + n2

y sinωt =
√

1− n2
z sinωt = sin θ sinωt,

тобто час T = 1
ω
arcsin (|b|/ sin θ). До такого ж результату прийдемо, зрозумiло,

прирiвнюванням модулiв величини a та першого рядка стану Ŝ| ↑〉. Мiнiмаль-
ний час Tmin знаходимо з умови мiнiмуму функцiї T = T (θ), яка дає θ = π/2,
тобто ~H лежить у площинi (x, y), а

Tmin =
1

ω
arcsin|b|.
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Якщо нас цiкавить “скочування” частинки в стан “спiн униз”, коли a = 0, b =
1, то Tmin = π/2ω.

Зауважимо, що, на вiдмiну вiд класичних задач про брахiстохрону, ко-
ли потрiбно знайти траєкторiю руху частинки, за якою вона якнайшвидше
дiстанеться з однiєї точки в iншу, у квантовiй механiцi визначаємо, з яки-
ми параметрами гамiльтонiана частинка якнайшвидше “скочується” з одного
квантового стану в iнший.



ГЛА ВА XI

КВАНТОВА МЕХАНIКА СИСТЕМИ БАГАТЬОХ
ЧАСТИНОК

§ 81. Принцип тотожностi частинок у квантовiй механiцi

При формулюваннi фундаментальних принципiв квантової ме-
ханiки ми, як правило, зосереджували увагу на однiй частинцi.
Зрозумiло, однак, що основнi постулати та першопринципнi рiв-
няння квантової теорiї працюють незалежно вiд того, чи розгляда-
ється одна частинка, чи їх сукупнiсть. Стан системи багатьох ча-
стинок також визначається хвильовою функцiєю, яка зберiгає свiй
змiст амплiтуди ймовiрностi. Для системи N частинок хвильова
функцiя ψ = ψ(q1, . . . , qN ; t) залежить вiд змiнних q1, . . . , qN , ко-
жна з яких задає координати частинки з вiдповiдним номером.
Вона задовольняє основне рiвняння квантової механiки — хви-
льове рiвняння Шрединґера:

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ,

де гамiльтонiан

Ĥ =
N∑

j=1

p̂2
j

2mj
+ U(q1, . . . , qN ; t)

складається з суми операторiв кiнетичних енерґiй частинок i по-
тенцiальної енерґiї U , яка мiстить як взаємодiю частинок iз зовнi-
шнiм полем, так i їх взаємодiю мiж собою; p̂j — оператор iмпульсу
j-ої частинки, mj — її маса.

Якщо гамiльтонiан не залежить явно вiд часу, то багаточас-
тинкова система описується стацiонарними станами, хвильовi
функцiї яких визначаються разом iз можливими значеннями енер-
ґiї з рiвняння Шрединґера:
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Ĥψ = Eψ.

Розв’язок такого рiвняння є складною математичною задачею.
Моделi, якi допускають точнi розв’язки, є рiдкiстю, i тому основ-
ним пiдходом при дослiдженнi проблеми багатьох тiл є рiзноманi-
тнi наближенi методи.

Розглянемо важливий клас багаточастинкових систем, а саме,
сукупнiсть N однакових частинок. Такi системи виявляють дода-
тковi особливостi принципового характеру, якi не мають аналога
в класичнiй механiцi. Що таке однаковi частинки? Це частинки,
якi мають однаковi масу, заряд, спiн, власний магнiтний момент
i т. д. та поводяться однаково в тих самих умовах. У класичнiй
механiцi за кожною з частинок, навiть якщо вони i є однаковими,
можна простежити, оскiльки вони рухаються по своїх траєкторiях
i не втрачають iндивiдуальностi. У квантовiй механiцi ситуацiя є
принципово iншою. Якщо в певний момент часу ми пронумеруємо
частинки, то за деякий час, локалiзувавши одну з них, ми не змо-
жемо зiдентифiкувати її номер. Це пов’язано з тим, що поняття
траєкторiї у квантовiй механiцi, внаслiдок принципу невизначено-
стi Гайзенберґа, не має змiсту. Мовою хвильових пакетiв це озна-
чає, що в наступний момент часу пiсля присвоєння номерiв ча-
стинкам їхнi хвильовi пакети перекриються i нумерацiя частинок
переплутається. Таким чином, у квантовiй механiцi немає жодної
змоги розрiзнити однаковi частинки. Це твердження i становить
так званий принцип тотожностi частинок у квантовiй механiцi.

Перейдемо до математичного формулювання принципу тото-
жностi. Розглянемо для спрощення систему, яка складається з
N = 2 тотожних частинок. Позначимо через x сукупнiсть коор-
динат частинок, пiд якими будемо розумiти як просторовi r =
(x, y, z), так i спiновi координати s: x = (r, s). За означенням хви-
льової функцiї ψ(x1, x2) такої системи, величина |ψ(x1, x2)|2 до-
рiвнює густинi ймовiрностi того, що перша частинка перебуває в
околi точки x1, а друга — в околi точки x2. Якщо частинки пере-
ставити мiсцями, то їхня хвильова функцiя ψ = ψ(x2, x1). Тепер
величина |ψ(x2, x1)|2 дорiвнює густинi ймовiрностi того, що пер-
ша частинка є в околi точки x2, а друга — в околi x1. Оскiльки
частинки тотожнi, то повинна виконуватись рiвнiсть

|ψ(x1, x2)|2 = |ψ(x2, x1)|2

652



— це i є математичне формулювання принципу тотожностi час-
тинок. Звiдси випливає, що хвильова функцiя з переставленими
частинками з точнiстю до фазового множника збiгається з вихi-
дною1:

ψ(x2, x1) = eiαψ(x1, x2).

Знайдемо значення фази α. Уведемо оператор перестановки ча-
стинок P̂ такий, що

P̂ψ(x1, x2) = ψ(x2, x1).

Отже, дiя цього оператора зводиться до множення функцiї на eiα:

P̂ψ(x1, x2) = eiαψ(x1, x2)

— рiвняння на власнi значення для оператора перестановки. По-
дiємо на це рiвняння ще раз оператором P̂ :

P̂ 2ψ(x1, x2) = eiαP̂ψ(x1, x2) = e2iαψ(x1, x2).

Однак, з iншого боку,

P̂ 2ψ(x1, x2) = P̂ψ(x2, x1) = ψ(x1, x2).

Iншими словами, дiючи двiчi оператором перестановки, ми зали-
шаємо частинки на своїх мiсцях. Отже, виходить, що

e2iαψ(x1, x2) = ψ(x1, x2),

або

e2iα = 1.

Звiдси випливає, що 2iα = 2iπn, n = 0, 1, 2, 3, . . ., тобто α = πn, а
власне значення оператора перестановки

eiα = ±1.

1Увесь час ми пiдкреслювали, що фазовий множник у хвильовiй функцiї не
вiдiграє жодної ролi й не впливає на фiзичнi результати. Однак це стосувалось
“стартового” фазового множника, а не того, який виникає при перетвореннях
над хвильовою функцiєю. Фаза, яка “набiгає” пiд час таких перетворень, як
ми бачили в §2, вiдiграє принципово важливу роль.
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Таким чином,

ψ(x2, x1) = ±ψ(x1, x2).

Отже, пiд час перестановки тотожних частинок хвильова функцiя
може змiнювати лише знак.

Очевидно, цей результат узагальнюється на систему з N одна-
кових частинок. Наприклад, переставляючи частинку номер 2 з
частинкою номер N , маємо:

ψ(x1, x2, x3, . . . , xN−1, xN ) = ±ψ(x1, xN , x3, . . . , xN−1, x2).

Ми отримали важливий результат: при перестановцi будь-яких
двох частинок iз сукупностi N однакових частинок їхня хвильова
функцiя або не змiнює знака, або змiнює на протилежний. Iнши-
ми словами, хвильова функцiя системи N тотожних частинок є
симетричною або антисиметричною. Важливо, що ця властивiсть
зберiгається з часом. Справдi, оскiльки гамiльтонiан системи N
тотожних частинок Ĥ = Ĥ(x1, . . . , xN ) не змiнюється вiд їх пере-
становки, то оператор перестановки P̂ є iнтеґралом руху. Напри-
клад, нехай N = 2. Маємо

P̂ Ĥψ = P̂ Ĥ(x1, x2)ψ(x1, x2) = Ĥ(x2, x1)ψ(x2, x1)

= Ĥ(x1, x2)ψ(x2, x1) = Ĥ(x1, x2)P̂ψ(x1, x2) = ĤP̂ψ,

або

P̂ Ĥ − ĤP̂ = 0.

Таким чином, оператор перестановки комутує з гамiльтонiаном, i
отже, вiн є iнтеґралом руху. Це означає, що властивiсть хвильо-
вих функцiй змiнювати або не змiнювати знак не залежить вiд
часу. Якщо, наприклад, антисиметрична хвильова функцiя опи-
сує систему електронiв сьогоднi, то вона ж буде описувати її i
завтра. . .

Зi сказаного випливає, що з усiх можливих розв’язкiв рiвнян-
ня Шрединґера ми повиннi вiдiбрати лише такi, якi є симетрични-
ми або антисиметричними — тiльки вони мають фiзичний змiст.
Симетричнi хвильовi функцiї описують так званi бозе-частинки,
або бозони. Антисиметричнi функцiї описують фермi-частинки,
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або фермiони. Цi назви походять вiд прiзвищ учених, якi запро-
понували вiдповiднi статистики для сукупностей однакових ча-
стинок. Симетричну статистику запропонував у 1924 роцi iндiй-
ський учений С.Бозе (1894–1974) для квантiв свiтла й узагальнив
А.Айнштайн для частинок iз масою спокою, вiдмiнною вiд нуля.
У 1926 роцi Е.Фермi запропонував антисиметричну статистику
для електронiв, а її зв’язок iз квантовою механiкою встановив
П.А.М.Дiрак.

В.Паулi в 1940 роцi на основi релятивiстської квантової меха-
нiки показав, що статистика, якiй пiдкоряються частинки, одно-
значно пов’язана з їхнiм спiном: фермiони — це частинки з пiв-
цiлим спiном, а бозони — iз цiлим. Прикладом фермiонiв є та-
кi елементарнi частинки, як електрон, протон, нейтрон, мюон,
нейтрино, позитрон. Бозонами є фотон, мезони. Якщо частинки
є складними, то хвильова функцiя також є симетричною або ан-
тисиметричною, залежно вiд їхнього спiну: атом 3He має спiн 1/2,
i отже, це фермiон, а атом 4He, спiн якого дорiвнює нулевi, є бозо-
ном. Таким чином, усi частинки можна подiлити на два класи —
фермiони i бозони2. Фiзичнi властивостi систем, що складаються
з бозонiв, суттєво вiдрiзняються вiд властивостей багатофермiон-
них систем. Яскравим прикладом цього є рiдкi 3He та 4He.

Якщо гамiльтонiан системи не залежить вiд спiнових ступенiв
вiльностi, як це є в нерелятивiстському наближеннi, то рiвняння
Шрединґера допускає роздiлення змiнних. Повна хвильова фун-
кцiя, яка залежить вiд просторових i спiнових координат, може
бути зображена у виглядi добутку:

ψ(x1, . . . , xN ) = χ(s1, . . . , sN )ϕ(r1, . . . , rN ),

2У так званих суперсиметричних квантових теорiях поля допускається
перехiд частинок мiж цими двома станами-сортами. Математичний апарат
цих теорiй ґрунтується на алґебрi Ґрассмана. Нiмецький математик Герман
Ґрассман (1809–1877) займався побудовою вищих комплексних чисел. Точку в
N-вимiрному просторi вiн задавав виразом x1e1+x2e2+· · ·+xNeN , де ei — оди-
ничнi елементи (твiрнi алґебри Ґрассмана), пiдкоренi умовi eiek = −ekei, так
що e2i = 0. У 60-х та 70-х роках минулого столiття алґебра Ґрассмана зазнала
iнтенсивного розвитку завдяки її застосуванню до вивчення систем багатьох
фермiонiв. “Ґрассманiзацiя” iнших задач теоретичної фiзики дає змогу отри-
мувати новi фундаментальнi результати. Введення похiдних та iнтеґралiв за
твiрними алґебри Ґрассмана привели до створення суперматематики.
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де функцiя χ залежить лише вiд спiнових змiнних — i її назива-
ють спiновою хвильовою функцiєю, функцiя ϕ залежить лише вiд
просторових координат — її називають координатною хвильовою
функцiєю. Фактично рiвняння Шрединґера визначає лише коор-
динатну функцiю ϕ. I здавалось би, що спiнова функцiя χ не має
нiякого впливу на фiзичнi властивостi системи. Однак, унаслiдок
принципу тотожностi, це не так. Справдi, оскiльки повна хвильова
функцiя ψ має певну симетрiю, то вибором симетрiї спiнової фун-
кцiї χ ми фiксуємо ту чи iншу симетрiю функцiї ϕ. Тому середнє
значення гамiльтонiана, тобто енерґiя системи, буде залежати вiд
того, якою є спiнова функцiя. Наприклад, для електронiв хви-
льова функцiя ψ є антисиметричною, отже для її утворення як
добутку χ на ϕ є двi можливостi:

ψa = χaϕs

або

ψa = χsϕa,

де значками “s” та “a” позначено функцiї симетричнi й антисиме-
тричнi щодо перестановки вiдповiдних координат частинок. Та-
ким чином, у першому випадку енерґiя

Es = 〈ψa|Ĥ|ψa〉 = 〈χa|χa〉〈ϕs|Ĥ|ϕs〉 = 〈ϕs|Ĥ|ϕs〉.

Ми вважаємо, що спiнова й координатна хвильовi функцiї є нор-
мованими. У другому випадку енерґiя

Ea = 〈ϕa|Ĥ|ϕa〉.

Зрозумiло, що цi два значення енерґiї є рiзними. Отже, можливi
значення енерґiї залежать вiд спiнового стану системи, незважа-
ючи на те, що гамiльтонiан не залежить вiд спiнових змiнних.
Цю залежнiсть трактують як своєрiдну взаємодiю мiж частин-
ками, яку називають обмiнною взаємодiєю, а рiзницю мiж Ea та
Es — обмiнною енерґiєю. Насправдi це не взаємодiя в прямому
розумiннi, а чисто квантовий ефект, який є наслiдком тотожно-
стi частинок. Тобто додаткову умову, яку накладаємо на хвильо-
ву функцiю системи багатьох однакових частинок, що зумовлена
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квантовомеханiчним принципом тотожностi, трактуємо як своєрi-
дну мiжчастинкову взаємодiю3.

Розглянемо систему невзаємодiючих однакових частинок, кож-
ну з яких описує хвильова функцiя ψf (x). Стан системи можна
визначити, якщо вказати номери станiв f , у яких перебувають
окремi частинки: ψf1(x1), . . . , ψfN (xN ). Побудуємо з цих одночас-
тинкових функцiй хвильову функцiю цiлої системи. Нехай споча-
тку N = 2. Як добуток хвильових функцiй ψf1(x1)ψf2(x2), так i
добуток з переставленими координатами ψf1(x2)ψf2(x1) описує си-
стему двох частинок, однак вони не мають певної симетрiї. Якщо
утворити лiнiйнi комбiнацiї цих добуткiв

ψf1,f2(x1, x2) = C1ψf1(x1)ψf2(x2) + C2ψf1(x2)ψf2(x1),

то, згiдно з принципом суперпозицiї, функцiя ψf1,f2(x1, x2) також
описує стан цих частинок. З умови симетрiї, яка випливає з то-
тожностi частинок, маємо |C1|2 = |C2|2 i, приймаючи величини
C1, C2 дiйсними, знаходимо, що C2 = ±C1. Отже,

ψf1,f2(x1, x2) = C1[ψf1(x1)ψf2(x2)± ψf1(x2)ψf2(x1)],

де верхнiй знак дає симетричну, а нижнiй — антисиметричну хви-
льову функцiю системи двох частинок. З умови нормування

∫ ∫
|ψf1,f2(x1, x2)|2 dx1dx2 = 1

отримуємо C1 = 1/
√
2. Ми припускаємо, що одночастинковi фун-

кцiї ψf (x) є ортонормованими. Пiд значком iнтеґрування за змiн-
ною x розумiємо iнтеґрування за неперервною просторовою коор-
динатою r та пiдсумовування за дискретними значеннями спiнової
змiнної s. Таким чином, правильними, симетризованими хвильо-
вими функцiями системи двох тотожних частинок є

ψf1,f2(x1, x2) =
1√
2
[ψf1(x1)ψf2(x2)± ψf1(x2)ψf2(x1)].

3Узагалi кажучи, будь-яку додаткову в’язь, яку накладаємо на рiвняння
руху (класичнi чи квантовi), можна трактувати як додаткову силу. Факти-
чно це спiвзвучно iдеї так званої геометризацiї взаємодiй, яка реалiзована,
зокрема, у загальнiй теорiї вiдносностi стосовно ґравiтацiйної взаємодiї.
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Цей результат легко узагальнити на систему з N частинок.
Зауважимо, що антисиметрична хвильова функцiя (нижнiй знак
“−”) ψf1,f2(x1, x2) є визначником другого порядку. Тому для N
фермi-частинок антисиметричну хвильову функцiю також запи-
суємо у виглядi визначника N -го порядку:

ψf1,...,fN (x1, . . . , xN ) = CN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψf1(x1) ψf1(x2) . . . ψf1(xN )

ψf2(x1) ψf2(x2) . . . ψf2(xN )
...

...
. . .

...

ψfN (x1) ψfN (x2) . . . ψfN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Коли розписати цей визначник, то отримаємо N ! членiв i з умо-
ви нормування хвильової функцiї цiлої системи знайдемо, що
CN = 1/

√
N !. Якщо двi частинки мають однаковi iндекси станiв f ,

наприклад f1 = f2, то два рядки визначника є однаковими i за йо-
го властивiстю хвильова функцiя тотожно обертається в нуль. Це
означає, що таких станiв, коли є хоча б двi частинки з однаковими
квантовими числами, не iснує — принцип Паулi4.

Для бозонiв також користуються написаною вище функцiєю,
якщо при розкриттi визначника всi знаки “мiнус” замiнити на
“плюс”. Такий визначник називають перманентом. Для багато-
бозонної системи принцип Паулi вже не має мiсця, оскiльки всi
члени входять у ψf1,...,fN (x1, . . . , xN ) зi знаком “плюс”. Отже, тут
можливий випадок, коли всi частинки перебувають в одному й
тому ж станi. Це так званий бозе-конденсат. Зрозумiло, що при
цьому переставляння частинок з однаковими iндексами станiв не
дає нових доданкiв у хвильовiй функцiї.

Загалом хвильову функцiю системи N тотожних невзаємодi-
ючих частинок можна записати в такому виглядi:

ψf1,...,fN (x1, . . . , xN ) = CN

∑

Q

(±)QψfQ1
(x1) . . . ψfQN

(xN ),

де пiдсумовування проводимо за всiма можливими перестановка-
ми Q рiзних iндексiв f1, . . . , fN ; нижнiй знак береться для фермiо-
нiв, причому парне число перестановок дає знак “плюс”, непарне

4Цей принцип сформулював В. Паулi в 1924–1925 роках до створення кван-
тової механiки, за що в 1945 роцi отримав Нобелiвську премiю.
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— знак “мiнус”, а верхнiй знак — для бозонiв. Стала нормування
для фермiонiв

CN = 1/
√
N !.

Для бозонiв

CN =
√
Nf1 ! . . . NfN !/N !,

де Nfi — це число iндексiв серед f1, . . . , fN , що набувають одного
й того ж значення fi. Величини Nfi називають числами заповне-
ння вiдповiдних одночастинкових станiв. Таку сталу нормування
для бозонiв отримуємо тому, що кiлькiсть рiзних доданкiв у хви-
льовiй функцiї є меншою, нiж N !, i дорiвнює N !/(Nf1 ! . . . NfN !).
Мiж iншим, формально для фермiонiв сталу нормування можна
записати так само, як i для бозонiв, тому що в цьому випадку всi
Nfi ! = 1, оскiльки Nfi = 0, 1.

На завершення цього параграфа звернемо увагу Читача на
деякi узагальнення статистик тотожних частинок. Можна фор-
мально розглянути певною мiрою штучну статистику, так звану
парастатистику (префiкс пара. . . походить вiд грецького παρα . . .
i означає близький, схожий, але не тотожний), коли в деякому
квантовому станi може перебувати не бiльше, нiж p частинок: при
p = 1 маємо статистику Фермi–Дiрака, а якщо p = ∞, то отри-
муємо статистику Бозе–Айнштайна. Усi вiдомi на сьогоднi еле-
ментарнi частинки вiдповiдають лише цим граничним значенням
величини p. Були спроби знайти частинки зi скiнченим значенням
p > 1, але безуспiшнi. Чому Природа надала перевагу саме цим
частковим випадкам p = 1,∞ залишається таїною. . . .

Iнше можливе узагальнення статистик стосується фази α, яка
набiгає у хвильовiй функцiї при перестановцi частинок. Як ми
бачили, ця фаза α = πα′, де дiйсне число α′ набувало значень
нуль або одиниця. Можна формально розглянути дробове значе-
ння α′ (його називають статистичним параметром) iз промiжку
0 ≤ α′ ≤ 1, у якому α′ змiнюється неперервно, i ми отримуємо
дробову статистику. Хоча спостережуванi елементарнi частинки є
або фермiонами (α′ = 1), або бозонами (α′ = 0), можливi ситуацiї,
коли вивчення деякого фiзичного явища ефективно зводиться до
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дослiдження системи квазiчастинок з будь-яким дробовим значе-
нням статистичного параметра α′. Звертаємо також увагу й на те,
що значення α′ = 0, 1 ми отримали з аналiзу операцiї перестанов-
ки тотожних частинок, однак фiзична реалiзацiя переставляння
частинок мiсцями з урахуванням їхнiх розмiрiв в одно- та дво-
вимiрному просторi не є очевидною. Отже, виникає задача про
дослiдження системи тотожних частинок iз будь-яким значенням
α, так званих енiонiв (англ. anyon, вiд any — будь-який).

Приклад 1. Хвильова функцiя основного стану системи N безспiнових
вiльних бозе-частинок в об’ємi V .

Основний стан характеризується найменшим значенням енерґiї, яке ре-
алiзується, коли iмпульси всiх частинок дорiвнюють нулевi: f1 = p1 =
0, . . . , fN = pN = 0 i одночастинковi функцiї, якi є плоскими
хвилями, ψf (x) = 1/

√
V . У загальному виразi для хвильової функцiї

ψf1,...,fN (x1, . . . , xN) числа заповнення Np = 0 для p 6= 0, а для p = 0 ве-
личина Np=0 = N . Оскiльки рiзних iндексiв станiв немає, то й кiлькiсть
перестановок дорiвнює одиницi. Таким чином, хвильова функцiя основного
стану

ψ0 = ψ0,...,0(r1, . . . , rN ) = 1/V N/2.

Вона описує так званий бозе-конденсат, коли всi частинки “сконденсованi” на
квантовому рiвнi p = 0.

Теоретичнi розрахунки й експериментальнi вимiрювання в надплинному
4He дають для вiдносної кiлькостi атомiв бозе-конденсату кiлька вiдсоткiв при
температурi абсолютного нуля. На перший погляд, iснування бозе-конденсату
заперечує принцип невизначенностей Гайзенберґа, оскiльки рух кожного ато-
ма обмежений невеликим об’ємом в оточеннi його найближчих сусiдiв i мiнi-
мально можливий iмпульс p ∼ ~/〈r〉, де 〈r〉 — середня вiдстань мiж атомами.
Однак принцип тотожностi не дає змоги iдентифiкувати атоми, тому неви-
значенiсть координати дорiвнює не 〈r〉, а лiнiйному розмiровi L усього макро-
скопiчного об’єму, в якому перебувають атоми, i отже, мiнiмальний iмпульс
p ∼ ~/L, L≫ 〈r〉 i при L→ ∞ величина p→ 0.

Бозе-конденсатний стан для кiлькох тисяч частинок створено також в
експериментальних установках з лазерним охолодженням атомiв5.

Приклад 2. Обчислити в першому наближеннi теорiї збурень енерґiю
основного стану системи N взаємодiючих безспiнових бозе-частинок в об’є-
мi V .

5За досягнення бозе-айнштайнiвської конденсацiї в розрiджених газах ато-
мiв лужних металiв, а також за першi фундаментальнi дослiдження власти-
востей цих конденсатiв Е. А. Корнелл, В. Кеттерле та К. Е. Вiмен одержали
Нобелiвську премiю 2001 року.
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Потенцiальну енерґiю парних взаємодiй мiж частинками

Φ =
∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj |)

розглядаємо як збурення. Нульове наближення енерґiї основного стану дорiв-
нює нулевi, оскiльки iмпульси та кiнетичнi енерґiї окремих частинок дорiв-
нюють нулевi (бозе-конденсат). Перша поправка

E(1) = 〈0|Φ|0〉

=

∫
. . .

∫
ψ∗

0,...,0(r1, . . . , rN )Φψ0,...,0(r1, . . . , rN ) dr1 . . . drN

=
1

V N

∫
. . .

∫ ∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj |) dr1 . . . drN

=
1

V N

N(N − 1)

2

∫
. . .

∫
Φ(|r1 − r2|) dr1 . . . drN

=
1

V N

N(N − 1)

2
V N−2

∫ ∫
Φ(|r1 − r2|) dr1dr2

=
N(N − 1)

2V

∫
Φ(R) dR.

Ми використали тут iз попереднього прикладу вирази для хвильової фун-
кцiї основного стану, а останню рiвнiсть отримуємо переходом вiд змiнних
r1, r2 до нових змiнних r1, R = r1 − r2 з якобiаном, рiвним одиницi. Остато-
чно

E(1) =
N(N − 1)

2V
ν0,

де ν0 — нульова компонента коефiцiєнта Фур’є енерґiї парної взаємодiї мiж
частинками.

Приклад 3. Збудженi стани рiдкого 4He. Хвильову функцiю нижчого збу-
дженого стану системи N невзаємодiючих бозе-частинок отримуємо iз загаль-
ної формули, покладаючи для (N − 1) частинок iмпульси рiвними нулевi, а
для однiєї з них — iмпульс p 6= 0:

ψ =

√
(N − 1)!

N !

(
1√
V

)N−1
eipr1/~

√
V

+ . . .

. . .+

√
(N − 1)!

N !

(
1√
V

)N−1
eiprN/~

√
V
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або

ψ = ψ0ρ−q, q = p/~, ρq =
1√
N

N∑

j=1

e−iqrj .

Такий вигляд функцiї можна записати як перше наближення i для систе-
ми взаємодiючих бозе-частинок, якщо пiд ψ0 розумiти точну хвильову фун-
кцiю основного стану i врахувати сталу нормування:

ψ = ψ0ρ−q/
√
Sq,

де структурний фактор Sq = 〈ψ0|ρqρ−q|ψ0〉, так що 〈ψ|ψ〉 = 1; для iдеального
бозе-газу Sq = 1.

Обчислимо з цiєю хвильовою функцiєю енерґiю збудженого стану для
такої квантової бозе-рiдини як рiдкий 4He. З рiвняння Шрединґера

(
− ~2

2m

N∑

j=1

∇2
j + Φ

)
ψ = Eψ,

беручи до уваги рiвняння для основного стану з ψ0 i енерґiєю E0, знаходимо:

− ~2

2m

N∑

j=1


ψ0∇

2
jϕ+ 2 (∇jϕ) (∇jψ0)


 = (E − E0)ψ0ϕ,

ϕ = ρ−q/
√
Sq. Множимо це рiвняння на ψ∗ й iнтеґруємо за всiма координа-

тами частинок. Скористаймось тим, що ψ0, як хвильова функцiя основного
стану, є дiйсною величиною, тому ψ0∇jψ0 = ∇jψ

2
0/2, й iнтеґруванням части-

нами у другому доданку в квадратних дужках перекидаємо дiю оператора
∇j з ψ2

0 налiво. У результатi отримуємо, що

~2

2m

N∑

j=1

〈ψ0| |∇jϕ|2 |ψ0〉 = E − E0,

або, пiдставляючи ϕ, одержуємо остаточно для енерґiї Eq = E − E0:

Eq = ~
2q2/2mSq.

Цей вираз, який уперше знайшов Р. Фейнман у 1953 роцi, якiсно правильно
описує енерґетичний спектр надплинного 4He.

§ 82. Теорiя атома гелiю

Атом гелiю є найпростiшим серед багатоелектронних атомiв,
але саме на ньому теорiя Бора не змогла подолати труднощiв iз по-
ясненням спектральних термiв. I лише зi створенням квантової
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механiки В. Гайзенберґом i Е.Шрединґером вдалося дати чiтке
пояснення спостережуваних закономiрностей спектральних лiнiй
гелiю й побудувати для них кiлькiсну теорiю. Це фактично зробив
Гайзенберґ у своїх перших роботах.

Рис. 64. Система двох електронiв у полi ядра.

Отже, розглянемо систему, яка складається з двох електронiв,
що рухаються в полi ядра iз зарядом Z|e| (див. рис. 64). До таких
систем належать атом гелiю, однократно йонiзований атом лiтiю,
вiд’ємний йон водню H− та iншi багатократнi йони. Ми знехтуємо
релятивiстськими поправками. Крiм того, будемо вважати ядро
нерухомим, беручи до уваги те, що вiдношення маси електрона m
до маси ядра M є малою величиною, m/M ≪ 1.

Запишемо гамiльтонiан такої системи, помiстивши ядро в по-
чаток координат:

Ĥ = Ĥ0(1) + Ĥ0(2) + V̂ ,

де гамiльтонiан першого електрона в полi ядра

Ĥ0(1) =
p̂2
1

2m
− Ze2

r1
,
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другого електрона —

Ĥ0(2) =
p̂2
2

2m
− Ze2

r2

та оператор енерґiї мiжелектронної кулонiвської взаємодiї

V̂ =
e2

r
,

r1, r2 — радiус-вектори електронiв, p̂1, p̂2 — оператори їхнiх iм-
пульсiв, а r = r1 − r2.

Розгляньмо спочатку основний стан. Якщо припустити, що
електрони мiж собою не взаємодiють, то ми маємо водневоподiбну
задачу i основний стан обох електронiв задається такими кванто-
вими числами: n1 = 1, l1 = 0, m1 = 0; n2 = 1, l2 = 0, m2 = 0.
Тобто обидва електрони перебувають в |1s〉-станi. Ця електронна
конфiґурацiя зображається як (1s)2. Отже, електрони описуємо
такими координатними хвильовими функцiями:

ϕ1s(r1) =
1√
πa3

e−r1/a,

ϕ1s(r2) =
1√
πa3

e−r2/a,

де

a = aB/Z.

Електрони є фермi-частинками, i повна хвильова функцiя ψ =
ψ(x1, x2) повинна бути антисиметричною:

ψ(x1, x2) = −ψ(x2, x1).
Спiновi та координатнi змiннi роздiляються, отже

ψ(x1, x2) = χ(s1, s2)ϕ(r1, r2).

Оскiльки обидва електрони перебувають у |1s〉-станi, то з ϕ1s(r1)
та ϕ1s(r2) можна утворити лише симетричну координатну хвильо-
ву функцiю:

ϕ = ϕs(r1, r2) = ϕ1s(r1)ϕ1s(r2).
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Таким чином, спiнова функцiя повинна бути антисиметричною:

χ(s1, s2) = χa(s1, s2) =
1√
2
{χ↑(s1)χ↓(s2)− χ↓(s1)χ↑(s2)},

де одноелектроннi спiновi функцiї у власному зображеннi (спiно-
ри), з якими ми познайомились у §35,

χ↑ =


 1

0


 ,

χ↓ =


 0

1


 .

Тут за змiнну s слугує проекцiя спiну на видiлену вiсь, яка набуває
двох значень (±~/2).

Дослiдимо спiновий стан, який описує функцiя χa(s1, s2). Для
цього подiємо на неї оператором z-компоненти повного спiну
Ŝ = ŝ1 + ŝ2, де ŝ1 = ~σ̂1/2, ŝ2 = ~σ̂2/2 — оператори спiнiв пер-
шого та другого електронiв. Отже,

Ŝzχa(s1, s2) = (ŝz1 + ŝz2)χ
a(s1, s2) =

1√
2
{χ↓(s2)ŝ

z
1χ↑(s1)

− χ↑(s2)ŝ
z
1χ↓(s1) + χ↑(s1)ŝ

z
2χ↓(s2)− χ↓(s1)ŝ

z
2χ↑(s2)}

=
1√
2

{
~

2
χ↓(s2)χ↑(s1)−

(
−~

2

)
χ↑(s2)χ↓(s1)

+

(
−~

2

)
χ↑(s1)χ↓(s2)−

~

2
χ↓(s1)χ↑(s2)

}
= 0.

Подiємо тепер на функцiю χa(s1, s2) оператором квадрата повного
спiну:

Ŝ2χa(s1, s2) = (ŝ21 + ŝ22 + 2ŝ1ŝ2)χ
a(s1, s2)

=

(
3

4
~2 +

3

4
~2 + 2ŝ1ŝ2

)
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× 1√
2
[χ↑(s1)χ↓(s2)− χ↓(s1)χ↑(s2)] .

Нам необхiдно знайти

ŝ1ŝ2χ↑(s1)χ↓(s2) =

(
~

2

)2

σ̂1χ↑(s1)σ̂2χ↓(s2).

Для цього обчислимо

σ̂χ↑ = i


 0 1

1 0




 1

0


+ j


 0 −i

i 0




 1

0




+ k


 1 0

0 −1




 1

0




= i


 0

1


+ j


 0

i


+ k


 1

0


 ,

а також

σ̂χ↓ = i


 0 1

1 0




 0

1


+ j


 0 −i

i 0




 0

1




+ k


 1 0

0 −1




 0

1




= i


 1

0


+ j


 −i

0


+ k


 0

−1


 .

Тепер легко показати, що

ŝ1ŝ2χ↑(s1)χ↓(s2) =
~2

4
[2χ↓(s1)χ↑(s2)− χ↑(s1)χ↓(s2)]

i аналогiчно

ŝ1ŝ2χ↓(s1)χ↑(s2) =
~2

4
[2χ↑(s1)χ↓(s2)− χ↓(s1)χ↑(s2)].
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Збираючи отриманi вирази разом, знаходимо

Ŝ2χa(s1, s2) =
~2√
2

{
3

2
χ↑(s1)χ↓(s2)−

3

2
χ↓(s1)χ↑(s2)

+
1

2
[2χ↓(s1)χ↑(s2)− χ↑(s1)χ↓(s2)]

− 1

2
[2χ↑(s1)χ↓(s2)− χ↓(s1)χ↑(s2)]

}
= 0.

Отже, ми отримали, що

Ŝ2χa(s1, s2) = 0,

Ŝzχa(s1, s2) = 0.

Це означає, що χa(s1, s2) є власною функцiєю оператора квадра-
та повного спiну i його проекцiї з власними значеннями, рiвни-
ми нулевi. Таким чином, повний спiн системи двох електронiв,
яку описує антисиметричний спiнор χa(s1, s2), дорiвнює нулевi. У
цьому випадку говорять про систему двох електронiв iз протиле-
жно напрямленими спiнами. Ця хвильова функцiя є прикладом
так званого сплутаного стану, коли окремi частинки не мають то-
чного значення проекцiй своїх спiнiв, але сумарний спiн вiдомий
i точно дорiвнює нулевi.

Застосуємо для обчислення енерґiї системи теорiю збурень, ви-
бираючи в ролi оператора збурення енерґiю мiжелектронної вза-
ємодiї:

E = E(0) + E(1) + · · · ,
де нульове наближення

E(0) = 〈Ĥ0(1) + Ĥ0(2)〉

=

∫
dr1

∫
dr2

∑

s1

∑

s2

ψ+(x1, x2)[Ĥ0(1) + Ĥ0(2)]ψ(x1, x2)

= 2

∫
dr1ϕ1s(r1)Ĥ0(1)ϕ1s(r1) = 2〈H0(1)〉 = 2E1s = 2

(
−Ze

2

2a

)
,

667



а поправка

E(1) = 〈V̂ 〉 =
∫
dx1

∫
dx2ψ

+(x1, x2)
e2

r
ψ(x1, x2)

=

∫
dr1

∫
dr2 ϕ

2
1s(r1)ϕ

2
1s(r2)

e2

|r1 − r2|
.

Ми скористались тим, що спiнова функцiя нормована:

∑

s1

∑

s2

χ+(s1, s2)χ(s1, s2) = 1.

Розкладемо енерґiю кулонiвської взаємодiї мiж електронами в
ряд Фур’є:

e2

|r1 − r2|
=

1

V

∑

q

eiq(r1−r2) 4πe
2

q2
.

Тепер

E(1) =
∑

q

4πe2

q2V
|ρ1s(q)|2,

де коефiцiєнт Фур’є електронної густини

ρ1s(q) =
1

πa3

∫
dr e−2r/aeiqr.

Iнтеґрал у виразi для ρ1s(q) легко обчислити:

ρ1s(q) =
1

πa3

∫ 2π

0
dϕ

∫ π

0
sin θ dθ

∫ ∞

0
r2e−2r/aeiqr cos θdr

=
1

πa3

∫ ∞

0

4πr

q
e−2r/a sin qr dr =

4

qa3
Im

∫ ∞

0
reiqr−2r/a dr

=
4

qa3
Im

1

(iq − 2/a)2
=

q40
(q2 + q20)

2
,
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де q0 = 2/a. Отже, пiсля переходу вiд пiдсумовування за q до
iнтеґрування енерґiя

E(1) =
4πe2

V

V

(2π)3

∫
dq

1

q2
|ρ1s(q)|2 =

29e2

πa8
I,

де

I =

∫ ∞

0

dq

(q2 + q20)
4
=

1

2

∫ ∞

−∞

dq

(q2 + ξ)4
= − 1

12

(
d

dξ

)3 ∫ ∞

−∞

dq

q2 + ξ

= − 1

12

(
d

dξ

)3 π√
ξ
=

5πa7

212
,

тут уведено промiжне позначення ξ = q20. Таким чином, поправка

E(1) =
5

8

e2

a
.

Повна енерґiя основного стану

E = −2
Z2e2

2aB
+

5

8

Ze2

aB
.

Знайдемо енерґiю йонiзацiї

J = E1s − E,

яку вимiрюють експериментально. В атомних одиницях

J∗ = J

/
e2

aB
= −Z

2

2
−
(
−Z2 +

5

8
Z

)
=
Z2

2
− 5

8
Z.

Таким чином, розраховане значення енерґiї йонiзацiї

J∗ =
3

4
,

а експериментально вимiряне значення

J∗
exp ≃ 0.9.

Абсолютне значення поправки E(1) не є малою величиною в
порiвняннi з нульовим наближенням енерґiї. Це означає, що вiд
стандартної теорiї збурень не можна очiкувати кiлькiсних резуль-
татiв. Тому доцiльно застосувати до нашої задачi варiацiйний
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принцип. У ролi одноелектронної функцiї вiзьмемо хвильову фун-
кцiю основного стану з водневої задачi, але з деяким ефективним
зарядом ядра Z∗:

ϕ1s(r) =
1√
πa3

e−r/a, a =
aB
Z∗ .

Величину Z∗ знайдемо з умови мiнiмуму енерґiї

E = 〈Ĥ〉 = 〈Ĥ0(1)〉 + 〈Ĥ0(2)〉 + 〈V̂ 〉.
Середнє значення

〈H0(1)〉 =
〈
− ~2

2m
∇2

1

〉
− Z

〈
e2

r

〉

розрахуємо, використовуючи результати Прикладу 1 до §41:

〈Ĥ0(1)〉 =
~2

2ma2
− Z

e2

a
.

Очевидно також, що 〈Ĥ0(2)〉 = 〈Ĥ0(1)〉. Середнє значення енерґiї
мiжелектронної взаємодiї ми щойно обчислили:

〈
V̂
〉
=

5

8

e2

a
.

Тепер повна енерґiя, як функцiя варiацiйного параметра Z∗,

E = E(Z∗) = 2

(
~2

2ma2
− Z

e2

a

)
+
5

8

e2

a
=
e2

aB

(
Z∗2 − 2ZZ∗ +

5

8
Z∗
)
.

З умови dE(Z∗)/dZ∗ = 0 знаходимо ефективний заряд ядра

Z∗ = Z − 5

16
.

Друга похiдна d2E(Z∗)/dZ∗2 є додатною, тому це значення Z∗

приносить мiнiмум енерґiї.
Отже, ефективний заряд є меншим, нiж справжнiй. Це озна-

чає, що один електрон екранує заряд ядра для другого, зменшу-
ючи його на 5/16. Тепер повна енерґiя

E = − e2

aB
Z∗2
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або

E = − e2

aB

(
Z − 5

16

)2

= −e
2Z2

aB
+
e2

aB

5

8
Z − e2

aB

(
5

16

)2

.

Звiдси видно, що варiацiйний принцип понижує енерґiю на вели-
чину останнього доданка. У результатi розрахована енерґiя йонi-
зацiї лiпше узгоджується з експериментальним значенням:

J∗ =
Z2

2
− 5

8
Z +

(
5

16

)2

=
3

4
+

25

256
= 0.847656.

Перейдемо тепер до вивчення збуджених станiв. Розглянемо
найнижчий збуджений стан з електронною конфiґурацiєю 1s2s,
коли один з електронiв перебуває в |1s〉-станi, а другий — у |2s〉-
станi. Координатнi хвильовi функцiї:

ϕ1s(r) =
1√
πa3

e−r/a,

ϕ2s(r) =
1√
8πa3

(
1− r

2a

)
e−r/2a.

Вiдповiднi значення енерґiї:

E1s = −Z
2e2

2aB
, E2s = −Z

2e2

8aB
.

Тепер ми маємо змогу утворити як симетричну, так i антисиме-
тричну координатну частину хвильової функцiї системи:

ϕs(r1, r2) =
1√
2
[ϕ1s(r1)ϕ2s(r2) + ϕ1s(r2)ϕ2s(r1)],

ϕa(r1, r2) =
1√
2
[ϕ1s(r1)ϕ2s(r2)− ϕ1s(r2)ϕ2s(r1)].

У першому випадку

ψ(x1, x2) = χa(s1, s2)ϕ
s(r1, r2),

причому антисиметрична спiнова функцiя

χa(s1, s2) =
1√
2
[χ↑(s1)χ↓(s2)− χ↑(s2)χ↓(s1)]
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описує стан iз нульовим спiном. Ця функцiя зображає так званий
сплутаний стан системи двох частинок.

У другому випадку хвильова функцiя системи

ψ(x1, x2) = χs(s1, s2)ϕ
a(r1, r2),

де симетричну спiнову функцiю можна утворити трьома способа-
ми:

χs
1(s1, s2) = χ↑(s1)χ↑(s2),

χs
2(s1, s2) = χ↓(s1)χ↓(s2),

χs
3(s1, s2) =

1√
2
[χ↑(s1)χ↓(s2) + χ↑(s2)χ↓(s1)].

Остання функцiя описує сплутаний стан системи двох частинок,
на вiдмiну вiд перших двох функцiй, квадрат модуля яких факто-
ризується. Подiємо на цi функцiї оператором Ŝz. Простi, аналогi-
чнi до попереднiх обчислення дають:

Ŝzχs
1(s1, s2) = ~χs

1(s1, s2),

Ŝzχs
2(s1, s2) = −~χ2(s1, s2),

Ŝzχs
3(s1, s2) = 0.

Знайдемо результат дiї квадрата оператора спiну на функцiї
χs
k(s1, s2), k = 1, 2, 3:

Ŝ2χs
1(s1, s2) =

(
3

2
~2 + 2ŝ1ŝ2

)
χs
1(s1, s2)

=
3

2
~2χ↑(s1)χ↑(s2) + 2 ŝ1χ↑(s1)ŝ2χ↑(s2)

=
3

2
~2χ↑(s1)χ↑(s2) +

~2

2
χ↑(s1)χ↑(s2) = 2~2χ↑(s1)χ↑(s2).

Звiдси маємо, що власне значення квадрата оператора спiну до-
рiвнює ~2s(s+1), s = 1. Отже, хвильова функцiя χs

1(s1, s2) описує
стан системи, спiн якої дорiвнює одиницi. Цей самий результат
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отримуємо i для функцiй χs
2(s1, s2) та χs

3(s1, s2). Число спiнових
функцiй дорiвнює 2s+1 = 3 — маємо триплетний стан. Коли спiн
s = 0, маємо синґлетний стан: 2s + 1 = 1.

Переходимо до обчислення енерґiї з цими функцiями нульово-
го наближення. Для цього розрахуємо середнє значення гамiль-
тонiана. Ми опускаємо деталi цих простих перетворень, оскiльки
вони подiбнi до тих, якi ми мали для основного стану. Отже,

E = 〈H〉 = 〈H0(1)〉 + 〈H0(2)〉 + 〈V̂ 〉 = E1s + E2s +K ±A,

де верхнiй знак “+” стосується синґлетного стану, а нижнiй знак
“−” — триплетного. Тут

K =

∫
dr1

∫
dr2 |ϕ1s(r1)|2|ϕ2s(r2)|2

e2

|r1 − r2|
є так званим кулонiвським iнтеґралом, який має простий змiст
енерґiї електростатичної взаємодiї двох просторово розподiлених
електронних хмар iз густинами зарядiв ρ1s(r) = e|ϕ1s(r)|2 та
ρ2s(r) = e|ϕ2s(r)|2:

K =

∫ ∫
ρ1s(r)ρ2s(r

′)
|r− r′| dr dr′.

Величину

A =

∫
dr1

∫
dr2 ϕ

∗
1s(r1)ϕ

∗
2s(r2)

e2

|r1 − r2|
ϕ1s(r2)ϕ2s(r1)

називають обмiнним iнтеґралом. Вона описує згадану вище обмiн-
ну взаємодiю, яка не має класичного аналога i є наслiдком тото-
жностi частинок. Обмiнний iнтеґрал є додатною величиною. Це
легко показати, якщо скористатись розкладом у ряд Фур’є енерґiї
мiжелектронної взаємодiї V̂ , як це було зроблено при обчисленнi
поправки E(1), для основного стану i записати обмiнний iнтеґрал
у виглядi

A =
∑

q

4πe2

q2V
|fq|2,

де величину

fq =

∫
dr eiqrϕ1s(r)ϕ2s(r)
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ми, очевидно, вже не можемо трактувати як коефiцiєнт Фур’є еле-
ктронної густини, оскiльки пiд iнтеґралом маємо добуток хвильо-
вих функцiй рiзних станiв. Звiдси очевидно, що A > 0. Тому рi-
вень енерґiї синґлетного стану

E↑↓ = E1S + E2S +K +A

лежить вище, нiж рiвень триплетного стану

E↑↑ = E1S + E2S +K −A.

Числове значення кулонiвського та обмiнного iнтеґралiв можна
знайти за допомогою методу, яким вище обчислювали поправку
E(1) для основного стану (див. Приклад до цього параграфа):

K =
17

81

e2

aB
, A =

1

9

(
4

9

)2 e2

aB
.

Ми розглянули найнижчi збудженi стани. Можна було б роз-
глянути стани |1s〉 та |2p〉 або будь-якi iншi. Важливим є те, що
система енерґетичних рiвнiв гелiю розбивається на два класи: си-
нґлетнi та триплетнi, вiдповiдно до симетрiї спiнових функцiй
(див. рис. 65). Без урахування спiн-орбiтальної взаємодiї перехо-
ди мiж цими станами є забороненими, оскiльки, внаслiдок орто-
гональностi спiнових функцiй триплетних та синґлетних станiв,
матричнi елементи переходiв мiж ними дорiвнюють нулевi. На-
приклад,

∑

s1

∑

s2

χs
1
+(s1, s2)χ

a(s1, s2) = 0.

Те ж саме отримаємо i для χs
2(s1, s2) та χs

3(s1, s2). Тому якщо
“закинути”, наприклад, електронним ударом атом гелiю в най-
нижчий триплетний стан, то вiн не перейде в основний (синґле-
тний) стан iз випромiнюванням фотона. Такi переходи стають
можливими лише з урахуванням спiн-орбiтальної взаємодiї. Їхня
ймовiрнiсть дуже мала, i тому атом у цьому станi має великий час
життя, до кiлькох мiсяцiв. Таким чином, ми маємо нiби два сорти
атомiв гелiю. Якщо спiни електронiв в атомi є антипаралельними
(синґлетний стан), то його називають парагелiєм. Атом у трипле-
тному станi називають ортогелiєм. Отже, найнижчий збуджений
стан гелiю є основним станом ортогелiю.
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Рис. 65. Енерґетичнi рiвнi атома гелiю.

Приклад. Обмiнний та кулонiвський iнтеґрали. Обчислимо спочатку на-
ведений у текстi обмiнний iнтеґрал A. Для цього рахуємо функцiю fq, пiд-
ставляючи явнi вирази функцiй ϕ1s та ϕ2s, узятих з §41, та iнтеґруючи за
кутовими змiнними:

fq =

∫
dr eiqrϕ1s(r)ϕ2s(r)

=
4π

q

∞∫

0

r sin(qr)
1√
πa3B

e−r/aB
1√
8πa3B

(
1− r

2aB

)
e−r/2aBdr

=

√
2

a3Bq
Im

∞∫

0

eiqre−3r/2aBr

(
1− r

2aB

)
dr

=

√
2

a3Bq
Im

(
d

dα
− 1

2aB

d2

dα2

) ∞∫

0

e−αrdr

=

√
2

a3Bq
Im

(
1

α2
− 1

aBα3

)
,

де α = 3/2aB − iq. Видiляючи уявну частину, знаходимо

fq = 4
√
2

(
2

3

)4
(2qaB/3)

2

[1 + (2qaB/3)2]3
.
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Тепер

A =
∑

q

4πe2

q2V
|fq |2 =

V →∞
2e2

π

∞∫

0

f2
q dq

=
e2

aB

64

π

(
2

3

)7
∞∫

0

x4 dx

(1 + x2)6
,

ми перейшли вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування, проiнтеґрували за
кутами i ввели знерозмiрену змiнну x = 2qaB/3. Цей табличний iнтеґрал
обчислюємо елементарно: вiн дорiвнює 3π/29. Остаточно,

A =
e2

aB
2

(
2

9

)3

=
e2

aB
× 0.021948.

Кулонiвський iнтеґрал K записуємо аналогiчно до обмiнного iнтеґрала
так:

K =
∑

q

4πe2

q2V
ρ1s(q)ρ2s(q),

де коефiцiєнт Фур’є електронної густини в 1s-станi ρ1s(q) ми обчислили при
дослiдженнi основного стану атома гелiю, а вiдповiдний коефiцiєнт для 2s-
стану

ρ2s(q) =

∫
dr eiqrϕ2

2s(r)

потрiбно розрахувати. Отже,

ρ2s(q) =
4π

q

∞∫

0

r sin(qr)
1

8πa3B

(
1− r

2aB

)2

e−r/aB dr

=
1

2qa3B
Im

(
− d

dβ

)(
1 +

1

2aB

d

dβ

)2
∞∫

0

e−βr+iqrdr

=
1

2a3B

(
− d

dβ

)(
1 +

1

2aB

d

dβ

)2
1

β2 + q2
,

тут β = 1/aB. Тепер, пiдставляючи в K величини ρ1s(q) та ρ2s(q), маємо:

K =
2e2

π

∞∫

0

ρ1s(q)ρ2s(q) dq

=
e2

π

q40
a3B

(
− d

dβ

)(
1 +

1

2aB

d

dβ

)2 (
− d

dξ

)
I,
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де iнтеґрал

I =

∞∫

0

dq

(q2 + ξ)(q2 + β2)
=

1

β2 − ξ

∞∫

0

(
1

q2 + ξ
− 1

q2 + β2

)
dq

=
π

2

1

β2 − ξ

(
1√
ξ
− 1

ξ

)
, ξ = q20 .

Далi елементарне обчислення похiдних дає

K =
17

81

e2

aB
=
e2

aB
× 0.2098765.

Вiдступ 1. Чому величина A має назву обмiнного iнтеґрала?
Припустимо, що електрони в атомi гелiю не взаємодiють мiж собою i

в деякий початковий момент часу t = 0 перший електрон перебуває в ста-
нi ϕ1s(r1), а другий — у станi ϕ2s(r2). Отже, початковий стан системи двох
електронiв |1〉 = ϕ1s(r1)ϕ2s(r2), а її повна енерґiя дорiвнює E1s+E2s. Увiмкнi-
мо тепер збурення — мiжелектронну взаємодiю V̂ = e2/|r1 − r2|. Не беручи
до уваги всiх iнших станiв, знайдiмо ймовiрнiсть переходу системи в стан
|2〉 = ϕ2s(r1)ϕ1s(r2) з тiєю ж енерґiєю. Отже, тепер перший електрон перебу-
ває в станi ϕ2s(r1), а другий — у станi ϕ1s(r2). Тобто ми шукаємо ймовiрнiсть
того, що електрони обмiняються станами. Iз загальної формули з §55 для ам-
плiтуди ймовiрностi C1 = C1(t), C2 = C2(t) перебування системи в станах |1〉
та |2〉 маємо систему двох рiвнянь

i~Ċ1 = Ṽ11C1 + Ṽ12C2,

i~Ċ2 = Ṽ21C1 + Ṽ22C2.

Тут матричнi елементи оператора збурення V̂ у представленнi взаємодiї не
залежать вiд часу, оскiльки енерґiї станiв |1〉 та |2〉 збiгаються i частота пере-
ходу ω12 = 0:

Ṽ11 = V11 = 〈1|V̂ |1〉

=

∫ ∫
ϕ1s(r1)ϕ2s(r2)

e2

|r1 − r2|
ϕ2s(r2)ϕ1s(r1) dr1dr2 = K,

Ṽ22 = V22 = V11 = K,

Ṽ12 = V12 = 〈1|V̂ |2〉

=

∫ ∫
ϕ1s(r1)ϕ2s(r2)

e2

|r1 − r2|
ϕ2s(r1)ϕ1s(r2) dr1dr2 = A,

Ṽ21 = V21 = V12 = A.
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Розв’язок цiєї системи рiвнянь з урахуванням умови нормування |C1|2 +
|C2|2 = 1, при початкових умовах t = 0, C1 = 1, C2 = 0, отримується просто i
має вигляд:

C1 = e−
i
~
Kt cosΩt, C2 = −ie− i

~
Kt sinΩt, Ω = A/~.

Iмовiрностi перебування електронiв у станах |1〉, |2〉 є такими:

|C1|2 = cos2 Ωt, |C2|2 = sin2 Ωt.

Ми отримуємо, що ймовiрностi перебування системи в станах |1〉 та |2〉 є
осцилюючими функцiями з частотою, яка визначається обмiнним iнтеґралом
A. Система, що в початковий момент часу є в станi |1〉, через час T = π/2Ω
переходить у стан |2〉. Тобто електрони обмiнюються станами з частотою A/~.
Звiдси й назва величини A: обмiнний iнтеґрал. Насправдi проведений аналiз
не можна сприймати серйозно. Оскiльки електрони є тотожними частинками
i їх не можна розрiзнити, то вони обидва перебувають в суперпозицiйному
станi в будь-який момент часу. Це була лише наша чергова спроба зрозу-
мiти принцип суперпозицiї, що, як ми знаємо, приводить до парадоксiв ти-
пу “шрединґерiвського кота”. Iз цими рiвняннями ми вже зустрiчались, коли
обговорювали явище биття (§3, Приклад 7) — одну з iлюстрацiй принципу
суперпозицiї. Цiкаво тепер повернутись до цього прикладу.

Вiдступ 2. Проблема двох культур i квантова механiка.
Чарльз Сноу, знаний англiйський письменник i фiзик, у 50-х роках мину-

лого столiття ввiв термiн “двi культури”, розумiючи пiд цим культуру людей,
якi — як вони самi про себе кажуть — займаються творчiстю, тобто їхня дiяль-
нiсть пов’язана з образним мисленням, i культуру, яку представляють люди,
що творять точнi та природничi науки. Отже, на одному полюсi — художня
iнтелiґенцiя, на другому — вченi. Можна навести приклади людей, якi висо-
ко обдарованi в обох напрямках. Саме про них будемо вести розмову. Особа,
обдарована в цих двох напрямках, маючи природну можливiсть перебувати
у станах “творчому” та “логiчному”, в результатi “перестрибувань” мiж ними
може досягти успiху, а може опинитись у станi фрустрацiї.

Не будемо обговорювати, як на рiвнi фiзiологiї вiдбувається формування
цих здiбностей людини, якi, мабуть, зумовленi й окремими генами, i їх су-
купнiстю. Можливо, певнi iнтелектуальнi та творчi механiзми спадковi, хоча
їх реалiзацiя залежить вiд багатьох чинникiв як до, так i пiсля народже-
ння, у тому числi й вiд факторiв соцiальних. Наважимося запропонувати
один iз можливих механiзмiв, який реґулює взаємодiю евристично-логiчного
та iнтуїтивно-образного мислення i який ґрунтується на квантовомеханiчних
принципах, i зокрема, на парадоксi живомертвого кота Шрединґера. Натяком
на те, що механiзми нашого мислення мають квантовомеханiчну природу, є
той факт, що сiткiвка нашого ока, яка є складовою частиною мозку, здатна
реєструвати декiлька квантiв свiтла — фотонiв. Тобто чутливiсть нашого ока
несподiвано велика. Його фiзiологiчний порiг — це один фотон: щоб збуди-
ти рецептор, достатньо одного фотона. Однак для того, щоб мозок сприйняв
“повiдомлення”, потрiбно 5÷8 фотонiв. Отже, порiг сприйняття дорiвнює де-
кiльком фотонам, хоча, мабуть, є й пiдпорогове сприйняття. Таким чином,
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збуджують наш мозок поодинокi кванти свiтла, а значить, вiн працює власне
як мозок уже на атомарному рiвнi, де закони квантової механiки, квантовоме-
ханiчний механiзм явищ дiють повною силою, хоча час перебування нейрона
в когерентному станi є значно меншим, нiж час передачi збудження мiж ней-
ронами. Отже, можна очiкувати, що мозок як макроскопiчне утворення може
використовувати й закони квантової механiки для свого функцiонування, тоб-
то багатоканальний iнтерференцiйний квантовомеханiчний принцип “i–i”, а не
лише класичну логiку — “або–або”. Якщо Читач уважає, що цiєї арґументацiї
замало або вона є для нього неприйнятною, то автор згiдний i на те, що це ли-
ше одне з можливих моделювань на мiкроскопiчному рiвнi того, що творить
спостережуване явище “двокультурностi”.

Запропонуємо тепер кiлька тверджень. Полiкультурнiсть формується рi-
зними способами мислення, яке можна розкласти на двi складовi: iнтуїтивно-
творче, або образне мислення, та евристично-логiчне мислення. Далi для
опису iнтелектуально-творчої дiяльностi використаймо поняття амплiту-
ди стану. Отже, ми вважаємо, що є лише два базиснi стани, назвiмо їх
“стан образного мислення” i “стан логiчного мислення”. Кожен iз цих ста-
нiв описується своєю амплiтудою, а полiкультурнiсть можна зобразити на-
кладанням у рiзних пропорцiях лише цих двох складових. Тобто посту-
люємо, що простiр iнтелектуально-творчої дiяльностi є двовимiрним: один
вимiр — це “образне мислення”, другий — “логiчне мислення”. Нехай ψ1

— амплiтуда стану “образного мислення”; ψ2 — амплiтуда стану “логiчно-
го мислення”; базис ψ1, ψ2 є повним. Амплiтуду будь-якого стану визна-
чаємо згiдно з квантовомеханiчним принципом суперпозицiї ψ = C1ψ1 +
C2ψ2. Мiж станами ψ1 та ψ2, що описують двi культури, можливi перехо-
ди, якi характеризуються обмiнною енерґiєю A, ψ залежить вiд часу t й
“узагальнених координат” q. Залежнiсть вiд часу амплiтуди ψ визначають
коефiцiєнти C1 = cosΩt, C2 = −i sinΩt (див. попереднiй вiдступ до цього па-
раграфа), де частота “обмiну” мiж базисними станами Ω = A/~ є характерним
параметром системи; часовозалежний несуттєвий для нас фазовий множник
усуваємо простою замiною початку вiдлiку на шкалi енерґiї.

Обчислимо iнтеґральний доробок вiд iнтелектуально-творчої потужностi
людини, тобто те, що людина створює впродовж творчого життя. Нехай твор-
ча потужнiсть описується оператором K̂ = K̂(q, t) так, що її спостережуване
значення в момент часу t, тобто квантовомеханiчне середнє цього оператора,
за означенням, дорiвнює 〈K̂〉. За час T творчого життя сукупний доробок
дорiвнює iнтеґраловi вiд середньої потужностi:

Q =

T∫

0

〈K̂〉 dt.

Початок t = 0, тобто коли починається творча дiяльнiсть, залежить вiд так
званого коефiцiєнта iнтелектуальностi; кiнець творчого життя t = T , коли
людина вичерпує себе, залежить вiд багатьох факторiв, у тому числi й зовсiм
випадкових.
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З метою спрощення записiв, не втрачаючи загальностi остаточних ви-
сновкiв, сепарабелiзуймо в операторi K̂ залежнiсть вiд часу t i координат q:
K̂(q, t) = Q̂(q)p(t), причому для зручностi функцiю p(t) нормуємо так, щоб
iнтеґрал вiд неї за час T дорiвнював одиницi. Тепер

Q =
Q11 +Q22

2
+
Q11 −Q22

2
p′2Ω + |Q12|p′′2Ω sin δ,

тут уведено дiйсну p′ω й уявну p′′ω частини коефiцiєнта Фур’є функцiї p(t)
на частотi ω = 2Ω, а Qij — матричнi елементи оператора Q̂, розрахованi
на станах ψ1, ψ2. За своїм змiстом оператор K̂ є самоспряженим i додатно
визначеним, тому Q11 > 0, Q22 > 0, а недiагональний елемент записуємо як
комплексну величину через його модуль i фазу δ, Q12 = |Q12|eiδ , причому
оскiльки Q21 = Q∗

12, то Q21 = |Q12|e−iδ .
Нашою метою є не порiвняння iнтелектуальних потужностей рiзних лю-

дей, а з’ясування обставин, за яких людина може максимально реалiзувати
свої здiбностi стосовно до своїх же потенцiйних можливостей. Тому природно
за одиницю вимiру величини Q взяти пiвсуму (Q11 +Q22)/2, яку будемо на-
зивати класичним значенням доробку. Отже, нас цiкавитиме знерозмiрений
повний доробок Q∗. Оскiльки ми розглядаємо особистicть, однаково обдаро-
вану талантами, тобто коли Q11 = Q22, то

Q∗ = 1 +
|Q12|
Q11

p′′2Ω sin δ.

Максимально можливе “виснаження” творчої людини дорiвнює пiвсумi того,
що походить вiд кожного з двох базисних станiв, плюс iнтерференцiйний пе-
рехресний доданок. Перехресний доданок, появу якого заперечує класична
логiка (який i породжує парадокс живомертвого кота Шрединґера), зале-
жить вiд двох параметрiв: частоти перестрибувань з одного роду дiяльностi
на iнший Ω i фази δ.

Перехресний ефект може збiльшувати i зменшувати реалiзацiю потен-
цiйних можливостей людини залежно вiд цих параметрiв. Для максималь-
но можливого вивiльнення свого таланту потрiбно, по-перше, згармонiзувати
частоту переходiв Ω з протяжнiстю творчого життя так, щоб величина p′′2Ω
набула максимального додатного значення. По-друге, треба пiдiбрати фазу
δ, щоб вона дорiвнювала π/2, а sin δ = 1. Тодi внесок “двокультурностi” в
iнтеґральний творчий доробок буде не лише максимальним, а й матиме пози-
тивний знак. Якщо фаза δ дорiвнює нулевi або частота перестрибувань велика
(Ω → ∞, p′′2Ω → 0), то обдарована, талановита людина не розкриває до кiн-
ця своїх здiбностей i є “звичайною” людиною, реалiзуючи класичне значення
Q∗ = 1. Якщо ж при p′′2Ω > 0 фаза δ дорiвнює 3π/2, то маємо протилежний
знак вiд “двокультурностi”, i тодi це не просто загублений талант. Маємо тра-
гедiю, оскiльки обдарована особистiсть не створила навiть i того, що створює
ординарна людина. Здатнiсть людини “пiдпасовувати” параметри δ та Ω до
їхнiх екстремальних значень пояснює таке поняття, як незагублений рiзнобi-
чний талант.
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Видається, що кожен iз нас має в собi свою проблему “двох культур”. Ми-
стець чи вчений часто творить, не усвiдомлюючи до кiнця, що цей перетин
культур проходить крiзь нього. Запропонований квантовомеханiчний меха-
нiзм творчостi дає парадоксальне переплетiння образного й логiчного мисле-
ння, яке ґенерує щось зовсiм нове, що не зводиться нi до чого, не розклада-
ється на складовi, а є iнтерференцiйним ефектом. Внесок “двокультурностi”
в iнтеґральний творчий доробок, тобто iнтерференцiйний перехресний ефект,
залежно вiд конкретної моделi може незначно змiнюватись, однак саме вiн
вiдрiзняє людей потенцiйно талановитих вiд тих, хто актуалiзує свiй талант.

Нарештi зауважимо, що безвiдносно до нашої квантовомеханiчної моделi
цi висновки можуть стосуватись не лише окремих осiб, якi перебувають у дво-
становостi, але й спiльноти людей, яка силою iсторичних обставин змушена
жити й дiяти в умовах перетину кiлькох культур.

§ 83. Вiд’ємний йон водню H−

Вiд’ємний йон водню є особливим випадком гелiєподiбних йо-
нiв при зарядi ядра Z = 1. Йон H− має лише основний стан з
енерґiєю дисоцiацiї приблизно 0.75 eV, збудженi стани вiдсутнi.
Виявилось, що саме H− робить непрозорою атмосферу Сонця. Iн-
шими словами, головний внесок у коефiцiєнт поглинання свiтла в
неперервному спектрi дає вiд’ємний йон водню. Енерґiї йонiзацiї
0.75 eV вiдповiдає температура 8700◦ К, яка є дещо вищою вiд тем-
ператури атмосфери Сонця. Атмосфера Сонця складається пере-
важно з нейтрального водню, атомiв та йонiв iнших елементiв є
значно менше. Електрони, що вивiльняються при йонiзацiї ато-
мiв металiв, захоплюються воднем, i утворюються йони H−, якi в
свою чергу, внаслiдок фотоефекту, поглинають фотони i йонiзую-
ться. Цей процес, в основному, i визначає коефiцiєнт неперервного
поглинання атмосфери Сонця6.

6Атмосфера Землi є непрозорою для ультрафiолетових променiв iз дов-
жиною хвилi λ < 2900 Å. Причиною цього є наявнiсть в атмосферi моле-
кул озону O3, коефiцiєнт поглинання якого має максимум при λ ≃ 2500 Å.
Виявляється, що саме в цiй дiлянцi довжин хвиль спостерiгається сильне
поглинання органiчними сполуками (нуклеїновi кислоти, ароматичнi амiно-
кислоти, пептиднi зв’язки) електромагнiтного випромiнювання з максимумом
при λ ≃ 2950 Å, яке призводить до руйнування клiтин. Таким чином, хо-
ча висота стовпа озону, приведеного до нормальних умов, становить усього
∼ 0.3 см, вiн вiдiграє виняткову роль у захистi Землi вiд згубної дiї надли-
шкової ультрафiолетової радiацiї.
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Запишемо вираз для енерґiї основного стану двоелектронної
системи, який ми отримали для атома гелiю:

E

/
e2

aB
= −Z2 +

5

8
Z.

Енерґiя йонiзацiї J = E1s − E при Z = 1:

J

/
e2

aB
=
Z2

2
− 5

8
Z = −1

8
= −0.125.

Отже, енерґiя йонiзацiї є вiд’ємною, що означає вiдсутнiсть зв’я-
заного стану. Якщо використати результати варiацiйного пiдходу
для Z = 1, то

J

/
e2

aB
= Z∗2 − Z2

2
=

(
Z − 5

16

)2

− Z2

2

=
Z2

2
− 5

8
Z +

25

256
= − 7

256
≃ −0.0273437.

Як бачимо, ситуацiя полiпшується, але зв’язаного стану цей пiдхiд
також не дає.

Подальшого полiпшення результату можна очiкувати, якщо
взяти складнiшу пробну функцiю у варiацiйному пiдходi. Будемо
вважати, що один з електронiв рухається в полi ядра з ефектив-
ним зарядом Z1.

Другий електрон, унаслiдок екранування першим електроном,
“вiдчуває” заряд ядра рiвним Z2. Отже, одноелектроннi пробнi
хвильовi функцiї є такими:

ϕ1(r) =
1√
πa31

e−r/a1 , a1 = aB/Z1,

ϕ2(r) =
1√
πa32

e−r/a2 , a2 = aB/Z2.

Величини Z1, Z2 є варiацiйними параметрами. Утворимо симетри-
зовану двоелектронну просторову функцiю

ϕ(r1, r2) = C[ϕ1(r1)ϕ2(r2)± ϕ1(r2)ϕ2(r1)].
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Функцiї ϕ1(r), ϕ2(r) є нормованими, але не взаємно ортогональ-
ними:

S =

∫
ϕ1(r)ϕ2(r) dr =

(
2
√
Z1Z2

Z1 + Z2

)3

.

Тому постiйна C, що забезпечує нормованiсть функцiї ϕ, має та-
кий вигляд:

C =
1√

2(1± S2)
.

Пiдрахуємо з функцiєю ϕ = ϕ(r1, r2) середнє значення повної
енерґiї системи:

E =

∫
ϕ

(
Ĥ0(1) + Ĥ0(2) +

e2

|r1 − r2|

)
ϕdr1dr2,

де гамiльтонiани першого i другого електрона вiдповiдно дорiв-
нюють:

Ĥ0(1) =
p̂2
1

2m
− Ze2

r1
,

Ĥ0(2) =
p̂2
2

2m
− Ze2

r2
.

Пiдстановка явного вигляду функцiї ϕ дає

E =
H11 +H22 +K ± (SH12 + SH21 +A)

1± S2
,

де

H11 =

∫
ϕ1(r1)Ĥ0(1)ϕ1(r1) dr1,

H22 =

∫
ϕ2(r2)Ĥ0(2)ϕ2(r2) dr2,

H12 =

∫
ϕ1(r1)Ĥ0(1)ϕ2(r1) dr1,

H21 =

∫
ϕ2(r1)Ĥ0(1)ϕ1(r1) dr1,
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K =

∫ ∫
ϕ2
1(r1)ϕ

2
2(r2)

e2

|r1 − r2|
dr1dr2,

A =

∫ ∫
ϕ1(r1)ϕ2(r1)ϕ1(r2)ϕ2(r2)

e2

|r1 − r2|
dr1dr2.

Усi цi величини розраховуємо тими ж методами, що й у попере-
дньому параграфi. Ми опустимо деталi цих нескладних розрахун-
кiв i наведемо результати:

H11 =
e2

aB

(
Z2
1

2
− ZZ1

)
,

H22 =
e2

aB

(
Z2
2

2
− ZZ2

)
,

H12 = H21 =
e2

2aB
S [Z1Z2 − Z(Z1 + Z2)] .

Кулонiвський iнтеґрал

K =
∑

q

4πe2

V q2
ρ1(q)ρ2(−q),

де

ρ1(q) =

∫
ϕ2
1(r)e

iqrdr =
q41

(q2 + q21)
2
,

q1 = 2/a1,

ρ2(q) =

∫
ϕ2
2(r)e

iqrdr =
q42

(q2 + q22)
2
,

q2 = 2/a2.

Перехiд вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування й обчислення
отриманого iнтеґрала приводять до такого виразу:

K =
e2

aB

Z1Z2

Z1 + Z2

[
1 +

Z1Z2

(Z1 + Z2)2

]
.
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Аналогiчно обмiнний iнтеґрал

A =
∑

q

4πe2

V q2
|ρ(q)|2,

де

ρ(q) =

∫
ϕ1(r)ϕ2(r)e

iqrdr = S
q40

(q2 + q20)
2
,

q0 =

(
1

a1
+

1

a2

)
.

Пiсля обчислень маємо:

A =
5

16
(Z1 + Z2)S

2 e
2

aB
.

Якщо Z1 = Z2, то K = A = 5e2Z1/8aB — результат попереднього
параграфа.

Тепер для енерґiї отримуємо

E

/
e2

aB
=

1

1± S2

{
Z2
1

2
− ZZ1 +

Z2
2

2
− ZZ2 +

Z1Z2

Z1 + Z2

×
[
1 +

Z1Z2

(Z1 + Z2)2

]
± S2

[
Z1Z2 − Z(Z1 + Z2) +

5

16
(Z1 + Z2)

]}
.

Неважко зауважити, що вираз у фiгурних дужках, перед яким
стоїть знак “±”, для фiзичних значень Z1 i Z2 є вiд’ємним. То-
му нижчi значення енерґiї отримуються, якщо брати верхнiй
знак “+”. Тобто хвильова функцiя ϕ є симетричною й безвузло-
вою, як i повинно бути для основного стану.

Якщо знайдений вираз для енерґiй застосувати до атома ге-
лiю Z = 2, то мiнiмум енерґiї E = −2.84766e2/aB одержуємо при
Z1 = Z2 = 2 − 5/16 = 1.6875. Тобто ми отримуємо результати
попереднього параграфа.

Для вiд’ємного йона водню, коли Z = 1, чисельний розраху-
нок показує, що енерґiя E як функцiя параметрiв Z1, Z2 досягає
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мiнiмального значення при Z1 = 1.039230, Z2 = 0.283221 (або нав-
паки) i дорiвнює

E

/
e2

aB
= −0.513303.

Енерґiя йонiзацiї

J

/
e2

aB
= 0.013303,

або

J ≃ 0.36 eV.

Отже, двопараметрична хвильова функцiя ϕ дає зв’язаний стан,
хоча точнiсть отриманого значення енерґiї зв’язку є недоста-
тньою. Цiкаво, що один iз ефективних зарядiв Z1 фактично не
вiдрiзняється вiд заряду ядра Z = 1, а другий — Z2 є значно мен-
шим вiд одиницi. Саме цей другий ефективний заряд i визначає
розмiри вiд’ємного йона водню H−:

a2 =
aB
Z2

= 1.8678 Å.

Такий великий дiаметр ∼ 3.7 Å “орбiти” електрона в H− дає змо-
гу пояснити крихкiсть “наводненого” металу. Справдi, утворен-
ня атомами водню та вiльними електронами металу комплексiв
H− призводить, унаслiдок їхнiх великих розмiрiв, до значних ло-
кальних механiчних напружень, що зменшує мiцнiсть матерiалiв.

§ 84. Метод Гартрi–Фока

Метод розв’язку рiвняння Шрединґера для атома гелiю, який
ми розглянули в попередньому параграфi, ґрунтувався на теорiї
збурень. Варiацiйний принцип, як ми бачили, дає значно лiпшi ре-
зультати, нiж звичайна теорiя збурень. При цьому виявилось, що
електрони в основному станi рухаються в полi ядра з ефективним
зарядом Z∗ = Z − 5/16. Iнакше кажучи, для обраного електрона
заряд ядра екранується iншим електроном, у результатi кожен iз
них рухається в деякому ефективному полi. Екранування зале-
жить вiд стану електрона, а стан електрона в свою чергу — вiд
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ефективного заряду (самоузгоджене поле). При розглядi атома з
бiльшим числом електронiв, нiж два, маємо аналогiчну ситуацiю.
Можна вважати, що кожний з електронiв рухається в ефективно-
му полi, яке створене всiма частинками системи. Стан цього поля,
тобто значення його силових характеристик, залежить вiд того
стану, у якому перебувають електрони. Отже, ми маємо справу iз
самоузгодженим полем, що формується електронами, стани яких
своєю чергою залежать вiд цього поля. Такий пiдхiд самоузгодже-
ного поля до вивчення багаточастинкових систем запропонували
англiйський фiзик-теоретик Д.Р. Гартрi (1897–1958) та росiйський
фiзик-теоретик В.А.Фок (1898–1974).

Маючи на увазi застосування варiацiйного принципу, зобра-
зимо пробну хвильову функцiю системи N тотожних частинок
у виглядi вiдповiдним чином симетризованого добутку одночас-
тинкових функцiй ψf (x):

ψ(x1, . . . , xN ) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψf1(x1) ψf1(x2) . . . ψf1(xN )

ψf2(x1) ψf2(x2) . . . ψf2(xN )

. . . . . .
. . . . . .

ψfN (x1) ψfN (x2) . . . ψfN (xN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
±

.

Знак “+” береться для багатобозонної системи, а знак “−” — для
багатофермiонної. Ми не будемо враховувати можливостi бозе-
конденсацiї i вважатимемо, що всi iндекси одночастинкових станiв
рiзнi. Одночастинковi функцiї є невiдомими, i їх необхiдно знайти
з умови мiнiмуму енерґiї.

Перш нiж переходити до обчислень, зауважимо, що зображен-
ня хвильової функцiї системи у виглядi симетризованого добутку
одночастинкових функцiй є нашим припущенням. Зрозумiло, що
точна функцiя повинна мати складнiший вигляд i брати до ува-
ги так званi мiжчастинковi кореляцiї. Наприклад, виписану вище
функцiю можна домножитинафактор, який зображається добут-
ком двочастинкових функцiй ϕ(|ri − rj |), що описують кореляцiю
пари частинок iз номерами i та j. Так само враховуються три-,
чотири-, . . . , N -частинковi кореляцiї. Нашим завданням є демон-
страцiя сутi самого методу Гартрi–Фока, тому ефектiв мiжчас-
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тинкових кореляцiй ураховувати не будемо. Крiм цього, накладе-
мо на одночастинковi функцiї умови ортонормованостi. Це також
спростить нашi викладки. Нарештi, з тих самих мiркувань ми роз-
глянемо випадок двочастинкової системи, покладаючи N = 2.

Отже, нехай гамiльтонiан системи

Ĥ = Ĥ0(1) + Ĥ0(2) + V̂ ,

де Ĥ0(1), Ĥ0(2) — оператори Гамiльтона першої та другої части-
нок, а оператор V̂ = V (1, 2) описує взаємодiю мiж ними. Iнде-
ксами 1, 2 скорочено позначенi просторовi координати частинок i
спiновi змiннi: x1, x2.

Хвильова функцiя системи має вигляд

ψ(x1, x2) =
1√
2
{ψf1(x1)ψf2(x2)± ψf1(x2)ψf2(x1)},

де ψf (x) є варiацiйними пробними функцiями. Нехай цi функцiї є
ортонормованими:

∫
ψ∗
f1(x)ψf1(x) dx = 1,

∫
ψ∗
f2(x)ψf2(x) dx = 1,

∫
ψ∗
f1(x)ψf2(x) dx = 0.

Обчислимо середнє значення гамiльтонiана

〈Ĥ〉 =
∫
dx1

∫
dx2ψ

∗(x1, x2)Ĥψ(x1, x2).

Пiдставляючи явний вираз для ψ(x1, x2), знаходимо

〈H〉 =

∫
dx1 ψ

∗
f1(x1)Ĥ0(1)ψf1(x1) +

∫
dx2 ψ

∗
f2(x2)Ĥ0(2)ψf2(x2)

+

∫
dx1

∫
dx2 ψ

∗
f1(x1)ψ

∗
f2(x2)V̂ ψf1(x1)ψf2(x2)

±
∫
dx1

∫
dx2 ψ

∗
f1(x1)ψ

∗
f2(x2)V̂ ψf1(x2)ψf2(x1).
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Далi дiємо за тим самим рецептом, що й у §53, де розглядався
варiацiйний принцип. Знайдемо варiацiю δ〈H〉 середнього значе-
ння гамiльтонiана, замiнюючи ψf i ψ∗

f на ψf + δψf та ψ∗
f + δψ∗

f ,
i прирiвняємо її до нуля:

δ〈H〉 = 0.

Звiдси отримаємо рiвняння для невiдомих хвильових функцiй ψf

за умови їхньої ортонормованостi. Щоб зняти цi додатковi умови,
вiд δ〈H〉 вiднiмiмо варiацiї умов нормування, помноженi на вiд-
повiднi множники Лаґранжа. Прирiвнюючи до нуля множники
при незалежних варiацiях δψ∗

f1
та δψ∗

f2
, знаходимо систему двох

рiвнянь Гартрi–Фока:

[Ĥ0(1)− Ef1 ]ψf1(x1) + Vf2f2(1)ψf1(x1)± Vf2f1(1)ψf2(x1) = 0,

[Ĥ0(2)− Ef2 ]ψf2(x2) + Vf1f1(2)ψf2(x2)± Vf1f2(2)ψf1(x2) = 0,

Vff ′(2) =

∫
dx1 ψ

∗
f (x1)V (1, 2)ψf ′ (x1),

де Ef1 , Ef2 — множники Лаґранжа. Якщо ж прирiвняти до нуля
множники бiля незалежних варiацiй δψf1 , δψf2 , то ми отримаємо
систему рiвнянь для спряжених функцiй ψ∗

f1
, ψ∗

f2
. Ортогональ-

нiсть одержаних функцiй забезпечуємо добре вiдомою стандар-
тною процедурою ортогоналiзацiї, яку ми використовували в §10.

З’ясуймо змiст величин Ef1 , Ef2 . Для цього обчислiмо енерґiю
Jf1 вiдриву iз системи частинки зi стану ψf1 i назвiмо її енерґi-
єю йонiзацiї. До йонiзацiї енерґiя системи дорiвнює 〈Ĥ〉, а пiсля
йонiзацiї

E
(0)
f2

=

∫
ψ∗
f2(x2)Ĥ0(2)ψf2(x2) dx2.

Таким чином,

Jf1 = E
(0)
f2

− 〈Ĥ〉.
Тепер перше рiвняння системи Гартрi–Фока помножмо на

ψ∗
f1
(x1) i проiнтеґруймо за x1:

E
(0)
f1

− Ef1 +

∫
dx1

∫
dx2 ψ

∗
f1(x1)ψ

∗
f2(x2)V (1, 2)ψf2(x2)ψf1(x1)
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±
∫
dx1

∫
dx2 ψ

∗
f1(x1)ψ

∗
f2(x2)V (1, 2)ψf1(x2)ψf2(x1) = 0.

Отриманий вираз можна записати через середнє значення гамiль-
тонiана:

〈Ĥ〉 − E
(0)
f2

= Ef1 .

Звiдси знаходимо, що
−Ef1 = Jf1 .

Отже, змiст множникiв Лаґранжа Ef полягає в тому, що вони
дорiвнюють з оберненим знаком енерґiї йонiзацiї частинки зi стану
ψf (теорема Купмана).

Рiвняння Гартрi–Фока розв’язують таким чином. Спочатку
вибираємо “будь-як” ортонормованi пробнi функцiї ψ(0)

f1
та ψ

(0)
f2

i
обчислюємо матричнi елементи Vff ′ . Маючи цi нульовi наближе-
ння величин Vff ′ , пiдставляємо їх у рiвняння, з яких знаходимо

хвильовi функцiї ψ(1)
f1

, ψ(1)
f2

в першому наближеннi. Далi виконуємо
процедуру ортогоналiзацiї знайдених функцiй. Пiсля цього про-
цес повторюємо: обчислюємо матричнi елементи Vff ′ у першому
наближеннi, а з їхньою допомогою з рiвнянь знаходимо хвильовi
функцiї в другому наближеннi. Цей iтерацiйний процес продовжу-
ємо, поки рiзниця мiж сусiднiми наближеннями не стане меншою
вiд наперед заданої величини. Тобто до повного узгодження хви-
льових функцiй ψf1 , ψf2 з полем Vff ′ , яке само залежить вiд них.
Звiдси i назва “метод самоузгодженого поля”.

Метод Гартрi–Фока дає змогу знайти розв’язки рiвняння Шре-
динґера для таких систем, як атоми, молекули, у тому числi i для
таких складних, як бiлковi, а також твердих тiл. Саме цим мето-
дом розрахованi хвильовi функцiї практично всiх атомiв перiоди-
чної системи елементiв. Сучаснi комп’ютери значно збiльшують
можливостi методу Гартрi–Фока.

§ 85. Метод Томаса–Фермi

Якщо атом має багато електронiв, то обчислення за методом
Гартрi–Фока стають громiздкими i вимагають застосування по-
тужних комп’ютерiв. Iснує iнший наближений метод для багато-
електронних атомiв, що ґрунтується на так званiй статистичнiй
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моделi атома, яку запропонували в 1927–1928 роках Л.Томас i
Е.Фермi (модель Томаса–Фермi).

У цiй моделi вважається, що, внаслiдок “багаточастинковостi”
задачi та принципу Паулi, електрони перебувають у станах з вели-
кими квантовими числами i отже, для опису такої системи можна
застосувати квазiкласичний пiдхiд. Нехай ми маємо систему з N
електронiв, стан кожного з яких характеризується квантовими чи-
слами f = (p, σ), де p — iмпульс електрона, σ — проекцiя спiну
на видiлений напрямок.

З умов квантування Бора–Зоммерфельда маємо, що кiлькiсть
зайнятих N електронами станiв дорiвнює вiдношенню фазового
об’єму до елементарного об’єму h3 = (2π~)3. Фазовий об’єм у свою
чергу дорiвнює добутковi об’єму конфiґурацiйного простору V на
об’єм iмпульсного простору 4πp3F/3, де pF — максимальне значен-
ня iмпульсу, яке може мати електрон (iмпульс Фермi), i на кiль-
кiсть спiнових станiв, тобто на 2, оскiльки спiн електрона дорiв-
нює 1/2. Таким чином,

N =
2V 4πp3F/3

(2π~)3
.

Звiдси знаходимо хвильовий вектор Фермi kF = pF/~:

kF = (3π2ρ)1/3,

де

ρ =
N

V

— густина частинок. Запишемо повну енерґiю для електрона, який
має максимальне значення iмпульсу:

~2k2F
2m

+ eΦ = E,

або
~2

2m
(3π2ρ)2/3 + eΦ = E,

де Φ = Φ(r) — самоузгоджений потенцiал, що створений у точцi
знаходження електрона всiма iншими частинками системи. Енер-
ґiя E повинна бути постiйною величиною, iнакше вiдбувався б пе-
рерозподiл електронiв у точку r, де енерґiя є мiнiмальною. Вва-
жаємо, що такий перерозподiл вiдбувся i отже, E = const для
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всiх точок простору. Крiм того, енерґiя повинна бути вiд’ємною.
В iншому випадку ми мали б незв’язаний стан електронiв. Таким
чином, величина kF залежить вiд r, i ця залежнiсть є такою, щоб
забезпечити умову E = const. Звiдси випливає, що i густина еле-
ктронiв ρ є функцiєю радiус-вектора, ρ = ρ(r). Уведемо величину
Φ0,

eΦ0 = E,

i запишемо наше рiвняння так:

~2

2m
(3π2ρ)2/3 = |e|(Φ − Φ0).

Нагадаємо, що заряд електрона e = −|e|. Визначимо радiус атома
R з умови ρ = 0, тобто з рiвняння Φ(R) = Φ0. Якщо атом є ней-
тральним, а розподiл густини електронiв сферично-симетричний,
то така система не створює зовнiшнього поля i Φ0 = 0. Для йонiв
iз зарядом Q потенцiал Φ0 = Q/r при r > R. I отже, умова для
знаходження розмiрiв йона є такою:

Φ(R) =
Q

R
.

Надалi ми будемо розглядати нейтральний атом, коли Φ0 = 0.
Самоузгоджений потенцiал Φ, що створюється атомними електро-
нами з густиною ρ i ядром, заряд якого дорiвнює Z|e|, повинен
задовольняти рiвняння Пуассона

∆Φ = −4πeρ

з граничною умовою Φ = Z|e|/r, r → 0. Ми отримали систему
двох рiвнянь, якi дозволяють визначити густину електронiв ρ i
самоузгоджений потенцiал Φ. З вихiдного рiвняння

~2

2m
(3π2ρ)2/3 + eΦ = 0

знаходимо

ρ =
1

3π2

(
2m|e|
~2

Φ

)3/2

,
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яке пiдставляємо в рiвняння Пуассона:

∆Φ = −4πe
1

3π2

(
2m|e|
~2

Φ

)3/2

.

Уведемо до розгляду функцiю χ = χ(r) спiввiдношенням

Φ =
Z|e|
r
χ

з граничною умовою χ(0) = 1. Тепер наше рiвняння має вигляд:

Z|e|
r

d2χ

dr2
=

4π|e|
3π2

(
2me2Z

~2

χ

r

)3/2

.

Уведемо безрозмiрну змiнну x = r/r0, де r0 — характерна для цiєї
задачi довжина, i отримаємо:

Z

xr30
χ′′ =

4π

3π2

(
2me2Z

~2r0x

)3/2

χ3/2.

Виберемо довжину r0 такою, щоб усi константи з рiвняння “випа-
ли”:

Z

r30
=

4π

3π2

(
2me2Z

~2r0

)3/2

або

r0 = aBZ
−1/3 1

2

(
3π

4

)2/3

,

r0 =
0.885aB

Z1/3
.

Тепер рiвняння для функцiї χ в знерозмiрених змiнних має про-
стий вигляд:

√
xχ′′ = χ3/2.

Отже, характерний масштаб довжини r0 ∼ Z−1/3, i тому для ато-
мiв з бiльшим зарядом Z вiдповiднi подiї вiдбуваються на вiдста-
нях, ближчих до ядра.
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Повернемось до рiвняння. Неважко зауважити, що воно має
точний розв’язок χ(x) = 144/x3, який, однак, не задовольняє гра-
ничної умови χ(0) = 1. Тому цей розв’язок визначає лише асимп-
тотичну поведiнку густини електронiв i самоузгодженого потенцi-
алу при x → ∞. Рiвняння для χ розв’язується чисельними мето-
дами, його розв’язок зображено на рис. 66, там же подано графiк
функцiї χ′(x). При малих значеннях x

χ(x) = 1− 1.58807x +
4

3
x3/2 + · · · .

Рис. 66. Функцiя χ та її перша похiдна χ′(x).

МодельТомаса–Фермi якiсно описує залежнiсть густини елек-
тронiв вiд вiдстанi r з максимумом у точцi r∗ ≃ r0. Причому цiкаво
вiдзначити, що

∫ ∞

0
4πρr2dr = Z

∫ ∞

0

√
xχ3/2dx = Z

∫ ∞

0
xχ′′dx

й iнтеґрування частинами дає
∫ ∞

0
4πρr2dr = Z.

Тобто повний заряд електронiв атома, як i повинно бути, дорiв-
нює зарядовi ядра Z. Однак ця модель дає безмежне значення
“радiуса” атома R, оскiльки функцiя χ обертається в нуль лише
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при r → ∞. Розподiл електронної густини 4πr2ρ = Z
√
xχ3/2/r0

зображено на рис. 67.

Рис. 67. Розподiл електронної густини для атомiв у моделi Томаса–
Фермi.

За допомогою методу Томаса–Фермi можна розв’язати задачу
про послiдовнiсть заповнення електронних оболонок в атомi.

Основний стан атома водню має електронну конфiґурацiю 1s;
атома гелiю — (1s)2; атома лiтiю — (1s)2(2s); атома берилiю —
(1s)2(2s)2. Заповнення p-станiв (l = 1) починається з атома бору
(Z = 5), електронна конфiґурацiя якого (1s)2(2s)2(2p). А з яко-
го Z починають заповнюватись оболонки з l = 2, 3, тобто d- та
f -стани? Щоб вiдповiсти на це запитання, нагадаємо, що електрон
в атомi рухається в деякому ефективному полi, яке складається з
вiдцентрової енерґiї та потенцiальної енерґiї притягання eΦ:

Ueff(r) =
~2l(l + 1)

2mr2
+ eΦ.

У нашому квазiкласичному випадку при великих значеннях кван-
тових чисел замiсть l(l+1) беремо (l+1/2)2 = l(l+1)+1/4 так, щоб
вiдцентрова енерґiя мала класичний вигляд L2/2mr2 (обґрунту-
вання див. у Прикладi до §68) i ефективна потенцiальна енерґiя

Ueff(r) =
~2(l + 1/2)2

2mr2
− Ze2

r
χ.
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Зв’язанi стани вiдсутнi, якщо Ueff(r) є додатною величиною,
тобто коли вiдцентрова енерґiя є бiльшою за енерґiю притягання.
Iз збiльшенням Z при заданому l крива Ueff(r) дотикається до осi
абсцис, коли Ueff(r) = 0, U ′

eff(r) = 0, i при подальшому збiльшеннi
Z виникає дiлянка вiд’ємних значень ефективної енерґiї, а отже,
i зв’язаний стан. Таким чином, умова дотику кривої Ueff(r) до осi
абсцис є умовою виникнення зв’язаного стану електрона в атомi
з орбiтальним квантовим числом l:

~2(l + 1/2)2

2mr2
− Ze2

r
χ = 0,

−~2(l + 1/2)2

mr3
+
Ze2

r2
χ− Ze2

r

dχ

dr
= 0.

Помножмо перше рiвняння на 2/r i додаймо до другого. У резуль-
татi знаходимо, що

1

r
+

1

χ

dχ

dr
= 0,

або в безрозмiрних змiнних

χ′

χ
= −1

x
.

Iз цього рiвняння визначаємо точку дотику x = xc i, пiдставляючи
її в перше рiвняння, маємо:

(2l + 1)2 =
8mr0
~2

Ze2χ(xc)xc.

Звiдси остаточно одержуємо

Z = const× (2l + 1)3,

const =
1

6π[xcχ(xc)]3/2
,

чисельно xc = 2.1042, χ(xc) = 0.2311, χ′(xc) = −0.1098 i const =
0.1564.
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Ця формула фiксує тi значення Z, при яких в атомi виника-
ють уперше електрони з певним значенням орбiтального числа l.
Якщо з огляду на наближений пiдхiд сталу 0.1564 в цiй формулi
збiльшити до 0.17, то пiсля заокруглення отримуємо точнi значе-
ння Z = 5, 21, 58, коли вперше виникають p-, d-, f -стани. Стани з
l = 4, тобто g-стани, повиннi вперше утворитись у 124-ому елемен-
тi. Отже, заповнення d-оболонки не починається, як можна було
очiкувати, з калiю Z = 19, а вiдсувається до скандiю Z = 21. Так
само заповнення f -оболонки мало б починатися зi срiбла Z = 47,
а теорiя вiдсуває це заповнення аж до церiю Z = 58.

Таким чином, статистична модель Томаса–Фермi, незважаю-
чи на деяку її простоту, хоч i не описує структури електронних
оболонок атома, але пояснює цi важливi деталi їх заповнення. Як
бачимо, при створеннi фiзичних моделей для опису спостережу-
ваних явищ важливо схопити лише головнi риси тих механiзмiв,
якi творять цi явища7.

Подальший розвиток теорiї Томаса–Фермi з урахуванням
обмiнних та обмiнно-кореляцiйних ефектiв привiв до створення
так званого методу функцiонала густини, який став одним з ефе-
ктивних пiдходiв до вивчення багатофермiонних систем.

§ 86. Молекули. Адiабатичне наближення

Молекула — це сукупнiсть електронiв i ядер, якi перебувають
у зв’язаному станi. Маса електрона є на три–чотири порядки мен-
шою за масу ядер. Унаслiдок цього ядра є малорухливими порiв-
няно з електронами i їх можна в нульовому наближеннi вважати

7Тут цiкаво провести паралель iз подiбним пiдходом у творчостi майстрiв
мистецтв. У розмовах з вiдомим українським художником Володимиром Па-
тиком про механiзми творчостi автор не раз чув вiд нього, що малювання
з живої природи пейзажiв iз прискiпливим пригляданням до несуттєвих де-
талей веде до втрати глибини враження, до його розмиття.

Спостерiгаючи за роботою вiдомого українського скульптора Еммануїла
Миська в його майстернi пiд час творення портрета з глини, автор ставав свiд-
ком того, як у якийсь момент (ще далеко до завершення роботи) раптом ви-
никає та незбагненна риса, яка визначає характер та внутрiшнiй свiт натури.

Отже, художник є лише тодi мистцем, коли вiн здатний, вiдкинувши не-
суттєвi деталi, створити “модель”, яка схоплює те головне, що, властиво, i ви-
кликає в нас почуття естетичної насолоди.
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нерухомими. Це припущення i становить суть так званого адiа-
батичного наближення. Фактично ми вважаємо, що електронна
пiдсистема “вiдстежує” повiльний рух ядер швидкою перебудо-
вою свого стану. Таким чином, першим кроком у теорiї молекул є
розв’язування рiвняння Шрединґера для електронної пiдсистеми
при фiксованих положеннях ядер. При цьому ми отримуємо рiвнi
енерґiї електронiв, якi залежатимуть вiд взаємного розташування
ядер. Цi енерґетичнi рiвнi, або, як їх називають, електроннi тер-
ми, вiдiграють роль потенцiальної енерґiї для ядер. Наступним
кроком ми “вiдпускаємо” ядра, тобто даємо можливiсть їм руха-
тись, i розв’язуємо рiвняння Шрединґера для ядерної пiдсистеми,
дослiджуючи її коливнi та обертальнi рухи. Отже, в цiй задачi
оператором збурення виступає кiнетична енерґiя ядер.

Пiсля цих попереднiх зауважень переходимо до формулюван-
ня постановки задачi. Нехай ми маємо систему, що складається iз
сукупностi електронiв з координатами r1, r2, . . . i сукупностi ядер
iз координатами RA, RB , . . . та масами MA, MB , . . . . Оператор
Гамiльтона такої системи має вигляд:

Ĥ =
∑

i≥1

p̂2
i

2m
+
∑

j

P̂2
j

2Mj
+ U,

де перший доданок — це оператор кiнетичної енерґiї електро-
нiв (m — маса електрона), другий — оператор кiнетичної енер-
ґiї ядер, причому iндекс j, що нумерує ядра, пробiгає значення
A, B, C, . . ., а величина U = U(r1, r2, . . . ;RA,RB , . . .) є повною
потенцiальною енерґiєю кулонiвської взаємодiї мiж усiма частин-
ками молекули. Ми не будемо враховувати тут релятивiстських
ефектiв. Оскiльки гамiльтонiан не залежить вiд спiнових змiнних,
то хвильова функцiя зображається добутком спiнової функцiї χ
на просторову ϕ. Як уже зазначалось, у нульовому наближен-
нi ядра вважаємо нерухомими, тобто формально приймаємо, що
їхнi маси MA,MB , . . . → ∞. Нас цiкавитиме розв’язок рiвняння
Шрединґера для електронної пiдсистеми:


∑

i≥1

p̂2
i

2m
+ U


ϕn = Ee

nϕn,
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де хвильова функцiя ϕn = ϕn(r1, r2, . . . ;RA,RB , . . .) та рiвнi енер-
ґiї Ee

n = Ee
n(RA,RB , . . .) залежать вiд координат ядер як вiд пара-

метрiв. Верхнiй iндекс в Ee
n вказує, що розглядається електронна

задача, а нижнiй — нумерує квантовi стани електронної пiдсисте-
ми при нерухомих ядрах.

Використаємо тепер повноту системи {ϕn}. Розкладемо власну
функцiю оператора Ĥ у ряд

ϕ =
∑

n

Cn(RA,RB , . . .)ϕn(r1, r2, . . . ;RA,RB , . . .)

i пiдставимо його в повне рiвняння Шрединґера

∑

j

P̂2
j

2Mj
+
∑

i≥1

p̂2
i

2m
+ U


ϕ = Eϕ.

Ураховуючи рiвняння Шрединґера для електронної задачi, має-
мо:

∑

n




∑

j

P̂2
j

2Mj
+ Ee

n



Cnϕn = E

∑

n

Cnϕn.

Для спрощення запису ми не виписуємо арґументи в коефiцiєн-
тних функцiях Cn, хвильових функцiях ϕn та енерґiях Ee

n. Роз-
пишемо тепер явно дiю операторiв iмпульсiв ядер P̂j = −i~∇j на
хвильовi функцiї ϕn:

∑

n




∑

j

(
− ~2

2Mj
∇

2
jϕn − i~

Mj
∇jϕnP̂j + ϕn

P̂2
j

2Mj

)
+ Ee

nϕn



Cn

= E
∑

n

Cnϕn.

Помножимо це рiвняння злiва на ϕ∗
n′ i проiнтеґруємо за коорди-

натами електронiв r1, r2, . . . :

∑

n

{∑

j

(
− ~2

2Mj

∫
dr1

∫
dr2 . . . ϕ

∗
n′∇

2
jϕn − i~

Mj

∫
dr1

∫
dr2 . . .
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×ϕ∗
n′∇jϕnP̂j + δn′n

P̂2
j

2Mj

)
+ Ee

nδn′n

}
Cn = E

∑

n

Cnδn′n.

Ми використали тут ортонормованiсть функцiй ϕn:
∫
dr1

∫
dr2 . . . ϕ

∗
n′ϕn = δn′n.

Далi для зручностi мiняємо мiсцями iндекси n i n′. Таким чином,
ми отримали таку систему рiвнянь:


∑

j

P̂2
j

2Mj
+ Ee

n


Cn +

∑

n′
V̂n,n′Cn′ = ECn,

де оператор

V̂n,n′ =
∑

j

{
− ~2

2Mj

∫
dr1

∫
dr2 . . . ϕ

∗
n∇

2
jϕn′ − i~

Mj

∫
dr1

∫
dr2 . . .

× ϕ∗
n∇jϕn′P̂j

}
.

Ця система рiвнянь для визначення невiдомих функцiй Cn i
енерґiї E є точною. Якщо розглядати оператор V̂n,n′ як збурення,
то в нульовому, так званому наближеннi Борна–Оппенгаймера,
коли V̂n,n′ = 0, ми одержуємо систему незалежних рiвнянь:


∑

j

P̂2
j

2Mj
+ Ee

n


Cn = ECn.

Ми бачимо, що електронна енерґiя Ee
n вiдiграє роль потенцiальної

енерґiї для ядерної задачi. Наближення, коли враховуються лише
дiагональнi матричнi елементи V̂n,n оператора збурення, назива-
ють адiабатичним.

Рiвноважна конфiґурацiя ядер R0
A,R

0
B , . . . визначається з умо-

ви мiнiмуму енерґiї Ee
n. Урахування коливних рухiв ядер здiйсню-

ється розкладом функцiї Ee
n = Ee

n(RA,RB , . . .) у ряд за вiдхилен-
нями їхнiх координат вiд рiвноважних положень uA = RA −R0

A,
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uB = RB −R0
B , . . . . Якщо обмежитись квадратичними вiдхилен-

нями, то ми приходимо до задачi для сукупностi зв’язаних гармо-
нiчних осциляторiв. Така задача розв’язується точно, i для рiвнiв
енерґiї ядерної пiдсистеми при кожному наборi квантових чисел
n електронної задачi ми отримуємо добре вiдомi вирази:

∆E =
∑

s

~ωns(ns + 1/2),

∆E = E − Ee
n(R

0
A,R

0
B , . . .),

де s нумерує коливнi ступенi вiльностi, а осциляторнi квантовi
числа ns = 0, 1, 2, 3, . . . . Квадрати частот коливань ωns ви-
значаються звичайним способом i є пропорцiйними до констант
жорсткостi, тобто до других похiдних потенцiальної енерґiї Ee

n
у положеннях рiвноваги, та обернено пропорцiйними до мас ато-
мiв.

Умова застосовностi адiабатичного наближення полягає в ма-
лизнi середнього значення оператора збурення V̂n,n′ у порiвнян-
нi з рiзницями електронних енерґiй. Середнє значення оператора
V̂n,n′ за порядком величини дорiвнює енерґiї коливань ядер ~ω.
Отже, адiабатичне наближення працює за умови, що вiдношення
~ω/Ee є малим параметром, де електронна енерґiя Ee ∼ ~2/ma2,
a — лiнiйнi розмiри молекули, частота ω ∼

√
k/M , коефiцiєнт

жорсткостi k ∼ Ee/a2, M — зведена маса ядер. Таким чином,
ми бачимо, що малим параметром у теорiї молекул виступає ко-
рiнь квадратний з вiдношення маси електрона до маси ядра:
~ω/Ee ∼

√
m/M . Для обертових рухiв молекули малим параме-

тром в адiабатичному наближеннi є вiдношення енерґiї обертання
молекули ~2/I до величини Ee, тобто ~2/IEe ∼ m/M , де момент
iнерцiї I ∼ Ma2. Оскiльки вiдношення m/M ∼ 10−4, то адiабати-
чне наближення в теорiї молекул є добре обґрунтованим.

§ 87. Молекула водню H2

Розглянемо систему, що складається з двох електронiв, якi
рухаються в полi двох нерухомих ядер (протонiв), розташова-
них на вiдстанi R = |RA − RB | (див рис. 68). На великих вiд-
станях мiж ядрами така система є просто двома iзольованими
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атомами водню, а на малих вiдстанях маємо зв’язаний стан части-
нок, що утворюють молекулу водню H2. Нас цiкавитиме розв’язок
електронної задачi для основного стану молекули. Ми розгляне-
мо тут теорiю, яку запропонували в 1927 роцi В. Гайтлер (1904–
1981) i Ф.Лондон (1900–1954). Цей пiдхiд, вiдомий тепер як метод
Гайтлера–Лондона, поклав початок квантовiй хiмiї i вiдiграв важ-
ливу роль в iсторiї квантової механiки.

Рис. 68. Система двох електронiв у полi нерухомих ядер A та B.

Запишемо гамiльтонiан задачi

Ĥ = HA(1) +HB(2) + V̂ ,

де гамiльтонiан першого електрона на ядрi A

HA(1) =
p̂2
1

2m
− e2

r1A
, r1A = r1 −RA,

гамiльтонiан другого електрона на ядрi B

HB(2) =
p̂2
2

2m
− e2

r2B
, r2B = r2 −RB .

Оператор

V̂ =
e2

r
+
e2

R
− e2

r1B
− e2

r2A
,
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r = r1 − r2,

R = RA −RB ,

де перший доданок у V̂ — це енерґiя мiжелектронного вiдштовху-
вання, другий — енерґiя електростатичного вiдштовхування ядер
(в електроннiй задачi це стала величина), два останнi доданки
описують кулонiвське притягання електронiв до “чужих” ядер.

Хвильова функцiя електронiв ψ = ψ(x1, x2) залежить вiд про-
сторових i спiнових змiнних x = (s, r) i є антисиметричною щодо
їхньої перестановки. Оскiльки гамiльтонiан не залежить вiд спi-
нових змiнних, то хвильова функцiя зображається добутком спi-
нової функцiї на просторову, ψ = χϕ. Ми цiкавимось основним
станом, тому в нульовому наближеннi, коли V̂ = 0, просторову
функцiю ϕ = ϕ(r1, r2) будуємо з хвильових функцiй, якi є власни-
ми функцiями гамiльтонiанiв ĤA та ĤB. Отже, нехай ϕ1s(r1A) та
ϕ1s(r1B) є хвильовими функцiями, що описують електрони в 1s-
станi на ядрах A та B, кожен з яких має енерґiю E1s = −me4/2~2:

HA(1)ϕ1s(r1A) = E1sϕ1s(r1A),

HB(2)ϕ1s(r2B) = E1sϕ1s(r2B).

Утворимо двочастинкову функцiю як симетризований добуток
цих хвильових функцiй. Тут, на вiдмiну вiд випадку атома He,
ми можемо симетризувати функцiю ϕ двома способами, оскiльки
одноелектроннi функцiї центрованi на рiзних ядрах.

Отже,

ϕ = C{ϕ1s(r1A)ϕ1s(r2B)± ϕ1s(r2A)ϕ1s(r1B)},

де стала C визначається з умови нормування
∫ ∫

ϕ∗(r1, r2)ϕ(r1, r2) dr1dr2 = 1

i має вигляд:

C =
1√

2(1± S2)
.
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Величина

S =

∫
ϕ1s(r1A)ϕ1s(r1B) dr1

має назву “iнтеґрал перекриття”. Замiною змiнних iнтеґрування
r = r1 − RA (якобiан переходу дорiвнює одиницi) його можна
звести до вигляду

S =

∫
ϕ1s(r)ϕ1s(r+R) dr.

Iнтеґрал перекриття залежить вiд вiдстанi мiж ядрами S = S(R),
причому S(0) = 1, а на великих мiж’ядерних вiдстанях S(R) →
0, оскiльки перекривання хвильових функцiй є зникаюче малим.
Отже, 0 ≤ S(R) ≤ 1.

За допомогою хвильової функцiї ϕ знаходимо середнє значен-
ня повного гамiльтонiана системи:

E = 〈Ĥ〉.

Простi обчислення приводять нас до такого результату:

E = 2E1s +
K ±A

1± S2
,

де кулонiвський iнтеґрал

K =

∫
dr1

∫
dr2 ϕ1s(r1A)ϕ1s(r2B)V̂ ϕ1s(r1A)ϕ1s(r2B),

а обмiнний iнтеґрал

A =

∫
dr1

∫
dr2 ϕ1s(r1A)ϕ1s(r2B)V̂ ϕ1s(r1B)ϕ1s(r2A).

Цi величини очевидно також є функцiями мiж’ядерної вiдстанi:
K =K(R), A=A(R). Їх можна обчислити i довести результати до
числових значень.

Ми не наводимо тут цих нескладних, але доволi громiздких
i виснажливих розрахункiв. Найбiльшi труднощi виникають при
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обчисленнi обмiнного iнтеґрала, який не зводиться до елементар-
них функцiй. Подаємо остаточний результат:

S = e−ρ

(
1 + ρ+

ρ2

3

)
,

K

/
e2

aB
=
e−2ρ

ρ

(
1 +

5

8
ρ− 3

4
ρ2 − 1

6
ρ3
)
,

A

/
e2

aB
=
S2

ρ

[
1 +

6

5
(C + ln ρ)

]
+ e−2ρ

[
11

8
+

103

20
ρ+

49

15
ρ2 +

11

15
ρ3
]

+
6

5

S1
ρ
[S1Ei(−4ρ)− 2SEi(−2ρ)],

де ρ = R/aB, C = 0.57722 — стала Ейлера,

Ei(x) = −
∫ ∞

−x
dy e−y/y

— iнтеґральна показникова функцiя i

S1 = eρ(1− ρ+ ρ2/3).

Кулонiвський iнтеґрал K є малим числом, i головну роль вi-
дiграє обмiнний iнтеґрал, який у дiлянцi малих R є додатною
величиною, а при R = a ∼ aB змiнює знак. Причому сума
K + A для R > a є вiд’ємною величиною з мiнiмумом у точцi
R0 ≃ 1.51aB = 0.80 Å, а рiзниця K − A є додатною величиною
для всiх значень R. Таким чином, для симетричної просторової
функцiї ϕ є можливим зв’язаний стан системи i теорiя Гайтлера–
Лондона дає якiсний опис (див. рис. 69). Експериментальне зна-
чення рiвноважної вiдстанi мiж ядрами R0 = 0.74 Å. Для анти-
симетричної просторової функцiї зв’язаного стану немає. Тепер,
маючи досвiд з теорiї атома гелiю, пригадаймо, що симетричнiй
просторовiй хвильовiй функцiї ϕ вiдповiдає одна антисиметрична
спiнова функцiя, яка описує спiновий стан двох електронiв iз пов-
ним спiном, рiвним нулевi. У цьому випадку ми маємо синґлетний
стан, його позначають як 1Σ. Антисиметричнiй просторовiй фун-
кцiї ϕ, як ми знаємо, вiдповiдають три симетричнi спiновi функцiї,
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якi описують стан iз повним спiном, рiвним одиницi, i трьома мо-
жливими проекцiями спiну на вiсь z — триплетний стан 3Σ.

Рис. 69. Електроннi терми молекули водню. Суцiльнi лiнiї — тео-
рiя Гайтлера–Лондона для синґлетного та триплетного станiв, E∗ =

(E − 2E1s)/
e
2

2aB
; штрихова — експеримент. На вставцi зображено розпо-

дiл електронної густини для термiв 1Σ та 3Σ.

Отже, два атоми водню, електрони яких мають протилежно
напрямленi спiни, притягуються й утворюють молекули. Якiсне
пояснення виникнення цього хiмiчного зв’язку дає аналiз розпо-
дiлу густини електронiв, який визначається хвильовою функцiєю
ϕ i зображений графiчно на рис. 69. Як бачимо, iмовiрнiсть пере-
бування електронiв посерединi мiж ядрами, коли r1A = r2B , для
симетричної хвильової функцiї ϕ = 2ϕ2

1s(r1A)/
√

2(1 + S2) є най-
бiльшою. Навпаки, у випадку антисиметричного розв’язку хви-
льова функцiя в цiй точцi обертається в нуль, ϕ = 0. Отже, в
першому випадку електрони, рухаючись у такiй системi, частi-
ше перебувають мiж ядрами i компенсують сили їх кулонiвського
вiдштовхування. Це i є причиною виникнення зв’язаного стану
атомiв i утворення молекули. Антисиметрична хвильова функцiя
описує такий рух електронiв, коли вони перебувають переважно
поза дiлянкою мiж ядрами. При цьому, зрозумiло, переважають
сили кулонiвського вiдштовхування мiж ядрами i ми маємо не-
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зв’язану систему двох атомiв. Визначальну роль в утвореннi хiмi-
чного зв’язку вiдiграє принцип Паулi, який дозволяє перебувати
обом електронам мiж ядрами лише тодi, коли їхнi спiни мають
протилежнi напрямки i взаємно компенсуються.

Молекула водню є найпростiшим прикладом гомеополярної
молекули з так званим ковалентним хiмiчним зв’язком. У гетеро-
полярних хiмiчних сполуках реалiзується йонний зв’язок iз пере-
розподiлом електронiв зовнiшних оболонок мiж атомами. Таким
чином, квантова механiка повнiстю з’ясувала природу хiмiчно-
го зв’язку, а метод Гайтлера–Лондона є основою квантової теорiї
гомеополярної валентностi, пiд якою розумiють здатнiсть атома
одного елемента сполучатись iз певною кiлькiстю атомiв iнших
елементiв.

Пiдкреслимо, що роль спiнових ступенiв вiльностi в утвореннi
хiмiчного зв’язку полягає саме в “дозволi” перебувати обом еле-
ктронам мiж ядрами. Мiж iншим, хiмiчний зв’язок мiж атомами
може бути реалiзований не лише електронами, але й iншими ча-
стинками, наприклад, мюонами, якщо їхнi спiновi стани є рiзними
(мю-мезоннi молекули). Те, що роль спiнової змiнної електрона не
є iншою, iлюструє iснування молекулярного йона водню H+

2 , хiмi-
чний зв’язок у якому здiйснює один електрон. Теорiю молекуляр-
ного йона водню H+

2 ми розглянемо в наступному параграфi.

Вiдступ.
Неможливiсть утворення молекули водню в триплетному станi 3Σ зна-

йшла цiкаве застосування для прямого експериментального дослiдження на-
слiдкiв принципу тотожностi частинок. Якщо помiстити сукупнiсть атомiв
водню в сильне магнiтне поле, яке, поляризуючи електрони, спрямовує їхнi
спiни вздовж поля, то вони не зможуть утворити молекул водню. Хоча слабке
притягання на великих вiддалях (∼ 4 Å) мiж атомами в цьому станi iснує з
енерґiєю ∼ 5◦K (для синґлетного стану енерґiя притягання ∼ 5.5 × 104◦K).
Воно зумовлене силами Ван дер Ваальса i не забезпечує зв’язаного стану.
Отже, в цьому випадку ми отримаємо бозе-газ атомiв водню, оскiльки пов-
ний спiн атома (протон плюс електрон) в основному станi дорiвнює нулевi.
Атомарний поляризований водень не зрiджується навiть при абсолютному
нулi температури, внаслiдок малої маси атома та великого значення енерґiї
нульових коливань, i є яскравим прикладом квантового газу. Як вiдомо, бозе-
газ виявляє цiкаву властивiсть: у ньому можливе явище бозе-айнштайнiвської
конденсацiї, коли макроскопiчна кiлькiсть атомiв перебуває в станi з iмпуль-
сами, рiвними нулевi. Бозе-конденсат є чудовим виявом квантовомеханiчного
принципу тотожностi частинок у макроскопiчних масштабах. Це явище ди-
вує як фiзикiв-теоретикiв, так i фiзикiв-експериментаторiв, якi тривалий час
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дослiджують його на таких системах, як рiдкий 4He, атомарний поляризова-
ний водень, розрiдженi гази атомiв лужних металiв (див. також виноску на
стор. 660) .

§ 88. Молекулярний йон водню H+
2

Розглянемо задачу про найпростiшу молекулярну систему, що
складається з двох протонiв та електрона, який рухається в їхньо-
му полi. Цю систему ми вже розглядали, коли обговорювали прин-
цип суперпозицiї (§3, Приклад 2). Приклад цей цiкавий тим, що
вiн дозволяє з досить простим математичним аналiзом сформу-
лювати суть гомеополярного зв’язку як обмiн одним електроном
мiж двома ядрами водню.

Запишемо гамiльтонiан електронної задачi

Ĥ =
p̂2

2m
− e2

|r−RA|
− e2

|r−RB |
+
e2

R
,

R = RA −RB .

Позначення очевиднi: перший доданок — оператор кiнетичної
енерґiї електрона, два наступнi — кулонiвська енерґiя притяга-
ння електрона до ядер A i B, останнiй — енерґiя вiдштовхування
мiж ядрами. Дослiдимо основний стан. Просторова хвильова фун-
кцiя в нульовому наближеннi є лiнiйною комбiнацiєю хвильових
функцiй електрона в |1s〉-станi, центрованих на ядрах A та B:

ϕ = CAϕ1s(rA) + CBϕ1s(rB),

rA = r−RA, rB = r−RB ,

причому

|CA|2 + |CB |2 = 1.

Звертаємо увагу на те, що ми маємо одноелектронну задачу, тому
не ставимо питання про симетрiю хвильової функцiї, яка випливає
з принципу тотожностi частинок. Однак iснує симетрiя щодо пере-
бування електрона на однакових ядрах. Iмовiрнiсть перебування
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електрона на протонi A дорiвнює ймовiрностi його перебування
на протонi B:

|CA|2 = |CB |2.

Отже, CB = ±CA (iншi розв’язки зводяться лише до несуттєвої
замiни знака перед хвильовою функцiєю). Таким чином,

ϕ = C[ϕ1s(rA)± ϕ1s(rB)],

а з умови нормування знаходимо:

C =
1√

2(1± S)
,

де iнтеґрал перекриття

S =

∫
ϕ1s(rA)ϕ1s(rB) dr =

∫
ϕ1s(r)ϕ1s(r+R) dr.

Обчислимо тепер середнє значення енерґiї в станi ϕ:

E = 〈Ĥ〉 = E1s +
K ±A

1± S
,

де енерґiя |1s〉-стану E1s = −e2/2aB, кулонiвський iнтеґрал

K =

∫
ϕ1s(rA)

(
e2

R
− e2

rB

)
ϕ1s(rA) dr

=
e2

R
−
∫
ϕ2
1s(r)

e2

|r+R| dr,

обмiнний iнтеґрал

A =

∫
ϕ1s(rA)

(
e2

R
− e2

rB

)
ϕ1s(rB) dr

= S
e2

R
−
∫
ϕ1s(r−R)

e2

r
ϕ1s(r) dr.

Другi рiвностi в K та A отримуємо шляхом замiни змiнних iнте-
ґрування.
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Розрахуємо величини S, K, A. Почнемо з iнтеґрала перекри-
ття. Скористаємось розкладом у ряд Фур’є:

ϕ1s(r) =
1

V

∑

q

ϕqe
iqr.

Фур’є-компоненту ϕq знаходимо простим повторенням викладок
§82, де обчислювалась вiдповiдна компонента для функцiї ϕ2

1s(r),
тобто функцiя ρ1s(q):

ϕq = 8
√
πa3B

κ4

(q2 + κ2)2
, κ = 1/aB.

Тепер

S =
1

V

∑

q1

1

V

∑

q2

ϕq1ϕq2

∫
eiq1reiq2(r+R)dr

=
1

V

∑

q1

∑

q2

ϕq1ϕq2e
iq2Rδq1,−q2 .

Ми використали тут ортонормованiсть плоских хвиль:

δq,q′ =
1

V

∫
ei(q−q′)rdr.

Отже,

S =
1

V

∑

q

|ϕq|2eiqR.

Переходимо вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування:

S =
1

V

V

(2π)3

∫
dq eiqR|ϕq|2

=
1

2π2

∫ ∞

0

sin qR

qR
q2|ϕq|2dq.
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Остання рiвнiсть отримана iнтеґруванням за кутами, що ми вже
неодноразово робили. Далi маємо:

S =
1

4π2R
Im

∫ ∞

−∞
eiqRq|ϕq|2dq

=
1

4π2R
Im

∫ ∞

−∞
eiqRq



8
√
πa3Bκ

4

(q2 + κ2)2



2

dq

=
16κ5

πR
Im

1

i

d

dR

(
− d

dκ2

)(
−1

2

d

dκ2

)(
−1

3

d

dκ2

)∫ ∞

−∞
eiqR

dq

q2 + κ2

=
8κ5

3πR
Im i

(
d

dκ2

)3 d

dR
2πi

e−κR

2iκ
.

Останнiй iнтеґрал розраховано за теоремою про лишки. Остато-
чно пiсля обчислення похiдних маємо:

S =

(
1 + ρ+

1

3
ρ2
)
e−ρ,

ρ = R/aB.

Переходимо до кулонiвського iнтеґрала. Використаємо знову
розклад у ряд Фур’є:

e2

|r+R| =
∑

q

4πe2

V q2
eiq(r+R).

Тепер

K =
e2

R
− 1

V

∑

q

4πe2

q2
ρ1s(q)e

iqR,

де

ρ1s(q) =

∫
ϕ2
1s(r)e

iqrdr =
q40

(q2 + q20)
2
, q0 =

2

aB
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було знайдено в §82. Повторюючи викладки, проведенi при обчи-
сленнi iнтеґрала перекриття S, маємо:

K =
e2

R
− 2e2

π

∞∫

0

sin qR

qR
ρ1s(q) dq =

e2

R
− e2

πR
Im

∞∫

−∞

eiqR
1

q
ρ1s(q) dq

=
e2

R
− e2

πR
Im





∞∫

−∞

eiqR

q
dq +

∞∫

−∞

eiqR

q
[ρ1s(q)− 1] dq





=
e2

R
− e2

πR

∞∫

−∞

sin qR

q
dq − e2

πR
Im

∞∫

−∞

eiqR

q

[
q40

(q2 + q20)
2
− 1

]
dq.

Оскiльки перший iнтеґрал дорiвнює π, залишається лише остан-
нiй доданок:

K =
e2

πR
Im

∫ ∞

−∞
eiqR

q3 + 2qq20
(q2 + q20)

2
dq

=
e2

πR
Im

1

i

d

dR

∫ ∞

−∞
eiqR

[
1

q2 + q20
+

q20
(q2 + q20)

2

]
dq

=
e2

πR
Im

1

i

d

dR

(
1− q20

d

dq20

)∫ ∞

−∞

eiqR

q2 + q20
dq

=
e2

πR
Im

1

i

d

dR

(
1− q20

d

dq20

)
π

q0
e−q0R =

e2

R

(
1 +

q0R

2

)
e−q0R.

Таким чином, остаточно кулонiвський iнтеґрал

K =
e2

R
(1 + ρ)e−2ρ.

Звернiмось до обчислення обмiнного iнтеґрала. Розкладаємо в
ряд Фур’є величину

e2

r
ϕ1s(r) =

e2

r

1√
πa3B

e−r/aB .

712



Отже,

e2√
πa3B

e−r/aB

r
=

1

V

∑

q

e2√
πa3B

4π

q2 + κ2
eiqr,

κ =
1

aB
.

Далi перетворення, подiбнi до попереднiх, дають:

A = S
e2

R
− 1

V

∑

q

eiqRϕq
e2√
πa3B

4π

q2 + κ2

= S
e2

R
− e2

Rπ
√
πa3B

Im

∫ ∞

−∞
eiqR

qϕq

q2 + κ2
dq.

Iнтеґрал

∫ ∞

−∞
eiqR

qϕq

q2 + κ2
dq =

∫ ∞

−∞
eiqR

q

q2 + κ2
×

8
√
πa3Bκ

4

(q2 + κ2)2
dq

= −i4κ4
√
πa3B

d

dR

(
d

dκ2

)2 ∫ ∞

−∞

eiqR

q2 + κ2
dq

= −i4κ4
√
πa3B

d

dR

(
d

dκ2

)2 π

κ
e−κR

= iπ
√
πa3Be

−κR[κR+ (κR)2].

Отже,

A =
e2

R

(
1− 2

3
ρ2
)
e−ρ.
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Збираючи отриманi результати разом, для енерґiї мiж’ядерної
взаємодiї знаходимо:

E∗(R) =
(1 + ρ)e−2ρ ±

(
1− 2

3ρ
2
)
e−ρ

ρ
[
1±

(
1 + ρ+ 1

3ρ
2
)
e−ρ
] ,

E∗(R) = (E − E1s)

/
e2

aB
.

На великих вiдстанях

E∗(R) = ∓2

3
ρe−ρ.

Графiк функцiї E∗(R) зображений на рис. 70. Для симетричної
хвильової функцiї маємо зв’язаний стан атомiв — молекулярний
йон водню H+

2 . Для антисиметричної хвильової функцiї, внаслiдок
малої ймовiрностi перебування електрона мiж ядрами, зв’язаний
стан не можливий. Для ядер, заряд яких Z > 1, один електрон
також не спроможний забезпечити повну компенсацiю їх кулонiв-
ського вiдштовхування й утворення стiйкого зв’язаного стану.

§ 89. Хiмiчний зв’язок

Почнемо детальнiше дослiдження природи та властивостей хi-
мiчного зв’язку iз запитання: чому не утворюється молекула Н3?
Для її утворення потрiбно забезпечити перебування трьох еле-
ктронiв мiж ядрами, що приведе до компенсацiї енерґiї їх кулонiв-
ського вiдштовхування й утворення зв’язаного стану — так, як це
було при утвореннi молекули H2. Це означає, що просторова хви-
льова функцiя електронiв ϕ(r1, r2, r3) повинна мати максимальне
значення в центрi такої молекули, тобто вона має бути повнiстю
симетричною функцiєю координат r1, r2, r3. Ця умова вимагає
в свою чергу, щоб спiнова функцiя була повнiстю антисиметри-
чною. Однак це неможливо. Унаслiдок того, що спiн електрона
дорiвнює 1/2 i спiнова змiнна набуває лише два значення, то ви-
значник третього порядку для спiнової функцiї χσ1,σ2,σ3(s1, s2, s3)
тотожно дорiвнює нулевi. Отже, просторова функцiя не може бу-
ти повнiстю симетричною: для однiєї з пар просторових змiнних
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Рис. 70. Електроннi терми йона водню H+
2 . Суцiльнi кривi E∗

s
(R), E∗

a
(R)

вiдповiдають знакам “плюс” та “мiнус” у загальнiй формулi. Штрихова
лiнiя E∗

exp
— експеримент.

вона мусить бути антисиметричною, а це означає, що електрони
не можуть перебувати в центрi мiж усiма ядрами i, як наслiдок,
така система є нестабiльною. Це i є причиною того, що молекула
H3 не iснує. Тобто ковалентний зв’язок, як бачимо, має власти-
вiсть насичення. У нашому прикладi це означає, що до молекули
H2 вже не можна “пiд’єднати” атом H i утворити молекулу H3.
Якби електрони мали цiлий спiн i були бозе-частинками, то вла-
стивiсть насичення ковалентного зв’язку не мала б мiсця. Якщо б
електрони володiли спiном, скажiмо, 3/2, то насиченiсть ковален-
тного зв’язку була б, але вона настала б для бiльших комплексiв,
зокрема викладених вище заперечень щодо iснування молекул H3

не було б.
Перейдемо до iншої характеристики хiмiчного зв’язку — його

напрямленостi. Почнемо з конкретного прикладу утворення моле-
кули амiаку NH3. Електронна конфiґурацiя атома азоту (поряд-
ковий номер у таблицi елементiв дорiвнює 7) в основному станi
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є такою: (1s)2(2s)2(2p)3, тобто два електрони перебувають в 1s-
станi, два електрони — в 2s-станi i три електрони — в 2p-станi.
Саме цi електрони й вiдповiдають за утворення хiмiчного зв’язку
в молекулi NH3. Електроннi стани характеризуються кутовим роз-
подiлом, який задається сферичними функцiями Y1,0, Y1,1, Y1,−1.
Згiдно з принципом суперпозицiї, ми можемо утворити лiнiйнi
комбiнацiї цих функцiй i за вихiднi стани взяти такi:

|px〉 =
Y1,−1 − Y1,1√

2
=

√
3

4π
cosϕ sin θ,

|py〉 = −Y1,−1 + Y1,1

i
√
2

=

√
3

4π
sinϕ sin θ,

|pz〉 = Y1,0 =

√
3

4π
cos θ.

Ми вже обговорювали цi функцiї в §41. Максимальнi значення
вони набувають у напрямку осей x, y, z. Кожен електрон у цих
станах може утворювати ковалентний зв’язок, або, як кажуть,
спарюватись, з електроном iншого атома так само, як це вiдбува-
ється в молекулi водню.

Рис. 71. Молекула амiаку.
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У молекули амiаку NH3 цi три p-стани утворюють зв’язки з
електронами трьох атомiв водню. Хвильовi функцiї, що описують
ковалентнi зв’язки, є вiдповiдними лiнiйними комбiнацiями атом-
них функцiй, як i в молекулi водню. Електроннi хмари на цих
зв’язках витягнутi вздовж додатних напрямкiв осей x, y, z (див.
рис. 71). Причому, як показує досвiд, молекула амiаку справдi має
форму пiрамiди. Однак кути мiж напрямками цих зв’язкiв дорiв-
нюють не 90◦, а дещо бiльшi (∼ 107◦) внаслiдок мiжелектронного
вiдштовхування.

Отже, як бачимо, хiмiчнi зв’язки мають таку властивiсть,
як просторова напрямленiсть. Та чи iнша структура молекули
власне i визначається напрямленiстю хiмiчних зв’язкiв. “Вгаду-
вання” вiдповiдної лiнiйної комбiнацiї хвильових функцiй ґрун-
тується на поняттi симетрiї. Стiйкiсть конфiґурацiї молекули за-
безпечується мiнiмумом її повної енерґiї. Тут знову простежуємо
зв’язок мiж принципом суперпозицiї, симетрiєю та принципом мi-
нiмуму енерґiї.

Кiлькiсть можливих зв’язкiв, тобто неспарених електронiв
атома, називають його валентнiстю. Саме поняття валентностi є
досить не простим. Зокрема, валентнiсть може набувати i дро-
бових значень, як наприклад для рiдкiсноземельних елементiв у
рядi сполук.

У молекулi азоту N2 маємо приклад кратностi хiмiчних зв’яз-
кiв. Перекривання хвильових функцiй електронiв рiзних атомiв
азоту вздовж одного з напрямкiв, де електроннi хмари витягну-
тi назустрiч одна однiй (наприклад, це напрямок осi z), є силь-
ним, що дає велике значення обмiнної енерґiї. Цей зв’язок назива-
ють σ-зв’язком. У двох iнших напрямках, перпендикулярних до σ-
зв’язку, перекривання хвильових функцiй є меншим. Це пов’язано
з тим, що напрямки максимумiв розподiлу густини електронних
хмар у цьому випадку (вздовж осей x та y) є паралельними один
до одного. Отже, цi, як їх називають, π-зв’язки слабшi порiвня-
но з σ-зв’язком. Таким чином, у молекулi азоту один з потрiйних
зв’язкiв є сильним, два iншi — слабшими. Часто це зображається
хiмiчною формулою, де зв’язок позначається рискою (валентна
риска): N ≡ N .

Розгляньмо ще ряд цiкавих прикладiв молекулярних утворень
з участю атома вуглецю. Iзольований атом вуглецю має електрон-
ну конфiґурацiю (1s)2(2s)2(2p)2, яка вiдповiдає двовалентному
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атому. Однак вуглець у хiмiчних сполуках виявляє валентнiсть,
яка дорiвнює чотирьом. Це означає, що один iз s-електронiв ву-
глецю переходить у збуджений p-стан i ми маємо електронну
конфiґурацiю (1s)2(2s)1(2p)3, яка дозволяє одному s-електрону i
трьом p-електронам утворювати хiмiчнi зв’язки. Причому збiль-
шення енерґiї атома при переходi електрона iз s-стану в збудже-
ний p-стан компенсується пониженням повної енерґiї при утво-
реннi атомами хiмiчного зв’язку в сполуках. Iз цих чотирьох
функцiй |s〉, |px〉, |py〉, |pz〉 можна утворювати лiнiйнi комбiнацiї,
якi й будуть забезпечувати мiнiмум енерґiї у сполуках. Нагада-
ємо, що |s〉 = Y0,0 = 1/

√
4π. Така процедура називається sp3-

гiбридизацiєю електронних станiв. Утворимо цi лiнiйнi комбiнацiї
так, щоб iмовiрностi перебування електрона в кожному з нових
станiв були однаковими.

Тут потрiбно зробити зауваження принципового характеру.
Згiдно з принципом суперпозицiї, ми повиннi утворювати лiнiйнi
комбiнацiї з повних хвильових функцiй, а не лише з їхнiх кутових
складових. Тобто функцiї |s〉, |px〉, |py〉, |pz〉 потрiбно домножувати
на вiдповiднi радiальнi хвильовi функцiї. Якщо радiальнi функцiї
є однаковими (наприклад, утворюємо лiнiйнi комбiнацiї лише з
p-станiв), то виносимо їх як спiльний множник за дужки, i за-
лишаються лiнiйнi комбiнацiї тiльки з кутових частин Yl,m(θ, ϕ).
Надалi, не вводячи нових позначень, пiд величинами |s〉, |px〉, |py〉,
|pz〉 розумiємо повнi хвильовi функцiї, тобто добуток їх кутових
частин на вiдповiднi радiальнi функцiї. Наприклад, замiсть запи-
су |2px〉 пишемо просто |px〉 i пам’ятаємо, що це є добуток випи-
саної вище лiнiйної комбiнацiї сферичних функцiй Y1,−1(θ, ϕ) та
Y1,1(θ, ϕ) на радiальну функцiю R2,1(r).

Пiсля цих зауважень переходимо до утворення гiбридизацiй-
них станiв. Наприклад, перший новий стан

|1〉 = C
(
|s〉+ |px〉+ |py〉+ |pz〉

)
.

Унаслiдок того, що s- та p-стани є ортогональними мiж собою,

〈s|px〉 = 0, 〈px|py〉 = 0,

〈s|py〉 = 0, 〈px|pz〉 = 0,

〈s|pz〉 = 0, 〈py|pz〉 = 0,
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з умови нормування 〈1|1〉 = 1 знаходимо C = 1/2. Наступну фун-
кцiю |2〉 пiдберемо так, щоб вона мала тi ж властивостi й була
ортогональною до |1〉:

|2〉 = 1

2

(
|s〉 − |px〉 − |py〉+ |pz〉

)
.

Легко переконатись, що 〈1|2〉 = 0. Наступнi двi функцiї |3〉 та |4〉
знайдемо, використовуючи двi можливостi: перший раз помiняємо
мiсцями знак “+” перед |pz〉 iз знаком “−” перед |py〉, а другий раз
iз знаком “−” перед |px〉. Остаточно чотири ортонормованих стани
мають такий вигляд:

|1〉 =
1

2

(
|s〉+ |px〉+ |py〉+ |pz〉

)
,

|2〉 =
1

2

(
|s〉 − |px〉 − |py〉+ |pz〉

)
,

|3〉 =
1

2

(
|s〉 − |px〉+ |py〉 − |pz〉

)
,

|4〉 =
1

2

(
|s〉+ |px〉 − |py〉 − |pz〉

)
.

Визначимо напрямки зв’язкiв, що утворюються на базi цих станiв.
Оскiльки |s〉-стан є сферично-симетричним, то напрямки визна-
чаються знаками бiля |p〉-станiв. Перший стан |1〉 характеризую-
ться максимумом у напрямку дiагоналi першого октанта, утво-
реного осями (x, y, z), другий стан |2〉 — у напрямку дiагоналi
октанта, що утворений осями (−x,−y, z). Стан |3〉 напрямлений
уздовж дiагоналi октанта (−x, y,−z), а стан |4〉 — по дiагона-
лi октанта (x,−y,−z). Максимуми розподiлу електронних хмар
утворюють тетраедричну структуру. Тобто якщо в центр тетра-
едра помiстити атом вуглецю, то максимуми густин електрон-
них хмар напрямленi до вершин тетраедра. Тому чотири хвильовi
функцiї |1〉, |2〉, |3〉, |4〉 називають тетраедними орбiталями. Якщо
“пiд’єднати” до кожного з чотирьох електронiв на цих орбiталях
по електрону вiд атомiв водню, то отримаємо молекулу метану
CH4 (див. рис. 72). Таку ж структуру мають молекули CCl4 та
C(CH3)4. Цi ж орбiталi утворюють хiмiчний зв’язок у молекулах
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фреону. Оскiльки тут нас цiкавить питання напрямленостi хiмi-
чних зв’язкiв, то радiальний розподiл не обговорюємо.

Рис. 72. Молекула метану.

Iншi лiнiйнi комбiнацiї |s〉- та |p〉-станiв мiнiмiзують енерґiю в
молекулi етилену C2H4. Цю молекулу ми вже дослiджували пiд
час вивчення принципу суперпозицiї в Прикладi 3 з §3. Читаче-
вi корисно буде повернутись до нього. В етиленi гiбридизується
|s〉- та лише двi |p〉-орбiталi, а не три, як це було в попередньому
випадку. Нехай це будуть |px〉- та |py〉-орбiталi. Утворимо з них та
з |s〉-орбiталi три новi функцiї, якi описують розподiл електронної
густини з максимумами в площинi xOy i утворюють мiж собою
кути в 120◦, як зображено на рис. 73.

Утворимо стани згiдно з рисунком:

|1〉 = A
(
C1|s〉+ |px〉

)
,

|2〉 = B
(
C2|s〉 − |px〉 cos 60◦ + |py〉 cos 30◦

)
,

|3〉 = C
(
C3|s〉 − |px〉 cos 60◦ − |py〉 cos 30◦

)
.

З урахуванням умов нормування цих функцiй

〈1|1〉 = 1, 〈2|2〉 = 1, 〈3|3〉 = 1
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Рис. 73. sp2-гiбридизацiя в молекулi етилену.

отримаємо вирази для сталих нормування A, B, C через C1, C2,
C3:

|1〉 =
1√

C2
1 + 1

(
C1|s〉+ |px〉

)
,

|2〉 =
1√

C2
2 + 1

(
C2|s〉 −

1

2
|px〉+

√
3

2
|py〉

)
,

|3〉 =
1√

C2
3 + 1

(
C3|s〉 −

1

2
|px〉 −

√
3

2
|py〉

)
.

Не втрачаючи загальностi розгляду, уважаємо C1, C2, C3 дiйсни-
ми величинами.

Накладемо на цi стани умови ортогональностi:

〈1|2〉 = 0, 〈1|3〉 = 0, 〈2|3〉 = 0.

Iз цих умов легко одержуємо вiдповiднi рiвняння для величин C1,
C2, C3:

C1C2 −
1

2
= 0,
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C1C3 −
1

2
= 0,

C2C3 +

(
1

2

)2

−
(√

3

2

)2

= 0.

Iз перших двох рiвнянь цiєї системи знаходимо, що C2 = C3, з
останнiх двох — C1 = C2. Отже, C1 = C2 = C3 = ±1/

√
2. Фiксу-

ємо знак “+”. Остаточно, приєднуючи стан |4〉 = |pz〉, отримуємо
орбiталi sp2-гiбридизацiї:

|1〉 =

√
2

3

(
1√
2
|s〉+ |px〉

)
,

|2〉 =

√
2

3

(
1√
2
|s〉 − 1

2
|px〉+

√
3

2
|py〉

)
,

|3〉 =

√
2

3

(
1√
2
|s〉 − 1

2
|px〉 −

√
3

2
|py〉

)
,

|4〉 = |pz〉.

Першi три орбiталi лежать у площинi, що є перпендикулярною до
напрямку орбiталi |4〉.

При утвореннi молекули C2H4 атоми водню пiд’єднуються до
орбiталей |2〉, |3〉 атомiв вуглецю. Орбiталi |1〉 атомiв вуглецю
сильно перекриваються i утворюють σ-зв’язок. Перекриття ста-
нiв |4〉 утворює π-зв’язок мiж атомами. Саме такий набiр орбiта-
лей мiнiмiзує енерґiю цiєї молекули, що й пояснює її просторову
структуру.

Прикладом потрiйного зв’язку мiж атомами, крiм розгляну-
того вище в молекулi N2, є молекула ацетилену C2H2, структурна
формула така:

H− C ≡ C−H.

У цьому випадку маємо sp-гiбридизацiю, коли утворюється лi-
нiйна комбiнацiя з хвильових функцiй |s〉- та одного з |p〉-станiв.
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Нехай це буде |px〉-стан. Легко знаходимо чотири ортонормованi
орбiталi:

|1〉 =
1√
2

(
|s〉+ |px〉

)
,

|2〉 =
1√
2

(
|s〉 − |px〉

)
,

|3〉 = |py〉,

|4〉 = |pz〉.

Стан |1〉 має максимум розподiлу електронної густини в до-
датному напрямку осi x, стан |2〉 — у вiд’ємному. При утвореннi
молекули C2H2 атоми водню вступають у зв’язок з атомами ву-
глецю через стани |2〉. Стани |1〉 атомiв вуглецю, перекриваючись,
утворюють сильний σ-зв’язок, а перпендикулярнi до нього два
π-зв’язки утворенi перекриттям станiв |3〉 та |4〉 одного з атомiв
вуглецю iз цими ж станами iншого атома вуглецю.

Такi цiкавi молекули, як бензол, бутадiєн та iншi, ми розгляда-
ли в попереднiх роздiлах та прикладах до них. Тепер читачевi було
б повчально повернутись до цих прикладiв. Характери одинарних
та подвiйних зв’язкiв у них є такими ж, як у щойно розглянутих
молекулах.

На цьому ми завершимо аналiз властивостей хiмiчного зв’яз-
ку. Зазначимо лише, що iснують й iншi типи мiжатомних зв’яз-
кiв. Йонний зв’язок мiж атомами реалiзується, коли розподiл еле-
ктронної густини в системi вiдповiдає переходовi електрона вiд
одного атома до iншого. Вiн утворюється внаслiдок кулонiвсько-
го притягання мiж рiзнойменними йонами. Прикладом цього є
молекула кухонної солi NaCl. Узагалi кажучи, рiзку межу мiж
ковалентним та йонним зв’язком установити неможливо. Завжди
є деякий ступiнь йонностi зв’язку, який, мiж iншим, вимiрюють
спектральним методом, що ґрунтується на явищi ядерного ква-
друпольного резонансу (див. §38).

У металах зв’язок мiж йонами, якi “зануренi” в електронну
рiдину (електронний газ), є прикладом металiчного типу зв’язку.
Тут кулонiвське вiдштовхування мiж йонами на деяких характер-
них вiдстанях компенсується силами притягання, якi виникають
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унаслiдок їх екранування електронною рiдиною. Це екранування
є колективним багаточастинковим ефектом i залежить вiд густи-
ни електронної пiдсистеми, а характернi вiдстанi i є тими рiвнова-
жними мiжйонними вiдстанями, якi реалiзуються в кристалiчних,
аморфних та рiдких металах.

Вандерваальсiвський тип зв’язку мiж атомами ми розглянемо
докладно в наступному параграфi.

Ще один тип зв’язку — водневий. Прикладом речовини, де вiн
реалiзується, є вода. У молекулi H2O частина електронної хма-
ри водню змiщена до кисню i таким чином частково “оголений”
протон може притягуватись до електронеґативного кисню iншої
молекули. Водневий зв’язок має особливо велике значення в хiмiї
бiлка i процесах обмiну в живих органiзмах.

§ 90. Сили Ван дер Ваальса

Розгляньмо два нейтральнi атоми A i B iз зарядами ядер ZA i
ZB . Гамiльтонiан такої системи складається iз суми гамiльтонiанiв
iзольованих атомiв ĤA та ĤB та енерґiї кулонiвської взаємодiї U
ядра та електронiв атома A з усiма частинками атома B:

Û =
ZAZBe

2

|RA −RB |
+

ZA∑

i=1

ZB∑

j=1

e2

|RA + rAi −RB − rBj |

−
ZA∑

i=1

ZBe
2

|RA + rAi −RB |
−

ZB∑

j=1

ZAe
2

|RA −RB − rBj |
.

Тут RA, RB — координати ядер атомiв A та B; rAi, rBj — радiус-
вектори i-го електрона атома A i j-го електрона атома B вiдносно
своїх ядер: rAi = ri − RA, rBj = rj − RB . Електрони в атомi A
нумеруємо iндексом i, а в атомi B — iндексом j. Перший доданок
в операторi Û зображає енерґiю кулонiвського вiдштовхування
мiж ядрами. Другий доданок — це енерґiя вiдштовхування мiж
електронами атома A та електронами атома B. Третiй доданок є
енерґiєю притягання електронiв атома A ядром атома B. Наре-
штi останнiй доданок — це енерґiя притягання електронiв атома
B ядром атома A. Таким чином, оператор Û описує енерґiю мiж-
атомної взаємодiї.
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Ми поставимо собi за мету розрахувати енерґiю взаємодiї мiж
атомами залежно вiд вiдстанi мiж ними. Будемо розглядати опе-
ратор Û як збурення, уважаючи гамiльтонiаном нульової задачi
оператор ĤA+ ĤB, а хвильовою функцiєю нульового наближення
— добуток хвильових функцiй атомiв A та B. Знайдемо поправки
до енерґiй атомiв методом стандартної теорiї збурень. Спочатку
зробимо деякi простi перетворення в операторi Û . Використову-
ючи оператор змiщення, запишемо вираз пiд сумами в другому
доданку в Û так:

erAi∇e−rBj∇
1

R
=

1

|R+ rAi − rBj |
,

де радiус-вектор мiжатомної взаємодiї R = RA−RB , а в операторi
ґрадiєнта похiднi беруться за компонентами вектора R. Подiбно
виписуємо й наступнi доданки оператора Û . У результатi

Û =

ZA∑

i=1

ZB∑

j=1

(erAi∇ − 1)
(
e−rBj∇ − 1

) e2
R
.

Якщо ввести оператори зарядiв

Q̂A = e

ZA∑

i=1

(erAi∇ − 1) ,

тодi вираз для енерґiї мiжатомної взаємодiї набуває компактного
вигляду

Û = Q̂AQ̂
+
B

1

R
.

Формальний розклад експоненти в ряд у виразах для Q̂A, Q̂B

породжує оператори дипольних, квадрупольних i вищих мульти-
польних моментiв:

Q̂A = (dA
∇) + · · · ,

де оператор дипольного моменту

dA = e

ZA∑

i=1

rAi.
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Випишемо тепер ряд теорiї збурень для повної енерґiї атомiв,
що знаходяться в основному станi:

E = E(0) + E(1) + E(2) + · · · .
Енерґiя нульового наближення складається iз суми енерґiй основ-
них станiв атомiв EA

0 та EB
0 :

E(0) = EA
0 + EB

0 .

Перша поправка
E(1) = 〈0|Û |0〉

розраховується на хвильовiй функцiї нульового наближення
основного стану системи |0〉 = |0A〉|0B〉, де |0A〉, |0B〉 — хвильо-
вi функцiї основного стану iзольованих атомiв. Унаслiдок того,
що середнi значення дипольного моменту атома в основному ста-
нi дорiвнюють нулевi 〈0A|dA|0A〉 = 0, 〈0B |dB |0B〉 = 0, то перша
поправка E(1) = 0. Тому необхiдно розрахувати другу поправку.
Випишемо для неї загальний вираз:

E(2)
n =

∑

m(n 6=m)

|Umn|2

E
(0)
n −E

(0)
m

,

тут n = (nA, nB), m = (mA,mB) — квантовi числа, що нумерують
стани системи двох атомiв, де nA,mA та nB,mB — квантовi числа
для iзольованих атомiв, Umn — матричний елемент оператора Û .
Друга поправка для енерґiї основного стану, якщо в явнiй формi
розписати матричний елемент

Um0 = 〈m|Û |0〉 = 〈mA|Q̂A|0A〉〈mB |Q̂+
B|0B〉

1

R
,

має такий вигляд:

E
(2)
0 =

∑

mA,mB

|〈mA|Q̂A|0A〉〈mB |Q̂+
B|0B〉 1

R |2
EA

0 − EA
mA

+ EB
0 − EB

mB

.

Оскiльки рiзниця енерґiй, яка входить у знаменник виразу для
E

(2)
0 , має вiд’ємний знак:

E
(0)
0 − E(0)

m = EA
0 − EA

mA
+ EB

0 − EB
mB

< 0,
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то друга поправка до енерґiї основного стану є вiд’ємною вели-
чиною. Це означає, що взаємодiя мiж атомами, яка описується
поправкою E

(2)
0 , має характер притягання.

Розгляньмо випадок, коли беремо до уваги лише дипольний
момент в операторах зарядiв:

〈mA|Q̂A|0A〉 = 〈mA|dA|0A〉∇, 〈mB |Q̂+
B |0B〉 = −〈mB|dB |0B〉∇.

У цьому наближеннi пiсля простих обчислень отримаємо

E(2) = −const

R6
,

const =
∑

mA,mB

∣∣3
(
dA
mA,0n

) (
dB
mB ,0n

)
−
(
dA
mA,0d

B
mB ,0

)∣∣2

EA
mA

− EA
0 + EB

mB
− EB

0

,

dA
mA,0 = 〈mA|dA|0A〉, dB

mB ,0 = 〈mB |dB |0B〉,

де одиничний вектор n = R/R, причому const > 0.
Знайдений вираз для енерґiї мiжатомного притягання назива-

ють енерґiєю вандерваальсiвської взаємодiї. Як бачимо, на проти-
вагу обмiнним взаємодiям, сили притягання Ван дер Ваальса, що,
за означенням, дорiвнюють ґрадiєнтовi вiд E(2), взятому зi зна-
ком “−”, спадають за степеневим законом ∼ 1/R7. Вони приводять
до виникнення вiд’ємних значень на кривих потенцiальної енерґiї
взаємодiї мiж атомами, якi не утворюють стiйких молекул. Цi по-
тенцiальнi ями є мiлкими i розташованi на вiддалях, якi є значно
бiльшими, нiж мiжатомнi вiдстанi в стiйких молекулах. Зокрема
для атомарного поляризованого водню, про який йшлося у вiд-
ступi до §87, потенцiальна яма глибиною ∼ 5◦K розташована на
вiдстанi мiж атомами ∼ 4 Å.

Знайдемо оцiнку зверху i знизу величини const для взаємо-
дiї мiж двома атомами водню. Для цього знаменник у виразi для
const замiнимо його найменшим значенням 3e2/4aB i найбiльшим
— e2/aB. При цьому чисельник пiсля пiдсумовування за промi-
жними станами згортається до середнього за основним станом
вiд квадрата величини [3(dAn)(dBn) − (dAdB)]. Якщо спряму-
вати вiсь z уздовж n, то це середнє дорiвнює e4〈(2zAzB − xAxB −
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yAyB)
2〉 = e4(4〈z2A〉〈z2B〉 + 〈x2A〉〈x2B〉 + 〈y2A〉〈y2B〉) = 6e2a4B, оскiльки

〈x2A〉 = . . . = 〈z2B〉 = a2B. Отже, маємо 6e2a5B < const < 8e2a5B.
Точний розрахунок дає: const ≃ 6.5e2a5B. Для двох атомiв гелiю
const ≃ 1.6e2a5B.

Зазначимо, що саме сили Ван дер Ваальса є вiдповiдальни-
ми за скраплення газу з нейтральних атомiв i утворення стiйкого
рiвноважного рiдкого стану з вiд’ємним значенням повної енерґiї.

Важливим випадком мiжатомної взаємодiї є так звана резо-
нансна взаємодiя. Вона виникає в системi однакових атомiв, час-
тина з яких перебуває в основному, а частина в збудженому ста-
нах. Для випадку двох атомiв, один з яких є в основному станi ψ0,
а iнший у збудженому — ψn, хвильова функцiя системи ψ(1, 2),
унаслiдок виродження, є в нульовому наближеннi лiнiйною ком-
бiнацiєю добуткiв хвильових функцiй:

ψ(1, 2) =
1√
2
[ψ0(1)ψn(2) ± ψ0(2)ψn(1)].

У цьому випадку поправка до енерґiї нульового наближення ви-
никає вже в першому порядку теорiї збурень, i отже, вона є про-
порцiйною до 1/R3, а не до 1/R6, як для сил Ван дер Ваальса.

§ 91. Бозе-рiдина

Дослiдимо квантовi стани багаточастинкової системи, яка
складається з N тотожних безспiнових бозе-частинок маси m ко-
жна i з декартовими координатами r1, . . . , rN в об’ємi V . Гамiльто-
нiан такої системи дорiвнює сумi кiнетичної енерґiї всiх частинок
та їх потенцiальної енерґiї, яку вiзьмемо як суму енерґiй попарних
мiжчастинкових взаємодiй Φ(|ri − rj|), (i, j) = 1, . . . , N :

Ĥ =

N∑

j=1

p̂2
j

2m
+

∑

1≤i<j≤N

Φ(|ri − rj|),

тут p̂j = −i~∇j — оператор iмпульсу j-ої частинки. На основi цiєї
моделi вивчають властивостi такої багатобозонної системи як рiд-
кий 4He. Рiдкий гелiй — квантова рiдина, яка є цiкавим об’єктом
фiзичних дослiджень, оскiльки тут квантовомеханiчнi принципи,
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що визначають поведiнку частинок мiкросвiту, яскраво виявля-
ють себе в макроскопiчних масштабах. Квантовомеханiчнi зако-
номiрностi стають визначальними, якщо довжина хвилi де Брой-
ля спiвмiрна i бiльша за характернi просторовi масштаби, якими
в рiдинi є середня вiдстань мiж частинками.

Рiдкий 4He є бозе-рiдиною, оскiльки його атоми — бозе-
частинки. Рiдкий 3He є фермi-рiдиною, тому що його атоми —
фермiони. Властивостi цих рiдин радикально вiдрiзняються мiж
собою. Далi мова йтиме саме про 4He. Ця унiкальна бозе-рiдина
виявляє при низьких температурах незвичайну здатнiсть протiка-
ти крiзь тонкi капiляри без тертя — так зване явище надплинно-
стi, що є прямим наслiдком квантовомеханiчного принципу тото-
жностi частинок. Це явище, як i багато iнших цiкавих властиво-
стей рiдкого 4He, можна вивчати, якщо знайти його енерґетичний
спектр та хвильовi функцiї.

Отже, нашим завданням є розв’язати стацiонарне рiвняння
Шрединґера з цим гамiльтонiаном, тобто знайти його власнi зна-
чення та власнi функцiї. З цiєю метою розкладемо двочастинкову
потенцiальну енерґiю в ряд Фур’є:

Φ(|ri − rj|) =
1

V

∑

k

νke
ik(ri−rj) =

ν0
V

+
1

V

∑

k 6=0

νke
ik(ri−rj),

νk =

∫
e−ikRΦ(R) dR,

i запишемо гамiльтонiан нашої системи так:

Ĥ =
N∑

j=1

p̂2
j

2m
+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑

k 6=0

νk(ρkρ−k − 1),

де величина

ρk =
1√
N

N∑

j=1

e−ikrj , k 6= 0

є коефiцiєнтом Фур’є флюктуацiї густини частинок. Справдi, за
означенням, густина частинок системи в деякiй точцi простору r

n(r) =

N∑

j=1

δ(r − rj),
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а середня густина дорiвнює N/V . Отже, флюктуацiя густини ча-
стинок ∆n(r) = n(r)−N/V , а її коефiцiєнт Фур’є

∆nk =

∫
dr e−ikr∆n(r) =

N∑

j=1

∫
e−ikr

[
δ(r− rj)−

1

V

]
dr

=

N∑

j=1

e−ikrj −Nδk,0 =
√
Nρk, k 6= 0,

i очевидно, ∆nk = 0, k = 0.
Як ми знаємо, хвильовi функцiї системи тотожних бозе-

частинок є симетричними функцiями стосовно перестановок їх
координат (r1, . . . , rN ). Бачимо, що величини ρk також є симе-
тричними щодо цих перестановок. Це наштовхує на думку взяти
величини ρk за змiннi, вiд яких залежатимуть хвильовi функцiї
системи, i отже, розв’язки рiвняння Шрединґера не потребува-
тимуть додаткової операцiї симетризацiї — ми з самого початку
будемо знаходити їх на класi симетричних функцiй. Крiм того,
потенцiальна енерґiя має квадратичну залежнiсть вiд змiнних ρk
i можна очiкувати, що в ρk-представленнi ми будемо мати гамiль-
тонiан сукупностi осциляторiв, що значно спростить розв’язок по-
ставленої задачi.

Записати оператор кiнетичної енерґiї в гамiльтонiанi Ĥ через
змiннi ρk, тобто перейти до ρk-представлення, нескладно. Справ-
дi, за стандартною схемою переходимо вiд диференцiювання за
змiнними (r1, . . . , rN ) до диференцiювання за ρk i маємо

∇j =
∑

k 6=0

(∇jρk)
∂

∂ρk
= −

∑

k 6=0

ike−ikrj
√
N

∂

∂ρk
,

∇
2
j = ∇j

∑

k 6=0

(∇jρk)
∂

∂ρk

= −
∑

k 6=0

k2e−ikrj
√
N

∂

∂ρk
−
∑

k 6=0

ike−ikrj
√
N

∂

∂ρk
∇j
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= −
∑

k 6=0

k2e−ikrj
√
N

∂

∂ρk
−
∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

(kk′)√
N
e−i(k+k′)rj ∂2

∂ρk∂ρk′
,

або, видiляючи члени з k+ k′ = 0 окремо, знаходимо

∇
2
j = −

∑

k 6=0

k2√
N
e−ikrj

∂

∂ρk
+

1

N

∑

k 6=0

k2
∂2

∂ρk∂ρ−k

−
∑

k 6=0

∑

k′ 6=0
k+k′ 6=0

(kk′)
N

e−i(k+k′)rj ∂2

∂ρk∂ρk′
.

Пiдставляючи цей вираз у гамiльтонiан Ĥ i беручи до уваги озна-
чення величини ρk, маємо:

Ĥ =
∑

k 6=0

~2k2

2m

(
ρk

∂

∂ρk
− ∂2

∂ρk∂ρ−k

)

+
∑

k 6=0

∑

k′ 6=0
k+k′ 6=0

~2(kk′)

2m
√
N
ρk+k′

∂2

∂ρk∂ρk′

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑

k 6=0

νk(ρkρ−k − 1).

Перше, що впадає тут у вiчi, це те, що гамiльтонiан у ρk-
представленнi є неермiтовим — перший доданок у перших круглих
дужках. Це й не дивно, оскiльки перехiд вiд декартових коорди-
нат (r1, . . . , rN ) до змiнних ρk не є унiтарним. Це очевидно хоча б
з того, що кiлькiсть декартових змiнних дорiвнює DN (D — ви-
мiрнiсть простору), а кiлькiсть ρk-змiнних є безмежною, тому що,
як ми знаємо, кожна з компонент вектора k (який нумерує вели-
чини ρk) перебiгає безмежну кiлькiсть значень, кратних до 2π/L,
LD = V . Отже, серед змiнних ρk є зайвi. Вивчимо докладнiше це
питання8.

8Уперше цей метод “зайвих змiнних” застосували до розв’язку рiвняння
Шрединґера М. Боголюбов i Д. Зубарєв у 1955 роцi (ЖЭТФ, 1955, 28, с. 129).
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Насамперед, як видно з означення, змiннi ρk є комплексними
величинами:

ρk = ρck − iρsk,

ρck =
1√
N

N∑

j=1

cos(krj),

ρsk =
1√
N

N∑

j=0

sin(krj),

причому їхнi дiйснi та уявнi частини змiнюються в межах вiд
(−

√
N) до

√
N . Далi, оскiльки маємо умову, що ρ∗k = ρ−k, тоб-

то ρck = ρc−k, ρsk = −ρs−k, то змiннi з певним значенням iнде-
ксу k збiгаються з точнiстю до знака зi змiнними, якi мають iн-
декс (−k). Це означає, що потрiбно враховувати лише величи-
ни ρk з iндексами k з пiвпростору їх можливих значень. Але й
цих змiнних забагато. Тому перехiд до ρk-представлення пови-
нен вiдбуватись iз деякою ваговою функцiєю J , що залежить вiд
величин ρk i ефективно зменшуватиме до потрiбного рiвня роль
“зайвих” змiнних ρk, зокрема зробить рiвними об’єми конфiгура-
цiйного простору

∫
dr1 . . .

∫
drN = V N та ρk-простору:

V N =
∏

k 6=0

′

√
N∫

−
√
N

dρck

√
N∫

−
√
N

dρsk J,

iнтеґрування тут вiдбувається за дiйсними й уявними частинами
величин ρk, причому до уваги беремо лише пiвпростiр значень k,
що й позначено штрихом над символом добутку за k. Можемо
говорити про функцiю J як про якобiан переходу вiд сукупно-
стi декартових координат (r1, . . . , rN ) до сукупностi ρk-змiнних.
Хвильовi функцiї нашої системи ψ в ρk-представленнi також нор-
муються з вагою:

∏

k 6=0

′

√
N∫

−
√
N

dρck

√
N∫

−
√
N

dρsk J |ψ|2 = 1.
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Уведемо тепер шрединґерiвськi хвильовi функцiї, якi норму-
ємо вже без вагової функцiї, тобто “справжнi” хвильовi функцiї
(див. § 2)

ψ̄ = ψ
√
J,

∏

k 6=0

′

√
N∫

−
√
N

dρck

√
N∫

−
√
N

dρsk |ψ̄|2 = 1.

Для цих нових функцiй рiвняння Шрединґера,

ĤJ−1/2ψ̄ = EJ−1/2ψ̄,

пiсля множення злiва на J1/2 є таким:

Ĥ ′ψ̄ = Eψ̄,

де новий гамiльтонiан

Ĥ ′ = J1/2ĤJ−1/2

вже повинен бути ермiтовим у звичайному сенсi. Принагiдно за-
уважимо, що таку ж процедуру ермiтизацiї гамiльтонiана частин-
ки у представленнi сферичних координат ми застосували в при-
кладi до §39, де знайдено гамiльтонiан Ĥ ′ i попутно обчислено
якобiан переходу вiд декартових до сферичних координат.

Беручи до уваги ρk-представлення оператора Ĥ, простими пе-
ретвореннями знаходимо явний вигляд гамiльтонiана Ĥ ′:

Ĥ ′ =
∑

k 6=0

~2k2

2m

(
− ∂2

∂ρk∂ρ−k

− 1

2
ρk
∂ ln J

∂ρk
+

1

2

∂2 ln J

∂ρk∂ρ−k

− 1

4

∂ ln J

∂ρk

∂ ln J

∂ρ−k

)
+
∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

~2(kk′)

2m
√
N
ρk+k′
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×
[

∂2

∂ρkρk′
− 1

2

∂2 ln J

∂ρk∂ρk′
+

1

4

∂ ln J

∂ρk

∂ ln J

∂ρk′

]
+∆K̂

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑

k 6=0

νk(ρkρ−k − 1),

де неермiтова частина гамiльтонiана, яка породжена оператором
кiнетичної енерґiї,

∆K̂ =
∑

k 6=0

~2

2m

[
k2
(
ρk +

∂ ln J

∂ρ−k

)
− 1√

N

∑

k 6=0
k+k′ 6=0

(kk′)ρk+k′
∂ ln J

∂ρk′

]
∂

∂ρk
.

Для того, щоб гамiльтонiан Ĥ ′ був ермiтовим, покладемо ∆K̂ =
0 i звiдси знайдемо рiвняння, яке повинна задовольняти вагова
функцiя J :

ρk +
∂ ln J

∂ρ−k

− 1√
N

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

(kk′)
k2

ρk+k′
∂ ln J

∂ρk′
= 0.

Разом iз виписаною вище умовою рiвностi об’ємiв конфiгурацiйно-
го простору та ρk-простору (умова нормування для J) це рiвняння
повнiстю визначає вагову функцiю J .

Знайдене рiвняння для ln J дає змогу значно спростити га-
мiльтонiан Ĥ ′. Справдi, враховуємо в Ĥ ′ другий i третiй доданки
у квадратних дужках пiд знаком двох сум за k та k′ й виконуємо
простi вправи:

∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

~2(kk′)

2m
√
N
ρk+k′

[
1

4

∂ ln J

∂ρk

∂ ln J

∂ρk′
− 1

2

∂2 ln J

∂ρk∂ρk′

]

=
∑

k 6=0

(
1

4

∂ ln J

∂ρk
− 1

2

∂

∂ρk

) ∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

~2(kk′)

2m
√
N
ρk+k′

∂ ln J

∂ρ′k
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=
∑

k 6=0

~2k2

2m

(
1

4

∂ ln J

∂ρk
− 1

2

∂

∂ρk

)(
ρk +

∂ ln J

∂ρ−k

)

=
∑

k 6=0

~2k2

2m

[
1

4

∂ ln J

∂ρk

(
ρk +

∂ ln J

∂ρ−k

)
− 1

2
− 1

2

∂2 ln J

∂ρkρ−k

]
.

Друга рiвнiсть тут отримана завдяки рiвнянню для ln J . Пiдстав-
ляючи цей вираз у Ĥ ′, бачимо, що багато доданкiв взаємно ско-
рочуються i в результатi:

Ĥ ′ =
∑

k

~2k2

2m

[
− ∂2

∂ρk∂ρ−k

− 1

4
ρk
∂ ln J

∂ρk
− 1

2

]

+
∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

~2(kk′)

2m
√
N
ρk+k′

∂2

∂ρk∂ρk′

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑

k 6=0

νk(ρkρ−k − 1).

Будемо розв’язувати рiвняння для J методом послiдовних на-
ближень, формально приймаючи, що останнiй член у ньому iз
сумою за k′ є пропорцiйним деякому малому параметровi. В ну-
льовому наближеннi маємо:

ρk +
∂ ln J

∂ρ−k

= 0.

Звiдси, iнтеґруючи, одержуємо

ln J = lnC − 1

2

∑

q 6=0

ρqρ−q,

C — стала, яку потрiбно знайти з умови нормування для J .
У наступному наближеннi пiдставляємо цей вираз ln J в остан-

нiй доданок вихiдного рiвняння i знаходимо

ρk +
∂ ln J

∂ρ−k

+
1√
N

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

(kk′)
k2

ρk+k′ρ−k′ = 0.
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Нехитрими перетвореннями легко показати, що останнiй доданок:

1√
N

∑

k′ 6=0
k+k′ 6=0

(kk′)
k2

ρk+k′ρ−k′ = − 1

2
√
N

∑

q1 6=0

∑

q2 6=0
q1+q2=k

ρq1ρq2 .

Справдi, якщо в ньому зробити замiну змiнної пiдсумовування
k′ на k′′ = −k − k′ i зауважити, що оскiльки (kk′)/k2 = −k(k +
k′′)/k2 = −1−(kk′′)/k2, то вiн розпадається на два доданки, з яких
другий знову дорiвнює вихiдному виразу зi знаком мiнус. Звiдси
(з перепозначеннями k′ = −q1, k′′ = −q2) i випливає виписана
рiвнiсть. Цього результату можна досягнути ще й так:

1√
N

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

(kk′)
k2

ρk+k′ρ−k′

= − 1√
N

∑

q1 6=0

∑

q2 6=0
q1+q2=k

(kq2)

k2
ρq1ρq2

= − 1√
N

∑

q1 6=0

∑

q2 6=0
q1+q2=k

1

2

[
(kq1)

k2
+

(kq2)

k2

]
ρq1ρq2 ,

перша рiвнiсть тут — це очевиднi переозначення, а другу отриму-
ємо як пiвсуму симетризованого за q1 та q2 виразу. Оскiльки ква-
дратна дужка дорiвнює одиницi, внаслiдок того, що q1 + q2 = k,
то ми знову отримуємо попередню формулу. Пiдставляючи її в
рiвняння для ln J та iнтеґруючи його, маємо:

ln J = lnC − 1

2

∑

q 6=0

ρqρ−q +
1

2 · 3
√
N

∑

q1 6=0

∑

q2 6=0

∑

q3 6=0
q1+q2+q3=0

ρq1ρq2ρq3 .
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Продовжуючи цей iтерацiйний процес iз використанням нашо-
го симетризацiйного трюку, остаточно знаходимо9:

ln J = lnC +
∑

n≥2

(−)n−1

n(n− 1)(
√
N)n−2

∑

q1 6=0

. . .
∑

qn 6=0
q1+...+qn=0

ρq1 . . . ρqn .

Якщо звiдси ln J пiдставити в останнiй вираз для гамiльтонi-
ана Ĥ ′, то остаточно знаходимо його явний вигляд:

Ĥ ′ = Ĥ ′
0 +∆Ĥ ′,

де

Ĥ ′
0 =

∑

k 6=0

~2k2

2m

[
− ∂2

∂ρkρ−k

+
1

4
ρkρ−k − 1

2

]

+
N(N − 1)

2V
ν0 +

N

2V

∑

k 6=0

νk(ρkρ−k − 1),

∆Ĥ ′ =
∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

~2(kk′)

2m
√
N
ρk+k′

∂2

∂ρk∂ρk′

+
∑

n≥3

(−)n

4n(n− 1)(
√
N)n−2

×
∑

k1 6=0

. . .
∑

kn 6=0
k1+...+kn=0

~2

2m
(k21 + . . . k2n)ρk1 . . . ρkn .

Оператор Ĥ ′
0 є, як ми й очiкували, гамiльтонiаном безмежної су-

купностi незв’язаних мiж собою гармонiчних осциляторiв, якi опи-
сують коливання густини частинок системи. Оператор ∆Ĥ ′ пред-
ставляє внесок вiд ангармонiчностi цих коливань, причому, якщо

9Цiкаво, що цей ряд неважко формально пiдсумувати (записуючи умову
q1 + . . . + qn = 0 iнтеґральним зображенням символу Кронекера) i подати
його компактним виразом. Залишаємо це читачам.
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другий доданок у ньому — звичнi нам “кубiчнi” та вищi ангармо-
нiзми, то перший є своєрiдним ангармонiзмом, оскiльки вiн ква-
дратичний за “iмпульсами” ∂/∂ρk i лiнiйний за “координатами”
ρk.

Надалi зосередимо нашу увагу на обчисленнi власних значень i
власних функцiй гамiльтонiана Ĥ ′

0, а оператор ангармонiзмiв ∆Ĥ ′

не будемо брати до уваги. Внесок ангармонiчних членiв можна
розраховувати методами стандартної теорiї збурень. Розв’язок за-
дачi з гамiльтонiаном Ĥ ′

0 легко знайдемо, користуючись резуль-
татами §§21, 22. Ситуацiя аналогiчна до процедури квантування
вiльного електромагнiтного поля. У зв’язку з цим робимо лише
вiдповiднi перепозначення i враховуємо, що актуальними змiна-
ми є величини ρck та ρsk, iндекси яких набувають значень лише з
пiвпростору всiх можливих значень k. Далi, оскiльки

ρk = ρck − iρsk, ρ−k = ρck + iρsk,

то

ρck =
1

2
(ρk + ρ−k), ρsk =

i

2
(ρk − ρ−k),

∂

∂ρk
=

1

2

(
∂

∂ρck
+ i

∂

∂ρsk

)
,

∂

∂ρ−k

=
1

2

(
∂

∂ρck
− i

∂

∂ρsk

)

i гамiльтонiан

Ĥ ′
0 =

∑

k 6=0

′
[
− ~2k2

4m

(
∂2

∂ρc2
k

+
∂2

∂ρs2
k

)

+

(
~2k2

4m
+
N

V
νk

)
(ρc2k + ρs2k )

]

+
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑

k 6=0

(
~2k2

4m
+

N

2V
νk

)
,

штрих бiля першої суми за k означає, що пiдсумовування за k йде
лише в пiвпросторi значень k. Уведемо тепер частоту осцилятора
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ωk та його масу mk такi, щоб множники бiля квадратiв змiнних
та других похiдних вiдповiдали гармонiчному осциляторовi

mkω
2
k

2
=

~2k2

4m
+
N

V
νk,

~2

2mk
=

~2k2

4m
.

Звiдси

mk = 2m/k2, ωk =
~k2

2m
αk, αk =

√√√√1 +
2N

V
νk

/
~2k2

2m
.

Продовжуючи аналогiю з гармонiчним осцилятором, уведемо зне-
розмiрену координату

ξk = ρk

/√
~

mkωk
=

√
αkρk,

через яку й запишемо гамiльтонiан Ĥ ′
0:

Ĥ ′
0 =

∑

k 6=0

′
~ωk

(
− ∂2

∂ξc2
k

+ ξc2k

)
+
∑

k 6=0

′
~ωk

(
− ∂2

∂ξs2
k

+ ξs2k

)

+
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑

k 6=0

(
~2k2

4m
+

N

2V
νk

)
.

Маємо гамiльтонiан двох безмежних сукупностей гармонiчних
осциляторiв або одну сукупнiсть двовимiрних осциляторiв (це вiд-
повiдає дiйснiй та уявнiй частинам ρk). Уведемо тепер два “сорти”
операторiв породження i знищення, як це було зроблено в §22,

b̂+
k,µ =

1√
2

(
ξµ
k
− d

dξµk

)
,

b̂k,µ =
1√
2

(
ξµk +

d

dξµk

)
,
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µ = (c, s) з переставними спiввiдношеннями

b̂k,µb̂
+
k,µ − b̂+k,µb̂k,µ = 1,

а всi решта можливi комутатори дорiвнюють нулевi. Гамiльтонiан

Ĥ ′
0 =

∑

k 6=0

′ ∑

µ=c,s

~ωk

(
b̂+
k,µb̂k,µ +

1

2

)

+
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑

k 6=0

(
~2k2

4m
+

N

2V
νk

)
.

Тепер уже легко виписуємо з §22 енерґетичнi рiвнi нашої системи

E...,nc
k
,...;...,ns

k
,... =

∑

k 6=0

′
~ωk

(
nck +

1

2

)
+
∑

k 6=0

′
~ωk

(
nsk +

1

2

)

+
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑

k 6=0

(
~2k2

4m
+
N

2V
νk

)
,

де квантовi числа nck = 0, 1, 2, . . .; nsk = 0, 1, 2, . . ., а також вiдпо-
вiднi хвильовi функцiї

ψ̄...,nc
k
,...;...,ns

k
,... =

∏

k 6=0

′ (mkωk

π~

)1/4 e−ξc2
k
/2

√
2n

c
knck!

Hnc
k
(ξck)

×
∏

k 6=0

′ (mkωk

π~

)1/4 e−ξs2
k
/2

√
2n

s
knsk!

Hns
k
(ξsk),

де Hn(ξ) — полiном Ермiта.
Отже, вивчення нашої вихiдної системи багатьох взаємодiю-

чих бозе-частинок — квантової рiдини — ми звели до вивчення
безмежної сукупностi квазiчастинок або елементарних збуджень,
якi моделюємо квантовими осциляторами. Цi квазiчастинки та-
кож є бозонами. У головному наближеннi вони не взаємодiють
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мiж собою, i їх властивостi визначає гамiльтонiан Ĥ ′
0. Урахуван-

ня в гамiльтонiанi Ĥ ′
0 ангармонiчного збурення ∆Ĥ ′ приводить до

розсiяння квазiчастинок мiж собою та їх розпаду, внаслiдок чого
вони мають скiнченну тривалiсть життя. Iнтенсивнiсть цих про-
цесiв визначає, як довго “живуть” квазiчастинки, тобто настiль-
ки добре визначеними є елементарнi збудження i отже, настiльки
адекватним є зiставлення з квантовою рiдиною такої моделi газу
квазiчастинок. У випадку квантування вiльного електромагнiтно-
го поля таке зiставлення полю системи невзаємодiючих фотонiв є
адекватним, оскiльки гамiльтонiан поля точно зображується га-
мiльтонiаном для безмежної сукупностi невзаємодiючих мiж со-
бою лiнiйних гармонiчних осциляторiв.

Покладаємо nck = nsk = 0 i знаходимо енерґiю основного стану

E0 =
∑

k 6=0

~ωk

2
+
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑

k 6=0

(
~2k2

4m
+
N

2V
νk

)

або пiсля простої вправи

E0 =
N(N − 1)

2V
ν0 −

∑

k 6=0

~2k2

8m
(αk − 1)2

i хвильову функцiю основного стану

ψ̄0 = e−
1
4

∑

k6=0 αkρkρ−k

∏

k 6=0

′
√
αk

π
.

Тепер енерґiю для довiльного стану можна записати так:

E...,nk,... = E0 +
∑

k 6=0

~ωknk,

де головне квантове число nk = nck + nsk. Як бачимо, маємо ви-
родження станiв, оскiльки енерґiя залежить вiд суми квантових
чисел nck та nsk. Хвильовi функцiї запишемо так:

ψ̄...,nc
k
,...;...,ns

k
,... = e−

1
4

∑

k6=0 αkρkρ−k

×
∏

k 6=0

′
√
αk

π

Hnc
k
(ξck)Hns

k
(ξsk)√

2n
c
k
+ns

knck!n
s
k!
.
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Щоб завершити наш розв’язок, випишемо ще знайдену вище
в цьому наближеннi вагову функцiю J :

J = Ce−
1
2

∑

k6=0 ρkρ−k .

Сталу C знаходимо з умови нормування для J :

V N = C
∏

k 6=0

′

√
N∫

−
√
N

dρck

√
N∫

−
√
N

dρske
−ρc2

k e−ρs2
k ,

тут ми врахували, що
∑

k 6=0

ρkρ−k =
∑

k 6=0

|ρk|2 =
∑

k 6=0

(ρc2k + ρs2k ) = 2
∑

k 6=0

′
(ρc2k + ρs2k ).

Оскiльки у своїх розрахунках ми завжди розводимо межi об’єму,
у якому перебуває дослiджувана система, на безмежнiсть, то й
кiлькiсть частинок N необхiдно спрямувати до безмежностi так,
щоб зберегти сталою густину ρ = N/V (так званий термодинамi-
чний граничний перехiд),

V → ∞, N → ∞, ρ = N/V = const.

Отже, iнтеґрування за ρck та ρsk вiдбувається фактично в безме-
жних межах i кожен iнтеґрал тут дорiвнює

√
π. Тому

C = V N


∏

k 6=0

′ 1
π


 ,

а вагова функцiя остаточно

J = V N


∏

k 6=0

′ 1
π


 e−

1
2

∑

k6=0 ρkρ−k .

Тепер ми можемо виписати й вихiдну хвильову функцiю основ-
ного стану

ψ0 = J−1/2ψ̄0 =
1√
V N


∏

k 6=0

′√
αk


 e−

1
4

∑

k6=0(αk−1)ρkρ−k .
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При вiдсутностi взаємодiї мiж частинками νk = 0, αk = 1 ми при-
ходимо до хвильової функцiї основного стану системи iдеальних
частинок ψ0 = 1/

√
V N , знайденої в прикладi 1 до § 81.

Найнижчий збуджений стан бозе-рiдини з енерґiєю E0 + ~ωq

вiдповiдає таким квантовим числам: nck=q = 1, nck 6=q = 0, nsk = 0,
для всiх k; або nck = 0 для усiх k, а nsk=q = 1, nsk 6=q = 0. Вiдповiднi
хвильовi функцiї є такими:

ψ1 = ψ0

√
2ξck, ψ′

1 = ψ0

√
2ξsk.

Можна взяти нормовану лiнiйну суперпозицiю цих станiв

ψ =
1√
2
(ψ1 + iψ′

1) = ξ−qψ0 =
√
αqρ−qψ0,

яка вiдповiдає тiй же енерґiї збудження Eq = ~ωq. Iз умови нор-
мування ∫

dr1 . . .

∫
drN |ψ|2 = 1

знаходимо
αq〈ρqρ−q〉 = 1,

де кутовi дужки означають усереднення за основним станом iз
функцiєю ψ0. Звiдси знаходимо структурний фактор багатобозон-
ної системи, яка перебуває в основному станi:

Sq = 〈ρqρ−q〉 =
1

αq
.

Отже, хвильова функцiя збудженого стану

ψ =
1√
Sq
ρ−qψ0,

а енерґетичний спектр збуджень

Eq = ~ωq = ~2q2/2mSq.

Саме таку хвильову функцiю й вiдповiдну енерґiю ми знайшли
iншим методом для рiдкого 4He в Прикладi 3 до § 81.
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Зауважимо, що ми могли б зразу працювати з лiнiйними ком-
бiнацiями хвильових функцiй, запровадивши оператори:

b̂+
k
= − ∂

∂ξk
+

1

2
ξ−k,

b̂k =
∂

∂ξ−k

+
1

2
ξk,

тобто

b̂+
k
=

1√
2
(b̂+

k,c + ib̂+
k,s),

b̂k =
1√
2
(b̂k,c − ib̂k,s),

з якими гамiльтонiан

Ĥ ′
0 =

∑

k 6=0

~ωkb̂
+
k b̂k +E0.

Далi обчислювати можна мовою нових операторiв i за стандар-
тною схемою знаходити хвильову функцiю основного та збудже-
них станiв, причому зв’язок мiж “новими” i “старими” хвильовими
функцiями встановлює так звана теорема додавання для полiно-
мiв Ермiта, яку доводимо шляхом розкриття nk-ого степеня опе-
ратора b̂+

k
як бiнома Ньютона на суму добуткiв операторiв (b̂+

k,c)
pk

(b̂+k,s)
nk−pk , pk = 0, 1, . . . , nk, що при дiї на основний стан i поро-

джують вiдповiднi добутки полiномiв Ермiта.
Дослiдимо енерґетичний спектр квантової рiдини Eq. Для ма-

лих значень хвильового вектора q, як видно з формули для αq,

αq = 2

√
mN

V
ν0

1

~q
, q → 0.

Тому енерґетичний спектр у цiй межi є лiнiйним за q i вiдповiдає
поширенню звукових хвиль у рiдинi:

Eq = ~cq,
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де швидкiсть звуку

c =

√
Nν0
V m

.

Цю дiлянку спектра називають фононною. Структурний фактор
у цiй довгохвильовiй межi, тобто при малих значеннях хвильового
вектора,

Sq =
~q

2mc
, q → 0.

Для великих значень хвильових векторiв q коефiцiєнт Фур’є мiж-
частинкової взаємодiї νq → 0, тому αq → 1 i енерґетичний спектр
стає квадратичним за q, Eq = ~2q2/2m, q → ∞. Для промiжних
значень хвильового вектора q енерґiя Eq суттєво залежить вiд ха-
рактеру мiжчастинкової взаємодiї.

На завершення торкнемось питання механiзму виникнення
явища надплинностi в бозе-рiдинi. Оскiльки величина αq, яка ви-
значає поведiнку хвильової функцiї основного стану ψ0, при q → 0,
є обернено пропорцiйною до q, то зворотне перетворення Фур’є
приводить до того, що показник в експонентi хвильової функцiї
є обернено пропорцiйним до квадрата вiдстаней мiж частинка-
ми, тобто на великих вiдстанях вiн ∼ 1/|ri − rj |2, |ri − rj | → ∞.
Отже, маємо слабке спадання логарифма хвильової функцiї при
розведеннi частинок на великi взаємнi вiдстанi, тобто кореляцiї
мiж ними є далекодiючими й атоми рiдини перебувають у силь-
носкорельованому станi, що, врештi-решт, i є причиною виникне-
ння явища надплинностi. Якщо рiдина рухається крiзь капiляр iз
невеликою швидкiстю, то енерґiя її взаємодiї зi стiнками капiля-
ра є замалою, щоб перекинути рiдину як цiле (а не окремi ато-
ми — саме внаслiдок їхньої сильної скорельованостi) у збуджений
квантовий стан, народивши за рахунок енерґiї ї ї поступального
руху елементарне збудження з енерґiєю ~ωq. Тому рух рiдин не
сповiльнюється. При нагрiваннi рiдини ця скорельованiсть руй-
нується i надплиннiсть при деякiй температурi зникає. Насправдi
цi нашi якiснi мiркування потребують тоншого аналiзу, оскiль-
ки енерґетичний спектр макроскопiчної системи є квазiнеперерв-
ним i при V → ∞ вiдстань мiж рiвнями прямує до нуля i спектр
стає неперервним. Тому, здавалось би, будь-яке невелике збурен-
ня переведе систему в збуджений стан. Однак для неперервного
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спектра важливою характеристикою є густина станiв, тобто кiль-
кiсть квантових станiв на одиницю енерґiї. У нашому випадку для
вимiрностi простору D = 3 при малих значеннях енерґiї густина
станiв є квадратичною функцiєю енерґiї, отже, є дуже збiдненою
(тобто мале збурення не має куди “закидати” квантову рiдину).
Для прикладу, в iдеальному тривимiрному бозе-газi густина ста-
нiв пропорцiйна до кореня квадратного з енерґiї, тому iдеальний
бозе-газ, на вiдмiну вiд рiдкого гелiю, не є надплинним.



ГЛА ВА XII

ОСНОВИ КВАНТОВОЇ IНФОРМАЦIЇ

§ 92. Сплутанi EPR-стани

Квантова iнформацiя — це наука, яка вивчає способи збереже-
ння, переробки та передачi iнформацiї з використанням кванто-
вих законiв i явищ. Головним при цьому є використання так зва-
них сплутаних квантових станiв, коли, скажiмо, в системi з двох
частинок їхнi одночастинковi стани є сильно скорельованими, як
наприклад, спiновi стани двох електронiв у парагелiї (див. §82).
Особливу увагу такi стани привернули до себе через так званий
парадокс Айнштайна–Подольського–Розена, який ми розглянули
в §4.

Нагадаємо, що в цьому парадоксi мова йде про систему двох
частинок iз вiдомими повним їхнiм iмпульсом i вiдстанню мiж
ними. Поставимо завдання знайти хвильову функцiю такої, як її
називають, EPR-пари частинок у координатному зображеннi. Для
простоти розглянемо одновимiрний випадок.

Отже, в одновимiрному просторi потрiбно знайти власну фун-
кцiю операторiв сумарного iмпульсу системи двох частинок p̂ =
p̂1+ p̂2 та рiзницi їхнiх координат x̂ = x̂1−x̂2, що описує EPR-пару
в парадоксi Айнштайна–Подольського–Розена.

Оператори x̂ та p̂ комутують мiж собою,

[x̂, p̂] = [x̂1 − x̂2, p̂1 + p̂2] = [x̂1, p̂1] + [x̂1, p̂2]− [x̂2, p̂1]− [x̂2, p̂2]

= i~+ 0− 0− i~ = 0,

i отже, мають спiльну систему власних функцiй:

(x̂1 − x̂2)ψ(x1, x2) = x012ψ(x1, x2),

(p̂1 + p̂2)ψ(x1, x2) = p012ψ(x1, x2),
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де x012 та p012 — неперервнi власнi значення фiксують можливi вiд-
станi мiж частинками та їхнiй повний iмпульс.

Iз першого рiвняння бачимо, що ψ(x1, x2) ∼ δ(x1 − x2 − x012), а
оскiльки дiя оператора p̂ на цю дельта-функцiю дорiвнює нулевi
i з другого рiвняння системи випливає ψ(x1, x2) ∼ eip

0
12x2/~, то

загальний розв’язок такий:

ψx0
12,p

0
12
(x1, x2) = Cδ(x1 − x2 − x012)e

ip012x2/~

C — стала нормування. Пiдставляємо цей вираз в умову норму-
вання

∫ ∫
ψ∗
x0
12

′
,p012

′(x1, x2)ψx0
12,p

0
12
(x1, x2) dx1 dx2

= δ(x012
′ − x012)δ(p

0
12

′ − p012),

i знаходимо сталу C:

|C|2
∫
dx1

∫
dx2 e

i(p012−p012
′
)x2/~δ(x1 − x2 − x012

′
)δ(x1 − x2 − x012)

= |C|22π~δ(p012
′ − p012)δ(x

0
12

′ − x012).

Отже, з точнiстю до фазового множника стала C = 1/
√
2π~. Оста-

точно хвильова функцiя EPR-сплутаної пари є такою:

ψx0
12,p

0
12
(x1, x2) =

1√
2π~

eip
0
12x2/~δ(x1 − x2 − x012).

Iз точнiстю до сталого фазового множника цей вираз, завдяки
δ-функцiї i беручи до уваги, що p012 = p021, а x012 = −x021, можна
записати i в явно симетричному виглядi.

Отже, ми отримали хвильову функцiю, яка описує стан iз то-
чним значенням рiзницi координат та сумарного iмпульсу части-
нок, однак нi координата, нi iмпульс кожної з частинок не мають
точного значення. Оскiльки вiдхилення ∆x1 = ∆x2, ∆p1 = −∆p2
(x012, p

0
12 є заданими), то спiввiдношення невизначеностей мають

силу як для частинки, над якою проводять вимiри, так i для
частинки, якої “не торкаються” — це розв’язує EPR-парадокс.
Як бачимо, нашi двi частинки є, i справдi, сплутанi мiж собою.
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Е.Шрединґер придумав для таких хвильових функцiй дуже попу-
лярну тепер назву “сплутанi” стани (з нiмецької “Versсhränkung”,
а англiйською це переклали як “entanglement”).

У наступному параграфi ми використаємо знайдену тут хви-
льову функцiю EPR-пари для побудови теорiї явища квантової
телепортацiї.

Приклад. EPR-стани в дiракiвському формалiзмi. Вигляд хвильової фун-
кцiї EPR-стану з цього параграфа дозволяє записати її так:

|x0
12, p

0
12〉 = e−ip̂1x̂2/~|x0

12〉1|p012〉2,
нижнi iндекси кет-векторiв указують на їхню належнiсть до першої або другої
частинки.

Справдi, у координатному зображеннi, за означенням, маємо:

〈x1, x2|x0
12, p

0
12〉 = 〈x1|e−ip̂1x2/~|x0

12〉〈x2|p012〉,
оскiльки у власному зображеннi оператор координати є звичайним числом
x̂2 = x2.

Матричний елемент обчислюємо, використовуючи iмпульсне зображення,
у якому оператор p̂1 є оператором множення:

〈x1|e−ip̂1x2/~|x0
12〉 =

∫
dp1〈x1|p1〉e−ip1x2/~〈p1|x0

12〉

=

∫
dp1

eip1x1/~

√
2π~

e−ip1x2/~ e
−ip1x

0
12/~

√
2π~

= δ(x1 − x2 − x0
12) = 〈x1 − x2|x0

12〉.
Отже, маємо

〈x1, x2|x0
12, p

0
12〉 = 〈x1 − x2|x0

12〉〈x2|p012〉
або у звичайних позначеннях

ψx0
12

,p0
12
(x1, x2) = δ(x1 − x2 − x0

12)
eip

0
12x2/~

√
2π~

.

Цей вираз для хвильової функцiї в координатному зображеннi збiгається
з тим, що був знайдений в основному текстi цього параграфу.

§ 93. Квантова телепортацiя

У 1997 роцi в Iнститутi експериментальної фiзики унiверси-
тету в Iнсбруцi (Австрiя) була експериментально реалiзована так
звана квантова телепортацiя на фотонах1. Пiд телепортацiєю ро-

1Dik Bouwmeester, Jian-Wei Pan, Klaus Mattle, Manfred Eibl, Harald Wei-
nfurter, and Anton Zeilinger, Nature (London) 390, 575 (1997).
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зумiють зникнення деякого об’єкта в однiй точцi простору i ви-
никнення його в iншiй2. Сама iдея була висловлена 1993 року3,
ґрунтується вона на парадоксi Айнштайна–Подольського–Розена,
про який iшлося в §4.

Автори iдеї у своїй першiй роботi “працювали” з частинками,
що мають спiн ~/2, тобто з дискретними станами. Цi результати
легко переформулювати на фотони, для яких також є два можливi
стани поляризацiї. Тут ми обговоримо iдею квантової телепорта-
цiї, використовуючи стани з неперервними змiнними. Пiзнiше в
нас буде можливiсть розглянути телепортацiю також i для дис-
кретних станiв, де ми обговоримо i сам експеримент.

Розглянемо квантовомеханiчну систему, яка складається зi
сплутаної EPR-пари двох частинок та невзаємодiючої з цiєю па-
рою третьої частинки, що перебуває у станi ϕ. Хвильова функцiя
такої EPR-пари, знайдена в попередньому параграфi,

ψx0
12,p

0
12
(x1, x2) = δ(x1 − x2 − x012)

eip
0
12x2/~

√
2π~

,

описує скорельований стан двох частинок iз координатами x1 та
x2, вiдстань мiж якими дорiвнює x012, а повний iмпульс дорiвнює
p012. Будемо називати цi частинки EPR“1–2”-парою. Вважаємо, що
хвильова функцiя ϕ = ϕ(x3) третьої частинки з координатою x3
нормована на одиницю. Хвильова функцiя всiєї системи трьох ча-
стинок дорiвнює добутковi:

ψx0
12,p

0
12
(x1, x2, x3) = ϕ(x3)ψx0

12,p
0
12
(x1, x2).

Вона нормована як звичайно для неперервних значень квантових
чисел x012, p

0
12 на дельта-функцiї.

Поставимо перед собою завдання телепортувати стан ϕ з тре-
тьої частинки на першу. З цiєю метою проведемо в нашiй системi
двi операцiї вимiрювання. Спочатку вимiряємо й зафiксуємо вiд-
стань мiж другою та третьою частинками й позначимо її через
x023. У результатi цiєї операцiї початковий стан нашої системи змi-
ниться i її хвильова функцiя зредукується до ψ′(x1, x2, x3). На

2Телепортацiя: вiд грец. τ η̃λε — далеко; вiд iтал. porto, portare — носити,
переводити; зводити, доставляти, їхати; передавати; наносити; скеровувати.

3Charles H. Bennett, Gilles Brassard, Claude Crépeau, Richard Jozsa, Asher
Peres, and William K. Wootters, Phys. Rev. Lett. 70, 1895 (1993).
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другому етапi вимiряємо повний iмпульс p023 другої i третьої ча-
стинок. Пiсля цього стан системи трьох частинок буде описувати
хвильова функцiя ψ′′(x1, x2, x3). Знайдемо тепер явний вигляд цiєї
функцiї.

Переходимо до обчислень. Для того щоб провести перший ви-
мiр, тобто вимiряти координати другої i третьої частинок, ми по-
виннi насамперед хвильову функцiю початкового стану розкласти
в ряд (у нашому випадку iнтеґрал) за власними функцiями вiд-
повiдних операторiв координат x̂2 = x2 та x̂3 = x3. Оскiльки цi
оператори ми беремо у власному, тобто координатному, зображен-
нi, то їхнi власнi функцiї є дельта-функцiями i отже, маємо:

ψx0
12,p

0
12
(x1, x2, x3) =

∫
dx′2

∫
dx′3δ(x

′
2 − x2)δ(x

′
3 − x3)

× ψx0
12,p

0
12
(x1, x

′
2, x

′
3).

Вимiрювання вiдстанi мiж другою i третьою частинками озна-
чає, що в цьому розкладi ми повиннi брати iнтеґрали за x′2, x

′
3 при

умовi, що (x′2 − x′3) = x023. У результатi початковий стан системи
трьох частинок редукується до

ψ′(x1, x2, x3) = C ′
∫
dx′2

∫
dx′3δ(x

′
2 − x′3 − x023)

× δ(x′2 − x2)δ(x
′
3 − x3)ψx0

12,p
0
12
(x1, x

′
2, x

′
3),

тут стала C ′ уведена для того, щоб забезпечити умову нормува-
ння зредукованої хвильової функцiї. Iнтеґрали, завдяки дельта-
функцiям, беруться тут елементарно, i ми знаходимо, що

ψ′(x1, x2, x3) = C ′δ(x2 − x3 − x023)ψx0
12,p

0
12
(x1, x2, x3).

Використаймо явний вигляд хвильової функцiї початкового стану
i знайдемо, що

ψ′(x1, x2, x3) = C ′ϕ(x3)δ(x2 − x3 − x023)δ(x1 − x2 − x012)
eip

0
12x2/~

√
2π~

або, беручи до уваги властивостi дельта-функцiї, запишемо її так:
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ψ′(x1, x2, x3) = C ′δ(x2 − x3 − x023)δ(x1 − x3 − x013)

× ϕ(x1 − x013)
eip

0
12x2/~

√
2π~

,

де введено позначення x013 = x012 + x023.
Переходимо до вимiрювання повного iмпульсу другої та

третьої частинок. Знову ж для цього спочатку розкладаємо
ψ′(x1, x2, x3) в ряди (насправдi iнтеґрали) за власними функцi-
ями операторiв iмпульсiв p̂2 та p̂3, тобто за хвилями де Бройля:

ψ′(x1, x2, x3) =
∫
dp2

∫
dp3

eip2x2/~

√
2π~

eip3x3/~

√
2π~

C(p2, p3),

C(p2, p3) =

∫
dx′2

∫
dx′3

e−ip2x′
2/~

√
2π~

e−ip3x′
3/~

√
2π~

ψ′(x1, x
′
2, x

′
3).

Тепер згiдно з тим, що ми фiксуємо повний iмпульс значенням p023,
то з цього розкладу залишаємо доданок, у якому p2 + p3 = p023.
Тобто стан ψ′(x1, x2, x3) редукується до

ψ′′(x1, x2, x3) = C ′′
∫
dp2

∫
dp3δ(p2 + p3 − p023)

× eip2x2/~

√
2π~

eip3x3/~

√
2π~

C(p2, p3).

Сталу величину C ′′ ми ввели в цей вираз, турбуючись про норму-
вання хвильової функцiї.

Пiдставимо у вираз для ψ′′(x1, x2, x3) функцiю C(p2, p3) з ура-
хуванням явного вигляду функцiї ψ′(x1, x2, x3) i отримаємо:

ψ′′(x1, x2, x3) = C ′′
∫
dx′2

∫
dx′3

∫
dp2

∫
dp3δ(p2 + p3 − p023)

×e
i(x2−x′

2)p2/~

2π~

ei(x3−x′
3)p3/~

2π~
ψ′(x1, x

′
2, x

′
3)

= C ′′C ′ϕ(x1 − x013)

∫
dx′2

∫
dx′3

∫
dp2

∫
dp3δ(p2 + p3 − p023)
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×e
i(x2−x′

2)p2/~

2π~

ei(x3−x′
3)p3/~

2π~

×δ(x′2 − x′3 − x023)δ(x1 − x′3 − x013)
eip

0
12x

′
2/~

√
2π~

.

При iнтеґруваннi в цiй формулi не виникає жодних труднощiв,
оскiльки три дельта-функцiї знiмають iнтеґрування за x′2, x

′
3 i,

наприклад, за p3, а iнтеґрал за p2, що залишається, дає дельта-
функцiю вiд просторових координат, i вже “на одному подиху”
одержуємо:

ψ′′(x1, x2, x3) = C ′′C ′ϕ(x1 − x013)

∫
dx′2

∫
dp2

∫
dp3

×δ(p2 + p3 − p023)
ei(x2−x′

2)p2/~

2π~

ei(x3−x1+x0
13)p3/~

2π~

×δ(x′2 − x1 + x013 − x023)
eip

0
12x

′
2/~

√
2π~

= C ′′C ′ϕ(x1 − x013)
eip

0
12(x1−x0

13+x0
23)/~

√
2π~

×
∫
dp2

∫
dp3 δ(p2 + p3 − p023)

ei(x2−x1+x0
13−x0

23)p2/~

2π~

×e
i(x3−x1+x0

13)p3/~

2π~
= C ′′C ′ϕ(x1 − x013)

eip
0
12(x1−x0

13+x0
23)/~

√
2π~

×e
i(x3−x1+x0

13)p
0
23/~

2π~

1

2π~

∫
dp2 e

i(x2−x3−x0
23)p2/~

=
C ′′C ′

2π~
ϕ(x1 − x013)e

ip012(x1−x0
13+x0

23)/~
ei(x3−x1+x0

13)p
0
23/~

√
2π~

×δ(x2 − x3 − x023).
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Остаточно цей вираз переписуємо так:

ψ′′(x1, x2, x3) = eiα(x1)ϕ(x1 − x013)δ(x2 − x3 − x023)
eip

0
23x3/~

√
2π~

,

де фаза

α(x1) = p023(x
0
12 + x023)/~ − p012x

0
12/~+ x1(p

0
12 − p023)/~,

причому для забезпечення нормування ми поклали C ′′C ′ = 2π~.
Ми отримали чудовий результат. Справдi, хвильова функцiя

ψ′′ описує систему трьох частинок, iз яких друга i третя є сплу-
таною EPR “2–3”-парою, а стан першої частинки описується хви-
льовою функцiєю ϕ. Отже, в результатi проведення операцiї, що
складаєтся з двох вимiрювань, стан ϕ (з точнiстю до фазового
множника) ми “перекинули”, тобто телепортували, з третьої ча-
стинки на першу. Причому, що важливо, ми “не торкались” першої
частинки: вимiри виконували над другою i третьою частинками.
Важливо також, що вiдстань до першої частинки вiд двох iнших
може бути будь-якою за величиною. Наприклад, перша частинка
може бути в околицi найяскравiшої зорi α в сузiр’ї Центавра, а
двi решта — в лабораторiї на Землi.

Ми то “не торкались” першої частинки, але вона була в EPR
“1–2”-парi, i зрозумiло, що завдяки саме цьому i стало можливим
телепортування. Тобто перекидання стану ϕ вiдбулось якраз цим
квантовим каналом.

Оскiльки стан ϕ пiд час телепортування дещо спотворюється
набiганням фазового множника зi змiнною фазою α(x1), то для
точного вiдтворення хвильової функцiї ϕ нам потрiбно значен-
ня величин p012, p

0
23 передати звичайним класичним каналом (уже

будь-якими засобами, наприклад, звичайною поштою) на першу
частинку. Можна, звичайно, пiд час другого вимiру пiдiбрати
p023 = p012 — i ця проблема зникає (однак про це також потрiбно
повiдомити). Що стосується сталої складової фази α(x1), то з нею,
зрозумiло, нiяких проблем немає. Пiдкреслимо, що класичний ка-
нал передачi iнформацiї завжди потрiбний, бодай для того, щоб
повiдомити, що телепортацiя вiдбулась.

Отже, для експериментального спостереження явища кванто-
вої телепортацiї потрiбно спочатку мати в своєму розпорядженнi
EPR “1–2”-пару, а пiзнiше всю винахiдливiсть спрямувати на реа-
лiзацiю двох указаних вище вимiрювань.
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На завершення декiлька слiв про фiзичну неможливiсть реа-
лiзацiї класичної телепортацiї, тобто неможливiсть “перекидання”
точних значень динамiчних змiнних, якi забезпечують класичний
опис системи. Такими змiнними є, наприклад, узагальненi коорди-
нати та канонiчно спряженi до них iмпульси. Отже, не торкаючись
питання самого механiзму класичного телепортування, важливо
те, що принцип невизначеностей Гайзенберґа не дозволяє одноча-
сно знати точнi значення координат та iмпульсiв4. У результатi
класичне телепортування дасть таке спотворення об’єкта, що годi
й говорити, власне, про його телепортацiю.

§ 94. Спiновi стани системи частинок

При дослiдженнi атома гелiю, молекули водню та вивченнi хi-
мiчного зв’язку ми побачили, що спiновi стани вiдiграють виня-
тково важливу роль. Проведемо тепер докладнiший аналiз цих
станiв для систем частинок, що мають спiн ~/2, вже у зв’язку з
iншим явищем, а саме, з так званою квантовою телепортацiєю.

Почнiмо iз системи двох частинок. Якщо в системi немає спi-
нових взаємодiй, то спiнова хвильова функцiя системи двох ча-
стинок дорiвнює добутковi спiнових функцiй окремих частинок.
Можливими є чотири рiзнi стани з проекцiями повного спiну, рiв-
ними ~, −~, 0, 0. Цi стани такi:

| ↑1〉| ↑2〉, | ↓1〉| ↓2〉, | ↑1〉| ↓2〉, | ↓1〉| ↑2〉,

iндекси бiля стрiлок указують номери частинок.

4Один iз можливих механiзмiв майстерно описав М. В. Гоголь: “— Змилуй-
ся, Вакуло! — жалiбно простогнав чорт, — все, що тобi потрiбно, все зроблю,
вiдпусти лише душу на покаянiє: не клади на мене страшного хреста!

— . . . Вже вези мене на собi! Чуєш, неси, як птах!
— Куди? — промовив сумний чорт.
— В Петембурґ, прямо до царицi!
I коваль зомлiв вiд жаху, вiдчувши, що здiймається в повiтря...
. . . I коли цариця . . . почала розпитувати, як вони живуть на Сiчi, якi звичаї

водяться, — вiн, вiдiйшовши назад, нахилився до кишенi, сказав тихо: “Винось
мене швидше!” — i гульк — опинився за шлаґбаумом.

Ще швидше решту ночi нiс чорт коваля назад. I раптом опинився Вакула
бiля своєї хати. . . ”
М. В. Гоголь “Нiч перед Рiздвом” (1832 р.).
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Iз цих станiв можна утворити чотири суперпозицiйнi стани,
або так званi сплутанi стани Белла:

|Ψ±
12〉 =

1√
2

(
| ↑1〉| ↓2〉 ± | ↓1〉| ↑2〉

)
,

|Φ±
12〉 =

1√
2

(
| ↑1〉| ↑2〉 ± | ↓1〉| ↓2〉

)
.

Вони є ортонормованими, в цьому легко пересвiдчитись, беручи
до уваги умови ортонормованостi вихiдних станiв:

〈↑1 | ↑1〉 = 1, 〈↑1 | ↓1〉 = 0,

〈↓1 | ↑1〉 = 0, 〈↓1 | ↓1〉 = 1,

i аналогiчно для другої частинки.
У цих сплутаних станах напрямок спiну кожної з частинок є

невизначеним. Однак мiж напрямками спiнiв обох частинок iснує
квантова кореляцiя, яка не залежить вiд вiдстанi мiж ними. Якщо,
наприклад у станi |Ψ−

12〉, вимiрювання проекцiї спiну першої ча-
стинки дає напрямок “спiн уверх”, то вимiрювання проекцiї спiну
другої (яка може перебувати як завгодно далеко вiд першої) до-
конечно дасть результат “спiн униз”.

Мiрою сплутаностi є “вiдстань” суперпозицiйного стану двох
частинок

ψs = a| ↑1〉| ↓2〉+ b| ↓1〉| ↑2〉+ c| ↑1〉| ↑2〉+ d| ↓1〉| ↓2〉,

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1

вiд факторизованого стану

ψf =
(
α| ↑1〉+ β| ↓1〉

)(
γ| ↑2〉+ δ| ↓2〉

)
,

|α|2 + |β|2 = 1, |γ|2 + |δ|2 = 1,

коли вони є незалежними. Легко перевiрити, що стани ψs та ψf

збiгаються за умови, що αγ = c, αδ = a, βγ = b, βδ = d, тобто
коли (ab − cd) = 0, оскiльки з перших двох рiвнянь маємо γ/δ =
c/a, тодi як з решти двох випливає, що γ/δ = b/d. Отже, мiрою
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сплутаностi станiв, тобто “вiдстанню” мiж ними, може слугувати
величина |ab−cd|. Для розглянутих станiв |Ψ±

12〉, |Φ±
12〉 ця величина

досягає максимального значення 1/2.
Вихiднi стани неважко переписати як суперпозицiю станiв

|Ψ±
12〉 та |Φ±

12〉:

| ↑1〉| ↑2〉 =
1√
2

(
|Φ+

12〉+ |Φ−
12〉
)
,

| ↓1〉| ↓2〉 =
1√
2

(
|Φ+

12〉 − |Φ−
12〉
)
,

| ↑1〉| ↓2〉 =
1√
2

(
|Ψ+

12〉+ |Ψ−
12〉
)
,

| ↓1〉| ↑2〉 =
1√
2

(
|Ψ+

12〉 − |Ψ−
12〉
)
.

Важливо також зауважити, що стани |Ψ+
12〉, |Φ+

12〉, |Φ−
12〉 є си-

метричними щодо перестановок номерiв частинок, а стан |Ψ−
12〉

антисиметричний.
Розгляньмо тепер систему трьох частинок, одна з яких, напри-

клад перша, перебуває в станi

|ϕ〉1 = a| ↑1〉+ b| ↓1〉,

a = 〈↑1 |ϕ〉1, b = 〈↓1 |ϕ〉1,

|a|2 + |b|2 = 1,

а стан двох iнших описує хвильова функцiя

|Ψ−
23〉 =

1√
2

(
| ↑2〉| ↓3〉 − | ↓2〉| ↑3〉

)
.

Повна хвильова функцiя дорiвнює добутковi

|ψ123〉 = |Ψ−
23〉|ϕ〉1.

Поставимо тепер таке питання. Якщо ми переведемо першу
й другу частинки в суперпозицiйний сплутаний стан |Ψ−

12〉, то у
якому станi перебуватиме третя частинка? На це ми знайдемо
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вiдповiдь, якщо стан |ψ123〉 розкладемо за базисом |Ψ±
12〉, |Φ±

12〉,
що утворює повний набiр. Отже, маємо

|ψ123〉 = 〈Ψ+
12|ψ123〉|Ψ+

12〉+ 〈Ψ−
12|ψ123〉|Ψ−

12〉

+ 〈Φ+
12|ψ123〉|Φ+

12〉+ 〈Φ−
12|ψ123〉|Φ−

12〉.

Обчислимо проекцiї стану |ψ123〉 на вiдповiднi базиснi стани, ви-
користовуючи їх означення. Маємо

〈Ψ+
12|ψ123〉 =

1√
2

(
〈↑1 |ϕ〉1〈↓2 |Ψ−

23〉+ 〈↓1 |ϕ〉1〈↑2 |Ψ−
23〉
)

=
1√
2

(
a〈↓2 |Ψ−

23〉+ b〈↑2 |Ψ−
23〉
)
,

де, згiдно з означеннями,

〈↓2 |Ψ−
23〉 =

1√
2

(
〈↓2 | ↑2〉| ↓3〉 − 〈↓2 | ↓2〉| ↑3〉

)
= − 1√

2
| ↑3〉,

〈↑2 |Ψ−
23〉 =

1√
2

(
〈↑2 | ↑2〉| ↓3〉 − 〈↑2 | ↓2〉| ↑3〉

)
=

1√
2
| ↓3〉

i отже,

〈Ψ+
12|ψ123〉 =

1

2

(
−a| ↑3〉+ b| ↓3〉

)
.

Аналогiчно знаходимо решту проекцiй:

〈Ψ−
12|ψ123〉 =

1√
2

(
〈↑1 |ϕ〉1〈↓2 |Ψ−

23〉 − 〈↓1 |ϕ〉1〈↑2 |Ψ−
23〉
)

=
1

2

(
−a| ↑3〉 − b| ↓3〉

)
= −1

2
|ϕ〉3,

〈Φ+
12|ψ123〉 =

1√
2

(
〈↑1 |ϕ〉1〈↑2 |Ψ−

23〉+ 〈↓1 |ϕ〉1〈↓2 |Ψ−
23〉
)

=
1

2

(
a| ↓3〉 − b| ↑3〉

)
,
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〈Φ−
12|ψ123〉 =

1√
2

(
〈↑1 |ϕ〉1〈↑2 |Ψ−

23〉 − 〈↓1 |ϕ〉1〈↓2 |Ψ−
23〉
)

=
1

2

(
a| ↓3〉+ b| ↑3〉

)
.

Отже, ми отримуємо такий розклад:

|ψ123〉 =
1

2

[(
−a| ↑3〉+ b| ↓3〉

)
|Ψ+

12〉+
(
−a| ↑3〉 − b| ↓3〉

)
|Ψ−

12〉

+
(
a| ↓3〉 − b| ↑3〉

)
|Φ+

12〉+
(
a| ↓3〉+ b| ↑3〉

)
|Φ−

12〉
]
.

Цей розклад, зрозумiло, можна знайти зовсiм просто

|ψ123〉 = |Ψ−
23〉|ϕ〉1 =

1√
2

(
| ↑2〉| ↓3〉 − | ↓2〉| ↑3〉

)

×
(
a| ↑1〉+ b| ↓1〉

)
=

1√
2

[
a| ↑1〉| ↑2〉| ↓3〉 − a| ↑1〉| ↓2〉| ↑3〉

+b| ↓1〉| ↑2〉| ↓3〉 − b| ↓1〉| ↓2〉| ↑3〉
]
,

i якщо, замiсть вихiдних станiв першої i другої частинки, пiд-
ставити сюди їхнi вирази через |Ψ±

12〉, |Φ±
12〉, то зразу отримаємо

попередню формулу.
Тепер ми маємо вiдповiдь на наше запитання. А саме, згiдно

з принципом суперпозицiї, множник бiля |Ψ−
12〉 i визначає стан, у

якому перебуває третя частинка, якщо першi двi перебувають у
сплутаному станi |Ψ−

12〉. Як бачимо, цей множник дорiвнює

−a| ↑3〉 − b| ↓3〉 = −|ϕ〉3 = eiπ|ϕ〉3
i, таким чином, третя частинка є у станi |ϕ〉; ми не беремо до уваги
фазового множника (−) = eiπ.

Отже, маємо справу з квантовою телепортацiєю, яку ми описа-
ли в попередньому параграфi для хвильових функцiй з неперерв-
ними iндексами станiв. Справдi, якщо початковий спiновий стан
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системи трьох частинок був приготовлений так, що друга i третя
частинки перебували в сплутаному станi |Ψ−

23〉, а перша — у станi
|ϕ〉, то в результатi деякої спецiальної операцiї (або спецiального
вимiрювання), проведеної над першою i другою частинками, що
переводить їх у стан |Ψ−

12〉, третя частинка опиниться у станi |ϕ〉.
Тобто ми телепортували стан |ϕ〉 з першої частинки на третю.

Як приклад обговоримо можливу телепортацiю електрона.
При розщепленнi парапозитронiю (зв’язаного стану електрона i
позитрона з сумарним спiном, рiвним нулевi), наприклад пiд дiєю
пари фотонiв, виникає сплутана EPR “1–2”-пара “електрон плюс
позитрон”. Якщо до цiєї пари долучити ще один електрон (нехай
це частинка пiд номером три), який рухатиметься у станi “спiн
уверх” (або “спiн униз”) назустрiч позитроновi, i якщо вони утво-
рять парапозитронiй, то це означатиме, що позитрон захоплено
у зв’язаний стан зi спiном униз (або вверх), а також що перший
електрон раптом опинився також у станi “спiн уверх” (або “спiн
униз”), хоча доти вiн не мав певного спiнового стану. Справдi,
ми маємо вiдомостi лише щодо повного, рiвного нулевi, спiну по-
чаткового парапозитронiю, а не окремо про кожну з частинок iз
цiєї сплутаної пари. Отже, спiновий стан електрона, що числи-
ться в нас частинкою номер три, телепортується до першого, який
утворився пiсля розпаду початкового парапозитронiю, i хтозна, на
якiй великiй вiдстанi вiн перебуває вiд точки, де утворився новий
парапозитронiй.

Якщо мова йде про експериментальне пiдтвердження явища
квантової телепортацiї, то принциповими моментами є приготу-
вання сплутаного стану |Ψ−

23〉 та мистецтво експериментатора “ви-
тягування” зi стану |ψ123〉 сплутаної складової |Ψ−

12〉. Як ми вже
зазначали, це вдалось зробити 1997 року на фотонах, частинках,
якi також мають два можливi стани поляризацiї.

§ 95. Телепортацiя фотонiв

Обговоримо Iнсбрукський експеримент 1997 року з телепорта-
цiї фотонiв, про який iшлося в попереднiх двох параграфах.

Оскiльки фотон має двi можливi поляризацiї, то вектор по-
ляризацiї ek,α вiдiграє роль спiнової складової хвильової функцiї
фотона. Отже, ми знову маємо квантовомеханiчний об’єкт iз дво-
ма станами, тому всi результати i висновки для частинок зi спiном
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~/2 формально переносимо на фотони щодо їх поляризацiйних
станiв. Зокрема зi станом “спiн униз” зiставляємо стан фотона з
вертикальною поляризацiєю, позначмо його як | l〉; стан iз гори-
зонтальною поляризацiєю фотона |↔〉 вiдповiдатиме становi “спiн
уверх”:

| ↓〉 → | l〉 =


 0

1


 , | ↑〉 → | ↔〉 =


 1

0


 .

Тепер пригадаймо ситуацiю з телепортацiєю спiнового стану
з §94 i переформулюймо її висновки на теперiшнiй випадок. От-
же, задамо стан трьох фотонiв так, що один iз них, наприклад,
перший, перебуває у спецiально пiдготованому станi

|ϕ〉1 = a | ↔〉+ b | l〉,

|a|2 + |b|2 = 1,

а два iншi — у сплутаному суперпозицiйному станi

|Ψ−
23〉 =

1√
2

(
| ↔〉2| l〉3 − | ↔〉3| l〉2

)
.

Хвильова функцiя, що описує систему трьох фотонiв у початко-
вому станi, дорiвнює

|ψ123〉 = |Ψ−
23〉|ϕ〉1.

Спроектуємо |ψ123〉 на сплутаний стан |Ψ−
12〉 першого i друго-

го фотонiв. Як показано в §94, ця проекцiя дорiвнює (−1/2)|ϕ〉3.
Тобто стан |ϕ〉 в результатi такого проектування “перекидається”
зi знаком мiнус iз першого фотона на третiй. Кiнцева хвильова
функцiя трьох фотонiв

|ψ′
123〉 = −|Ψ−

12〉|ϕ〉3,
а ймовiрнiсть реалiзацiї такої подiї дорiвнює (−1/2)2 = 1/4. Саме
цю телепортацiю i виявили в Iнститутi експериментальної фiзики
Iнсбрукського унiверситету.

Розгляньмо схему цього унiкального експерименту, яка подана
на рис. 74.

Короткий фемтосекундний iмпульс ультрафiолетового лазер-
ного свiтла поширюється злiва направо крiзь нелiнiйний кристал.
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Рис. 74. Схема Iнсбрукського експерименту з квантової телепортацiї.
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Кристал вiд часу до часу перетворює поодинокi ультрафiолето-
вi фотони у два червонi фотони (“2” та “3”) з нижчою енерґiєю,
тобто вiдбувається процес двофотонного випромiнювання. Один
з фотонiв поляризований вертикально, а iнший — горизонтально.
Народженi фотони поширюються в межах поверхонь двох конусiв
випромiнювання, у кожному з яких вони мають певну поляриза-
цiю5. На двох лiнiях перетину цих конусiв фотони не матимуть
визначеної поляризацiї: вони перебуватимуть у суперпозицiйно-
му станi. Причому, наприклад, звичайними поворотами кристала
можна приготувати антисиметричну суперпозицiю їхнiх поляри-
зацiйних станiв. Позначимо цi фотони номерами “2” та “3”. Отже,
ми маємо сплутаний стан |Ψ−

23〉, тобто приготували EPR“2–3”-пару
фотонiв.

Фотон “2” пiсля вiдбивання вiд дзеркала рухається до аналiза-
тора A. Вiдбита вiд дзеркала частина первинного iмпульсу знову
проходить крiзь кристал i породжує два iншi фотони — “1” та “4”.
Поляризатор P приготовляє стан |ϕ〉 для фотона “1”. Детектор
фiксує фотон “4” i цим пiдтверджує, що фотон “1” був вiдiсланий
також до аналiзатора A.

Отже, у деякий момент часу приготовлено початковий стан
|ψ123〉 системи з трьох частинок, а саме: з фотона “1” у станi |ϕ〉,
який направлено до аналiзатора A, фотона “2” з EPR “2–3”-пари,
що рухається також до A, i “3”-го фотона з цiєї пари на шляху до
аналiзатора B.

Переходимо нарештi до аналiзу результатiв вимiрювання над
фотонами “1” та “2”. В аналiзаторi A, який складається з напiввi-
дбиваючого дзеркала, вiдбувається розщеплення променiв: кожен
окремий фотон має “п’ятдесят на п’ятдесят” шансiв пройти крiзь
дзеркало або вiдбитись. Отже, кожен iз фотонiв перебуває в су-
перпозицiйному станi.

Якщо два iдентичнi фотони “вдарять” у той самий час об дзер-
кало кожен зi свого боку, то вiдбита частина променя й та, що
пройшла, iнтерферують i фотони тим самим утрачають свою iнди-
вiдуальнiсть. Повна хвильова функцiя фотонiв як бозе-частинок
дорiвнює добутковi просторової частини на “спiнову”, тобто поля-
ризацiйну, i повинна бути симетричною щодо їх перестановок.

5В оптично одновiсних кристалах так звана звичайна хвиля поляризована
перпендикулярно до площини головного перерiзу (тобто площини, яка про-
ходить через лiнiю напрямку променя i оптичну вiсь кристала), а iнша не-
звичайна хвиля поляризована паралельно до головного перерiзу. В достатньо
товстих кристалах звичайна й незвичайна хвилi є просторово роздiленими.
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Два фотони залишають дзеркало в одному напрямку (одному
пучку), якщо їх просторова хвильова функцiя є симетричною, тоб-
то вони обидва потрапляють в один iз детекторiв. Щоб потрапити
в рiзнi детектори, вони повиннi описуватись антисиметричною ча-
стиною посторової хвильової функцiї.

Справдi, фотони потрапляють одночасно в рiзнi детектори,
якщо вони обидва або проходять крiзь напiвпрозоре дзеркало, або
обидва вiдбиваються. А пiдрахунок iмовiрностi такої подiї, згiдно
з принципами квантової механiки, робимо так: беремо суму про-
сторових амплiтуд цих двох альтернативних подiй i пiдносимо її
модуль до квадрата. Нагадаємо, що при вiдбиваннi амплiтуда еле-
ктромагнiтної хвилi набирає додаткової фази стосовно амплiтуди
хвилi, яка пройшла крiзь дзеркало. Iншими словами, у просто-
рової частини хвильової функцiї фотона при цьому набiгає деяка
фаза6.

Отже, при утвореннi сплутаного стану двох фотонiв, коли їх
реєструють одночасно в рiзних детекторах, просторову частину
хвильової функцiї можна зробити антисиметричною пiдбором цiєї
фази. Тобто амплiтуда другої подiї (мова йде про вiдбивання фо-
тонiв) додається зi знаком мiнус, якщо фазу пiдiбрати рiвною π.
Коли просторова частина хвильової функцiї є антисиметричною,
то зрозумiло, що фотони не можуть бути в одному пучку, оскiль-
ки така хвильова функцiя просто буде рiвна нулевi, i тому вони
потрапляють в рiзнi детектори. У цьому випадку для збереження
симетричностi повної хвильової функцiї її поляризацiйна частина
мусить бути також антисиметричною, тобто дорiвнювати |Ψ−

12〉.
Тому якщо два детектори спрацьовують одночасно (схема увi-

мкнута на збiжнiсть), то ми знаємо, що фотони “1” та “2” перебува-
ють у сплутаному антисиметричному станi |Ψ−

12〉. А це, своєю чер-
гою, говорить про те, що частинка “3” перебуває у станi (−)|ϕ〉3.
Тобто, як тiльки два детектори в аналiзаторi A спрацювали одно-
часно, можна звiдси передавати класичним каналом iнформацiю7

6Як показано в §25 при проходженнi частинки крiзь потенцiальний бар’єр
(яким тут для фотона є напiвпрозоре дзеркало), хвиля, що пройшла крiзь
бар’єр, набуває стосовно вiдбитої хвилi додаткової фази (π/2− ka), k = 2π/λ
— хвильовий вектор частинки, λ — довжина хвилi. Наприклад, для тонко-
го бар’єра, a → 0, ця додаткова фаза дорiвнює π/2, а якщо ширину бар’єра
вибрати рiвною 3/4 довжини хвилi, a = 3λ/4, то додаткова фаза має дорiв-
нювати (−π).

7Традицiйними персонажами в англомовнiй науковiй лiтературi, якi обмi-
нюються iнформацiєю мiж пунктами A та B, є пiдлiтки: Алiса з Амстердама
та Боб iз Бостона.
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до точки B про те, що в аналiзаторi B повинен виявитись стан
(−)|ϕ〉. Тим самим, стан |ϕ〉 телепортовано з частинки “1” на ча-
стинку “3”.

Нехай для визначеностi фотон “1” приготовано поляризатором
P у станi з 45◦-ною поляризацiєю8, тобто його початкова хвильова
функцiя

|ϕ〉 = |ւր〉 , |ւր〉 = 1√
2
(| l〉+ | ↔〉) .

Для аналiзу поляризацiйного стану фотона “3” використовувалось

8Дiю такого поляризатора задаємо матрицею

P̂π/4 =
1

2

(
1 1

1 1

)
.

Отже, якщо фотон потрапляє в поляризатор у станi | l〉, то пiсля цього маємо:

P̂π/4| l〉 =
1

2

(
1 1

1 1

)(
0

1

)
=

1

2

(
1

1

)
=

1

2

(
| l〉+ | ↔〉

)
=

1√
2
|ւր〉 .

Тобто ми отримуємо стан iз поляризацiєю в 45◦, однак величина потоку цiєї
хвилi дорiвнює лише половинi падаючого потоку. Якщо на цей поляризатор
падає хвиля в поляризацiйному станi в 45◦, то

P̂π/4 |ւր〉 = 1

2
√
2

(
1 1

1 1

)(
1

1

)
=

1√
2

(
1

1

)
= |ւր〉 .

Тобто 45◦-стан |ւր〉 є власним станом оператора P̂π/4, i хвиля проходить без
утрат.

Поляризатор, налаштований на стан (−45◦), задаємо матрицею

P̂−π/4 =
1

2

(
1 −1

−1 1

)
.

Легко переконатись, що (−45◦)-стан |տց〉 = (| ↔〉 − | l〉) /
√
2 є його власним

станом. Матрицi вертикального та горизонтального поляризаторiв такi:

P̂l =

(
1 0

0 0

)
, P̂↔ =

(
0 0

0 1

)
,

так що P̂l| l〉 = | l〉, але P̂l| ↔〉 = 0; аналогiчно P̂↔| l〉 = 0, P̂↔| ↔〉 = | ↔〉.
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поляризацiйне дзеркало з двома детекторами. Один iз них на-
лаштований на 45◦-стан, тобто на виявлення стану |ϕ〉, а iнший
— на перпендикулярний до нього (−45◦)-стан. Якщо спрацюва-
ли одночасно два детектори — в аналiзаторi A i 45◦-детектор в
аналiзаторi B, то можна говорити про телепортацiю за умови, що
(−45◦)-детектор “промовчав”. Справдi, при телепортацiї ймовiр-
нiсть одночасного спрацьовування двох детекторiв в аналiзаторi
A дорiвнює 1/4, оскiльки при цьому реалiзується стан Ψ−

12 — один
iз чотирьох базисних станiв Белла (Ψ−

12,Ψ
+
12,Φ

−
12,Φ12). Iмовiрнiсть

спрацювання в цей момент (45◦)-детектора в аналiзаторi B дорiв-
нює одиницi, i отже, повна ймовiрнiсть того, що цi три детектори
“заговорять” одночасно, дорiвнює 1/4. При цьому важливо, що
при телепортацiї (−45◦)-детектор у B не спрацьовує.

Припустимо, що фотони “1” та “2” “вдарять” у дзеркало ана-
лiзатора A неодночасно, тобто вони не iнтерферують. Це легко
зробити, затримавши фотон “1” на його шляху до A, наприклад,
змiною положення дзеркала, що вiдбиває первiсний фемтосекун-
дний iмпульс. Тепер iмовiрнiсть одночасного спрацювання обох
детекторiв в A дорiвнює двом шансам iз чотирьох: обидва фотони
або вiдбиваються вiд дзеркала, або обидва пройшли крiзь нього.
А ймовiрнiсть спрацьовування кожного з детекторiв у B дорiв-
нює 1/2. Так що ймовiрнiсть одночасного спрацьовування трьох
детекторiв (двох в A i одного в B) дорiвнює 2/4× 1/2 = 1/4. Тоб-
то маємо ту саму ймовiрнiсть, що i при телепортацiї, однак тепер
спрацьовує i (−45◦)-детектор в аналiзаторi B. Отже, якщо пiдра-
хувати кiлькiсть спрацювань (−45◦)-детектора залежно вiд часу
затримки фотона “1”, то в мiнiмумi цiєї залежностi (який теоре-
тично дорiвнює нулевi) матимемо телепортацiю стану |ϕ〉 з точки
A в точку B.

§ 96. Квантовий комп’ютер

Теорiя квантових комп’ютерiв — мiждисциплiнарна наука, що
виникла на перетинi квантової фiзики i математики. Квантовi
комп’ютери виявляють порiвняно з класичними обчислювальни-
ми машинами принциповi переваги завдяки використанню суттє-
во квантових ефектiв. Така наука, як криптографiя, також зна-
йшла новий розвиток, оскiльки технiчнi засоби захисту iнформа-
цiї прямо пов’язанi з можливостями обчислювальних машин, а
крiм того, новi можливостi дають i принципи квантової механiки.
Торкнемось тут цих питань iз метою зацiкавити Читача.
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Неподiльна одиниця класичної iнформацiї, що набуває два зна-
чення — 0 i 1, має назву “бiт”. Квантовi системи з двома станами
називають квантовими бiтами (qubits), скорочено — кубiтами або
квабiтами, базисом яких є:

|0〉 ≡ | ↑〉 =


 1

0


 ,

|1〉 ≡ | ↓〉 =


 0

1


 .

Тобто квабiт — це нормованi на одиницю вектори двовимiрного
гiльбертового простору. Вiн може зображати числа 0 i 1. Квабiтом
може слугувати будь-яка квантова система, яка має два стани (або
й бiльше). З прикладами таких систем ми вже неодноразово мали
справу.

Вiзьмемо прямий добуток двох квабiтiв:

|00〉 = |0〉|0〉 =




1

0

0

0



, |01〉 = |0〉|1〉 =




0

1

0

0



,

|10〉 = |1〉|0〉 =




0

0

1

0



, |11〉 = |1〉|1〉 =




0

0

0

1



.

Отже, ми отримуємо базис у 4-вимiрному гiльбертовому просторi,
який може зображати числа вiд 0 до 3. Прямий добутокN квабiтiв
очевидно утворює базис, вектор x у якому дозволяє зображати всi
цiлi числа вiд 0 до 2N − 1 (N–квабiтовий реґiстр):

|x〉 = |xN−1xN−2 . . . x2x1x0〉,

xj = (0, 1), j = 0, . . . , N − 1.
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Розгляньмо квантовi логiчнi елементи, тобто оператори, що
змiнюють стани окремого квабiта i з яких складається машина
пiд назвою квантовий комп’ютер. Перетворення Адамара задаємо
унiтарним оператором (див. приклад 3 до §13)

Ĥ =
1√
2


 1 1

1 −1


 ,

дiю якого на вектор стану легко знаходимо

Ĥ|0〉 = 1√
2


 1 1

1 −1




 1

0


 =

1√
2
(|0〉 + |1〉),

Ĥ|1〉 = 1√
2


 1 1

1 −1




 0

1


 =

1√
2
(|0〉 − |1〉).

Тобто цей оператор творить суперпозицiйнi стани, що в загально-
му випадку записуємо так:

Ĥ|x〉 = 1√
2
(|0〉+ (−)x|1〉) = 1√

2
(|0〉 + eiπx|1〉) = 1√

2

∑

y=0,1

eiπxy|y〉.

Дiя прямого добутку N операторiв Адамара ĤN на стан |x〉 кван-
тового реґiстра, складеного з N двостанових пiдсистем, є такою:

ĤN |x〉 = 1

2N/2

∑

y

eiπxy|y〉,

xy =
N−1∑

j=0

xjyj,

yj = (0, 1),

а ∑

y

≡
∑

y0=0,1

. . .
∑

yN−1=0,1

.
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Таким чином, дiя оператора Адамара ĤN на стан |x〉 переводить
його в стан, що є суперпозицiєю 2N станiв, i кожен з яких визна-
чає натуральне число з областi вiд 0 до 2N − 1. Це найголовнiша
перевага квантового комп’ютера над класичним, адже в класи-
чному комп’ютерi кожен його стан задає лише одне число, а у
квантовому — його стан задає 2N чисел. Наприклад, якщо ква-
бiти це атоми, то спецiально пiдiбранi лазернi iмпульси дiють на
їхнi електроннi стани i початкова суперпозицiя 2N чисел еволю-
цiонує до iншої суперпозицiї так, що змiнюється кожне вхiдне чи-
сло. Це означає, що квантовий комп’ютер за один крок проводить
одну операцiю над 2N рiзними вхiдними числами паралельно, i в
результатi на виходi маємо суперпозицiю 2N нових чисел. Класи-
чний комп’ютер такi обчислення мусить проводити за 2N крокiв
або за один крок, але на 2N паралельно працюючих комп’ютерах.
Отже, квантовий комп’ютер дає великий виграш як часу обчи-
слень, так об’єму пам’ятi. Ця властивiсть квантового комп’ютера
має назву квантовий паралелiзм, i саме вона визначає його так
звану надефективнiсть.

Уведемо ще один унiтарний оператор

Φ̂(ϕ) =


 1 0

0 eiϕ


 ,

який називається оператором змiни фази. Очевидно

Φ̂(ϕ)|x〉 = eiϕx|x〉, x = (0, 1).

Виявляється, що цих двох операторiв — Ĥ та Φ̂(ϕ) — достатньо
для того, щоб сконструювати довiльний унiтарний квантовий опе-
ратор, тобто квантовий логiчний елемент, що дiє на один квабiт.

Наведемо зараз простий одноквабiтовий квантовий пристрiй
— так званий iнтерферометр Маха–Цандера (див. рис. 75). Отже,
нехай ми маємо напiвпрозорий бар’єр для частинок, це може бути
тонке напiвпосрiблене дзеркало 1, на яке падає фотон.

Вiдбиваючись вiд двох звичайних плоских дзеркал 2 та 3, пу-
чки рощепленого вихiдного пучка знову сходяться на напiвпосрi-
бленому дзеркалi 4. Обчислимо ймовiрностi потрапляння частин-
ки в детектори D0 таD1. Амплiтуда потрапляння частинки в дете-
ктор D0 по правому шляху дорiвнює eiπ/2/

√
2×eiπ/2/

√
2 = eiπ/2 —
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Рис. 75. Iнтерферометр Маха–Цандера. 1,4 — дiльники частинок у вiд-
ношеннi 50/50; 2,3 — дзеркала; D0, D1 — детектори частинок.

оскiльки частинка двiчi проходить крiзь бар’єр, щоразу уполови-
нюючи ймовiрнiсть, i двiчi набуває фазу π/2 (див. §25 та виноску
на стор. 764). Амплiтуда потрапляння частинки в цей детектор по
лiвому шляху, коли вона лише вiдбивається вiд дзеркал, дорiвнює
1/
√
2 × 1/

√
2 = 1/2. Повна амплiтуда потрапляння в D0, згiдно

з принципом суперпозицiї, дорiвнює сумi амплiтуд по правому й
лiвому шляхах:

A0 =
eiπ

2
+

1

2
= 0,

i, отже, частинка нiколи не потрапить у детектор D0. Аналогiчно
обчислюємо й амплiтуду потрапляння частинки в детектор D1.
Отже, по першому правому шляху амплiтуда потрапляння в D1

дорiвнює eiπ/2/
√
2 × 1/

√
2 = eiπ/2/2; по лiвому шляху маємо ам-

плiтуду, рiвну 1/
√
2×eiπ/2/

√
2 = eiπ/2/2. Так, що повна амплiтуда
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ймовiрностi потрапити в D1 дорiвнює

A1 =
1

2
e

iπ
2 +

1

2
e

iπ
2 = e

iπ
2 ,

а ймовiрнiсть |A1|2 = 1, тобто частинка завжди потрапляє в дете-
ктор D1.

А тепер поставимо на обох шляхах фотона “зсувачi” фаз ϕ0 i
ϕ1 (див. рис. 76) i отримаємо пристрiй, який i є одноквабiтовим
комп’ютером.

Рис. 76. Одноквабiтовий квантовий комп’ютер.

Як вiн працює? Знову рахуємо амплiтуди A0 i A1, як i в попе-
редньому випадку:

A0 =
1√
2
ei

π
2 eiϕ1 ei

π
2

1√
2
+

1√
2
eiϕ0

1√
2
=

1

2
eiϕ0

(
1− eiϕ

)
,

A1 =
1√
2
ei

π
2 eiϕ1

1√
2
+

1√
2
eiϕ0 ei

π
2

1√
2
=
ei(π/2+ϕ0)

2

(
1 + eiϕ

)
,

ϕ = ϕ1 − ϕ0.
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Нехай рiзниця фаз ϕ може набувати значень 0 або π: ϕ0 = 0, π,
ϕ1 = 0, π. Якщо фази однаковi, то ϕ = 0 i A0 = 0, A1 = ei(π/2+ϕ0).
Отже, спрацьовує детектор D1: |A1| = 1, |A0| = 0. Якщо фази
рiзнi, то ϕ = ±π, A0 = eiπ/2, A1 = 0. Тобто спрацьовує детектор
D0: |A1| = 0, |A0| = 1.

Як бачимо, маємо обчислювальну машину, яка порiвнює нам
фази, причому цей пристрiй виконує лише одну дiю — запуск фо-
тона, i маємо результат. А обчислення на класичному комп’ютерi
вимагає двi дiї: потрiбно взяти рiзницю фаз i потiм порiвняти її
з нулем. Наш квантовий комп’ютер, завдяки квантовому парале-
лiзму (вiн додає амплiтуди двох шляхiв), виконує лише одну дiю
i визначає рiзницю фаз. Саме вона є вiдповiдальною за iнтерфе-
ренцiю, а не самi фази. Зауважимо, що ця задача є спрощеним
варiантом так званої задачi Дойча. Замiсть фотона можна взяти,
наприклад, електрон, що дифрагує на двох щiлинах, i магнiтним
полем змiнювати фазу (ефект Ааронова–Бома).

З окремих квабiтiв i одно- та двоквабiтових логiчних елементiв
будують так звану квантову мережу, яка змiнює стани квантово-
го реґiстру — це все разом i утворює квантовий процесор. Дво-
квабiтовий логiчний елемент, очевидно, є вже матрицею “4×4” i,
наприклад, оператор “виключаюче або” дорiвнює

X̂OR =


 I 0

0 σ̂x


 ,

де I — одинична матриця “2×2”, σ̂x — матриця Паулi9. Звичайним
множенням матриць легко показати, що

X̂OR |00〉 = |00〉,

X̂OR |01〉 = |01〉,

X̂OR |10〉 = |11〉,

X̂OR |11〉 = |10〉.
9Абревiатура XOR походить вiд англiйського “exclusive or”, тобто “виклю-

чаюче або”.
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Отже, якщо перший квабiт є |0〉, то оператор X̂OR не змiнює
двоквабiтового стану, але якщо перший квабiт є |1〉, то оператор
X̂OR змiнює стан другого квабiта — зi стану |0〉 переводить його
в |1〉 i навпаки.

Квантове обчислення є еволюцiєю квантового реґiстру пiд дi-
єю унiтарних операторiв квантової мережi, що задають потрiбну
програму розрахунку. Найбiльшою проблемою є приготування по-
чаткового стану i “зчитування” кiнцевого стану (тобто результа-
ту). “Зчитування” означає вимiрювання, яке руйнує стан унаслi-
док редукцiї хвильової функцiї. Для того, щоб вилучити з кiнце-
вого стану всю iнформацiю, потрiбно пiсля кожного “зчитування”
вiдтворювати цю хвильову функцiю. Отже, отримати результати
можна лише зi статистичного аналiзу при багатократному вимi-
рюваннi, тобто при багатократному повтореннi роботи квантового
комп’ютера. Але, як ми бачили, найбiльшою перевагою квантово-
го комп’ютера є його надефективнiсть: для окремих задач час
розрахунку на квантовому комп’ютерi пропорцiйний до степеня
вiд кiлькостi необхiдних елементарних операцiй, а на класичному
— експонентi.

§ 97. Квантова криптографiя

Що таке криптографiя? Це наука про збереження таємницi
змiсту деякого тексту за допомогою процедури шифрування. Кри-
птографiя є одним iз роздiлiв криптологiї, яка охоплює також i
криптоаналiз, тобто науку проникнення в таємницю захищеного
тексту.

Надефективнiсть квантового комп’ютера засмутила любителiв
обмiнюватись конфiденцiйною iнформацiєю в зашифрованому ви-
глядi. Рiч у тiм, що надiйнiсть шифру є в оберненiй залежностi вiд
швидкодiї комп’ютера. Мова йде про надiйнiсть в обчислювально-
му сенсi, тобто розкриття шифру в принципi є можливим, однак
на це потрiбен час, пiсля якого iнформацiя перестає бути таєм-
ною. Iнший характер надiйностi полягає в тому, що без ключа не
можна вiдтворити з криптотексту змiсту повiдомлення10. Таким
є так званий шифр одноразового блокнота — назва походить вiд

10Читачевi, який бажає докладнiше ознайомитись iз теорiєю захисту iн-
формацiї, рекомендуємо пiдручник: О. В. Вербiцький, Вступ до криптологiї.
Видавництво науково-технiчної лiтератури, Львiв, 1998.
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того, що копiї ключiв записанi на сторiнках блокнота, i як тiльки
ключ використано, ця сторiнка знищується.

Прикладом криптографiї з вiдкритим ключем є RSA-код, за-
пропонований 1977 року (назва пiшла вiд перших лiтер прiзвищ
його авторiв P. Rivest, A. Shamir, A. Adleman). Код працює так.
Конфiденти Алiса i Боб (див. виноску на стор. 765) вибирають два
досить великi простi числа p та q i обчислюють добуток N = pq.
Потiм випадковим чином вибирають натуральне число e, взаємно
просте з числом (p− 1)(q− 1) i менше за нього, тобто найбiльший
спiльний дiльник для цих чисел дорiвнює одиницi. Пiсля цього
знаходять натуральне число d, обернене до e в тому сенсi, що ли-
шок вiд дiлення числа ed на (p − 1)(q − 1) дорiвнює одиницi. У
теорiї чисел кажуть, що лишок числа ed за модулем (p− 1)(q− 1)
дорiвнює одиницi, i пишуть це так: ed ≡ 1mod ((p − 1)(q − 1)).
Тепер (e,N) — це вiдкритий ключ, d — таємний.

Далi Боб або будь-хто iнший пише лист Алiсi, користуючись
вiдкритим ключем. Спочатку вiн кожну лiтеру тексту переводить
у деяку послiдовнiсть чисел, потiм кожне з цих чисел n зашифро-
вує, замiнюючи його на лишок числа ne за модулем N , i вiдкрито
пересилає цей криптотекст Алiсi. Вона, маючи таємний ключ, ко-
жне число з криптотексту пiдносить до степеня d за модулем N
i отримує вихiдне число n, оскiльки ned ≡ nmodN . Стороннiм
особам вiдомi лише числа N та e, а не p та q, тобто розклад N
на простi множники є таємницею. I хоча алґоритм розкладу на-
турального числа на простi множники був вiдомий ще Евклiдовi,
однак час, потрiбний на це, виявляється, дуже швидко зростає зi
збiльшенням N , а саме експоненцiйно до N1/3(lnN)2/3. Кiлькiсть
цього часу i є критерiєм надiйностi шифру11. Найвразливiшим мi-
сцем такого шифрування є операцiя обмiну таємним ключем. Щоб
уникнути цього, Алiса творить таємний ключ сама, а Боб, маю-
чи, як i всi, ї ї вiдкритий ключ, передає iнформацiю, яку, крiм неї,
нiхто не розшифрує. Подiбно Боб може поширити свiй алгоритм
шифрування, i будь-хто, в тому числi Алiса, зашифрує документ,
який прочитає лише вiн.

Мiж iншим, приватний таємний ключ може слугувати як еле-
ктронний пiдпис особи. Iдея цифрового пiдпису ґрунтується на

11Автори RSA-коду запропонували розкласти на множники 129-значне чи-
сло, вiдоме тепер як число RSA-129. Лише через 17 рокiв здiйснено фактори-
зацiю цього числа зусиллями понад 1600 комп’ютерiв, об’єднаних у мережу.

774



тому, що операцiї шифрування Ê i дешифрування D̂ деякого по-
вiдомлення M є взаємно оберненими: ÊD̂M = D̂ÊM = M . Алiса
шифрує свiй пiдпис так: спочатку виконує операцiю дешифрува-
ння повiдомлення-пiдпису M своїм секретним приватним ключем
D̂A, а потiм пiддає отриманий текст шифруванню вiдкритим клю-
чем Боба ÊB i одержує текст M ′ = ÊBD̂AM . Боб, отримавши цю
iнформацiю, дешифрує її своїм приватним ключем D̂B , шифрує
вiдкритим ключем Алiси ÊA i отримує пiдпис Алiси M , оскiльки
ÊAD̂BM

′ = ÊAD̂BÊBD̂AM =M , тому що D̂BÊB = 1 i ÊAD̂A = 1.
Пiдпис Алiси M не можна пiдробити, оскiльки нiхто не володiє її
приватним ключем.

Брутальна атака RSA-шифру на квантовому комп’ютерi, тоб-
то розклад натурального числа N на простi множники, iз часом
розшифровки, пропорцiйним до степеня lnN , робить реальним
несакцiонований доступ до iнформацiї, а шифр ненадiйним. Але
завдяки знову ж таки квантовiй механiцi виникають iншi можли-
востi зробити шифрування надiйним.

У ролi квантового шифру можна вибрати сукупнiсть EPR-пар
частинок. Вiзьмiмо, наприклад, синґлетний сплутаний стан си-
стеми двох частинок, спiни яких дорiвнюють ~/2, а повний спiн
дорiвнює нулевi. Алiса, вимiрюючи поляризатором у точцi A спi-
новi стани частинок iз кожної EPR-пари, отримує послiдовнiсть iз
нулiв (спiн “уверх”) i одиниць (спiн “униз”), а Боб у точцi B зчитує
зi свого поляризатора доповнюючу послiдовнiсть одиниць i нулiв
вiд iнших частинок вiдповiдних EPR-пар. Ця цiлком випадкова
послiдовнiсть символiв i є шифром, яким Алiса i Боб обмiнялись
пiд час своїх вимiрiв. Далi Алiса, наприклад, додаючи числа з цi-
єї випадкової послiдовностi до вiдповiдних цифр iз послiдовностi
вiдкритого тексту, що необхiдно передати Бобовi, отримує шифро-
ваний текст. Боб легко вiдтворює початковий текст прийнятого
вiд Алiси повiдомлення операцiєю вiднiмання шифру вiд крипто-
тексту.

Несанкцiоноване втручання у квантовий канал EPR-пар пiд
час творення шифру приводить до незворотної редукцiї хвильової
функцiї EPR-пари та руйнування шифру, що можуть зауважити
конфiденти. Для того щоб не руйнувати стани фотонiв, потрiбно
робити їхнi копiї, тобто клонувати цi стани (назва клон походить
вiд грецького κλων — паросток, пагiн). Пiд клонуванням розумi-
ють створення точної копiї вихiдного квантового об’єкта при збе-
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реженнi його в тому початково невiдомому станi, у якому вiн був
до клонування. Це, однак, заборонено так званою теоремою про
неможливiсть клонування, яка є наслiдком квантовомеханiчного
принципу суперпозицiї. Справдi, нехай пристрiй для клонування
переводить амплiтуду деякого стану об’єкта в добуток амплiтуд
(об’єкта та копiї). Якщо маємо суперпозицiйний стан об’єкта, на-
приклад, iз двох амплiтуд, то, з одного боку, лiнiйний оператор
клонування переводить цей стан у суму добуткiв амплiтуд, а з
iншого — ми повиннi мати, за означенням, добуток суперпозицiй-
них станiв. Оскiльки сума добуткiв не дорiвнює добутковi суми,
то звiдси випливає, що операцiя клонування квантовомеханiчних
станiв є неможливою. Отже, кожна спроба “пiдслухати” iнфор-
мацiю, якою обмiнюються Алiса i Боб, доконечно тягне за собою
спотворення станiв фотонiв, яке можна виявити.

§ 98. Нерiвностi Белла

Маємо тепер зручну нагоду знову обговорити проблему схова-
них параметрiв, аналiзуючи вимiрювання спiнових станiв систем
двох частинок. Припустимо, що iснують схованi параметри, якi,
за канонами класичної фiзики, дають повну iнформацiю про фi-
зичнi величини квантовомеханiчної системи. У нашому розглядi
такими величинами будуть проекцiї спiнiв частинок на певнi на-
прямки.

Нехай ми маємо двi частинки, кожна зi спiном ~/2, якi утво-
рюють EPR-пару з повним спiном, рiвним нулевi. У деякий поча-
тковий момент часу частинки починають розлiтатись. Перша ча-
стинка рухається в напрямку точки A, друга — в напрямку точки
B. У цих точках знаходяться прилади, за допомогою яких вимi-
рюють проекцiї спiнiв частинок на напрямки, що задають одини-
чнi вектори a та b вiдповiдно. Цi проекцiї можуть мати значення
(+~/2) або (−~/2), i надалi вимiрюватимемо їх в одиницях ~/2.
Отже, в точцi A отримуємо значення σ1(a, λ), де a — параметр
приладу, λ — схований параметр, який дає змогу точно визнача-
ти значення проекцiї власного моменту з двох можливих значень:
σ1(a, λ) = ±1. Аналогiчно для другої частинки в точцi B отри-
муємо значення σ2(b, λ), яке також може набувати два значення:
σ2(b, λ) = ±1.
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Прилади в точках A та B розведенi на велику вiдстань так,
щоб мiж актами вимiрювань у них не було причинного зв’язку.
Тобто, щоб за час вимiрювань iнформацiя, яка поширюється зi
швидкiстю свiтла, не пройшла цiєї вiдстанi. Отже, умови експе-
рименту з вимiрювання проекцiй спiну частинок задовольняють
принцип локальностi: величина σ1 залежить лише вiд вектора a,
а не вiд a та b. Аналогiчно σ2 залежить лише вiд b. Зрозумiло,
що прилади в точках A та B можуть перелаштовуватись, змi-
нюючи напрямки одиничних векторiв на iншi, наприклад, на a′

та b′.
Нехай маємо N таких EPR-пар частинок, кожну з яких нуме-

руємо iндексом j. Схований параметр для j-тої пари позначаємо
через λj . Будемо тепер проводити вимiри з кожною парою з тим,
щоб можна було б визначати середнi значення вимiрюваних вели-
чин.

Iз цiєю метою утворимо з вимiряних величин таку констру-
кцiю:

Pj = σ1(a, λj)
[
σ2(b, λj) + σ2(b

′, λj)
]

+ σ1(a
′, λj)

[
σ2(b, λj)− σ2(b

′, λj)
]
,

j = 1, . . . , N.

Якщо величини σ2 для b i b′ набувають однакових знакiв, то друга
квадратна дужка дорiвнює нулевi, а перша квадратна дужка, як i
весь вираз Pj , дорiвнює (+2) або (−2) залежно вiд знака σ1(a, λj)
та знака цiєї квадратної дужки. Якщо ж σ2 для b i b′ мають рiзнi
знаки, то перша квадратна дужка дорiвнює нулевi i працює друга
квадратна дужка, так що знову Pj = ±2.

Обчислимо тепер середнє значення величини Pj шляхом пiд-
сумовування її за iндексом j та дiленням отриманої суми на кiль-
кiсть пар, тобто наN . Оскiльки при пiдсумовуваннi внесок деяких
пар може взаємно компенсуватись, то шукане середнє задоволь-
няє таку нерiвнiсть:

∣∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

Pj

∣∣∣∣∣∣
≤ 2.
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Користуючись тим, що EPR-пари є рiвноправними, вводимо озна-
чення середнього:

1

N

N∑

j=1

σ1(a, λj)σ2(b, λj) = 〈σ1(a)σ2(b)〉,

розумiючи, що N ≫ 1. За допомогою цього означення знайдена
нерiвнiсть з урахуванням явного вигляду для величини Pj наби-
рає такого вигляду:
∣∣∣〈σ1(a)σ2(b)〉+ 〈σ1(a)σ2(b′)〉+ 〈σ1(a′)σ2(b)〉 − 〈σ1(a′)σ2(b′)〉

∣∣∣ ≤ 2.

Це i є знаменита нерiвнiсть Джона Белла, яку вiн установив
1964 року.

Зробимо деякi зауваження. По-перше, ми отримали лише одну
з нерiвностей Белла, подiбним чином їх можна вивести цiлу низку.
По-друге, при виведеннi цiєї нерiвностi ми на якийсь час забули
про квантову механiку. Тобто ми не зверталися до квантовомеха-
нiчних принципiв. Суттєвим у виведеннi є гiпотеза про iснуван-
ня схованих параметрiв. Те, що ми говорили про спiни частинок,
зовсiм не означає, що ми користуємось квантовою мовою. Про си-
стеми з двома можливими станами можна говорити i класичною
мовою, а нерiвнiсть Белла — це звичайний аналiз результатiв екс-
перименту з визначення станiв, у яких перебуває дослiджувана
система i якi однозначно фiксує схований параметр λ. Для подаль-
шого важливим є те, що розумiти пiд знаком усереднення. Саме
тодi i вступає у гру квантова механiка, коли обчислення середньо-
го ми проводимо згiдно з її принципами.

Як приклад запровадимо модель двох класичних спiнiв iз про-
тилежними напрямками й рiвномiрно розподiлених за кутами12.
Отже, схований параметр λ визначимо так:

λ = i cos λ+ j sinλ, 0 ≤ λ ≤ 2π,

i, j — орти декартової системи координат. Одиничний вектор λ
вказує напрямок власного моменту першої частинки, тобто λ є

12Див. також: A. Peres, Am. J. Phys. 745 46(7), 1978.
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спiном частинки. Величина

σ1 = sign(λa) =





1, (λa) > 0,

−1, (λa) < 0

визначає напрямок проекцiї спiну на a. Власний момент другої ча-
стинки завжди має протилежний напрямок до λ, оскiльки повний
момент дорiвнює нулевi, тому

σ2 = sign(−λb) = −sign(λb).

Пiд усередненням розумiємо iнтеґрування

〈. . .〉 = 1

2π

2π∫

0

dλ(. . .),

що вiдповiдає великим значенням N . Одиничний вектор a зафi-
ксуємо вздовж x,

a = i, (λa) = cosλ,

а одиничний вектор

b = i cosϕab + j sinϕab,

(λb) = cos λ cosϕab + sinλ sinϕab = cos(λ− ϕab),

де ϕab — кут мiж векторами a та b,

(ab) = cosϕab,

причому 0 ≤ ϕab ≤ π.
Обчислимо середнє

K(ϕab) = 〈σ1(a)σ2(b)〉 = − 1

2π

2π∫

0

dλ sign(λa)sign(λb)

= − 1

2π

2π∫

0

dλ sign(cos λ)sign[cos(λ− ϕab)]
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= − 1

2π

π/2∫

−π/2

dλ sign[cos(λ− ϕab)] +
1

2π

3π/2∫

π/2

dλ sign[cos(λ− ϕab)].

Робимо замiну змiнної iнтеґрування λ′ = λ− ϕab:

K(ϕab) = − 1

2π

π/2−ϕab∫

−π/2−ϕab

dλ′ sign(cos λ′) +
1

2π

3π/2−ϕab∫

π/2−ϕab

dλ′ sign(cos λ′)

=
1

2π

−π/2∫

−π/2−ϕab

dλ′ − 1

2π

π/2−ϕab∫

−π/2

dλ′ +
1

2π

π/2∫

π/2−ϕab

dλ′ − 1

2π

3π/2−ϕab∫

π/2

dλ′.

Елементарне iнтеґрування дає

K(ϕab) = −1 +
2ϕab

π
.

Пiдставляючи це середнє в нерiвнiсть Белла, отримаємо, що

∣∣∣∣2−
2

π
(ϕab + ϕab′ + ϕa′b − ϕa′b′)

∣∣∣∣ ≤ 2.

Неважко переконатись, що це спiввiдношення виконується зав-
жди. Нехай, наприклад, ми розташовуємо одиничнi вектори вiя-
лом, починаючи з a′, у такому порядку (проти годинникової стрiл-
ки): (a′,a,b′,b), то нерiвнiсть переходить у

∣∣∣∣2−
4

π
ϕab

∣∣∣∣ ≤ 2,

i оскiльки 0 ≤ ϕab ≤ π, то вона виконується завжди. До такої
ж нерiвностi приводять i послiдовностi (a′,a,b,b′), (a,a′,b,b′) та
(a,a′,b′,b), а при (a,b,a′,b′) маємо

∣∣∣∣2−
2

π
(ϕab + ϕa′b)

∣∣∣∣ ≤ 2,

780



що також завжди виконується. Перебираючи всi можливi випад-
ки, переконуємось, що нерiвнiсть Белла для вибраної моделi має
силу.

Вiзьмемо тепер до розгляду квантову модель. Нехай EPR-пара
перебуває в синґлетному сплутаному станi

|Ψ−
12〉 =

1√
2
(| ↑1〉| ↓2〉 − | ↓1〉| ↑2〉).

Величини

σ1(a) = (σ̂1a), σ2(b) = (σ̂2b),

де σ̂1, σ̂2 — матрицi Паулi, якi в одиницях ~/2 представляють
спiни частинок. Власнi значення операторiв σ1(a) i σ2(b) також
дорiвнюють (±1). Справдi,

σ1(a) = axσ̂x + ayσ̂y + azσ̂z

=


 az ax − iay

ax + iay −az


 ,

i з секулярного рiвняння легко знаходимо, що власне значення
дорiвнює (±|a|), а, за означенням, |a| = 1. Ще простiше можна це
побачити, якщо вектор a спрямувати взовж осi z.

Тепер середнє

〈σ1(a)σ2(b)〉 = 〈Ψ−
12|(σ̂1a)(σ̂2b)|Ψ−

12〉.
Розпишемо скалярнi добутки i обчислимо спочатку середнє вiд
мiшаного добутку:

〈Ψ−
12|σ̂x1 σ̂

y
2 |Ψ−

12〉 =
1

2

(
〈↑1 |〈↓2 | − 〈↓1 |〈↑2 |

)

× σ̂x1 σ̂
y
2

(
| ↑1〉| ↓2〉 − | ↓1〉| ↑2〉

)

=
1

2

[
〈↑1 |σ̂x1 | ↑1〉〈↓2 |σ̂y2 | ↓2〉 − 〈↑1 |σ̂x1 | ↓1〉〈↓2 |σ̂y2 | ↑2〉

−〈↓1 |σ̂x1 | ↑1〉〈↑2 |σ̂y2 | ↓2〉+ 〈↓1 |σ̂x1 | ↓1〉〈↑2 |σ̂y2 | ↑2〉
]
.
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Усi цi матричнi елементи матриць Паулi ми добре знаємо: перший
i четвертий доданки дорiвнюють нулевi, оскiльки дiагональнi еле-
менти дорiвнюють нулевi, а другий взаємно скорочується з третiм.
У результатi середнє

〈Ψ−
12|σ̂x1 σ̂y2 |Ψ−

12〉 = 0.

Ми вибрали x- та y-компоненти, але всi вони є рiвноправними,
i тому середнi вiд усiх мiшаних добуткiв дорiвнюють нулевi. Вi-
зьмемо тепер середнє вiд добуткiв з однаковими компонентами i
виконаємо такi ж обчислення, наприклад:

〈Ψ−
12|σ̂x1 σ̂x2 |Ψ−

12〉 = −1,

а внаслiдок рiвноправностi yy- та zz-середнi також дорiвнюють
(−1). Тепер очевидно, що наше вихiдне середнє (на вiдмiну вiд
класичного позначмо його штрихом) зводиться до скалярного до-
бутку:

K ′(ϕab) = 〈σ1(a)σ2(b)〉

= −(ab) = − cosϕab.

Використовуючи цi результати, запишемо нерiвнiсть Белла в
такому виглядi:

|(ab) + (ab′) + (a′b)− (a′b′)| ≤ 2

або, зважаючи на те, що a та b є одиничними векторами, маємо,
що

| cosϕab + cosϕab′ + cosϕa′b − cosϕa′b′ | ≤ 2,

де, як i в попередньому прикладi, введено кути мiж вiдповiдними
одиничними векторами.

У тому, що ця нерiвнiсть порушується для деяких розташувань
векторiв, переконуємось на вiялi (a′,b,a,b′) з кутами в 45◦ мiж
ними:

cosϕab + cosϕab′ + cosϕa′b − cosϕa′b′

= 3cos
π

4
− cos

3π

4
= 2

√
2.
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Для вiяла (b,a,b,a′), коли напрямки a i b збiгаються (a = b), а
кути

ϕaa′ = ϕab′ = ϕ i ϕa′b′ = 2ϕ,

лiва частина нерiвностi

|1 + 2 cosϕ− cos 2ϕ| = |2 + 2(1− cosϕ) cosϕ|.

Ця величина бiльша, нiж 2 для всiх кутiв, якi є меншими за π/2,
0 < ϕ < π/2. Тодi як як для класичного випадку лiва частина
нерiвностi для такого вiяла векторiв точно дорiвнює 2. Принагi-
дно зауважимо, що сплутанi стани |Ψ±

12〉, |Φ±
12〉 називають також

станами Белла у зв’язку з тим, що вони максимально порушують
нерiвностi Белла.

Звiдси робимо висновок, що для квантовомеханiчного усере-
днення нерiвнiсть Белла не має мiсця. А це, своєю чергою, го-
ворить про те, що гiпотеза про iснування схованих параметрiв у
квантовiй механiцi не справдилась.

Загалом кажучи, таке доведення вiдсутностi схованих пара-
метрiв, на наш погляд, не є аж таким переконливим, оскiльки
i без обчислень зрозумiло, що порушення нерiвностi Белла зав-
дячує наявностi перехресних доданкiв при обчисленнi середнiх iз
суперпозицiйною хвильовою функцiєю. Для хвильових функцiй,
якi можна факторизувати щодо першої i другої частинок, нерiв-
нiсть Белла буде справджуватись. Саме перехреснi доданки i тво-
рять квантовомеханiчнi iнтерференцiйнi ефекти, що є чужими для
класичної механiки. Тому запровадження класичного опису через
схованi параметри з квантовомеханiчним усередненням iз супер-
позицiйною хвильовою функцiєю не злiквiдовує iнтерференцiйних
ефектiв. Резюмуючи, стверджуємо, що квантова механiка без схо-
ваних параметрiв є внутрiшньо несуперечливою теорiєю.

У зв’язку зi сказаним, можна навести таку аналогiю. Геоме-
трiя Евклiда вистояла двi тисячi рокiв перед спробами вивести
її п’ятий постулат про паралельнi прямi з чотирьох iнших. Тепер
ми вже знаємо, що це неможливо. Однак цi спроби врештi-решт
привели до створення К. Ф. Ґауссом, М. Лобачевським i Я. Бо-
льяї, незалежно один вiд одного, неевклiдової геометрiї, в якiй
немає твердження про паралельнi прямi. Але й геометрiя Евклi-
да з її п’ятим постулатом виявилась внутрiшньо несуперечливою.
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Повертаючись до квантової механiки, стверджуємо, що створен-
ня теорiї зi схованими параметрами з класичним описом явищ є
можливим, але це не означатиме, що квантова механiка є супере-
чливою або неповною теорiєю атомних явищ.



ГЛА ВА XIII

РУХ ЧАСТИНКИ В ДЕФОРМОВАНОМУ ПРОСТОРI

§ 99. Деформованi дужки Пуассона

Проблема вивчення властивостей фiзичних систем у просто-
рах iз деформованими дужками Пуассона, або просто у дефор-
мованому просторi, якої ми торкалися в §9, потребує особливого
розгляду, оскiльки вона стосується фундаментальних засад меха-
нiки та вимагає додаткового аналiзу концепцiї спостережуваних
величин i зiставлення їм операторiв, розвитку нових математи-
чних методiв, зокрема i наближених, для розв’язку квантовоме-
ханiчних задач, а також перегляду умов застосування квазiкла-
сичного наближення.

Отже, мова йде про те, що звична нам канонiчна права частина
дужок Пуассона для узагальнених координат Q та iмпульсiв P є
дещо змiненою так, що комутатор для вiдповiдних операторiв Q̂
та P̂ в одновимiрному просторi дорiвнює

[Q̂, P̂ ] = i~f,

де вiдповiдальна за деформацiю величина f є, взагалi кажучи,
функцiєю Q̂ i P̂ , f = f(Q̂, P̂ ), а в звичайному недеформованому
просторi вона дорiвнює одиницi, f = 1. Деформацiю прийнято
вважати незначною, тобто середнє значення f повинно не дуже
вiдрiзнятись вiд одиницi. Це, мабуть, єдина умова на f , хоча мо-
жна вимагати її iнварiантностi щодо перетворень Галiлея чи у
релятивiстському випадку — iнварiантностi стосовно перетворень
Лоренца. Однак цi умови не є обов’язковими — ми можемо вибра-
ти деяким способом вигляд деформацiйної функцiї в конкретнiй
системi вiдлiку, в якiй i вивчаємо те чи iнше фiзичне явище. Тому
що переставнi спiввiдношення є спотвореними, ми вже не можемо
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надавати величинам, з якими зiставляємо оператори Q̂ та P̂ , змi-
сту канонiчно спряжених узагальнених координат та iмпульсiв.

Уперше деформованi комутацiйнi спiввiдношення дослiджува-
ли у зв’язку з iдеєю квантування простору. Можна пiдiйти до
проблеми з деформацiєю дужок Пуассона i з чисто практичного
боку при розв’язку задач на власнi значення та власнi функцiї
операторiв. Якщо ми маємо гамiльтонiан у рiвняннi Шрединґе-
ра з потенцiалом, який не дозволяє знайти точного аналiтичного
розв’язку задачi, то можна звести його до знайомого вигляду (на-
приклад, гамiльтонiана гармонiчного осцилятора), але через такi
узагальненi координати та iмпульси, оператори яких уже не задо-
вольняють алгебри Гайзенберґа. Переставнi спiввiдношення мiж
цими операторами є, як кажуть, здеформованими. Такою проце-
дурою ми переносимо “незручний” вигляд гамiльтонiана в дефор-
мацiю дужок Пуассона. Iнодi це дає змогу ефективнiше знаходити
наближенi розв’язки рiвняння Шрединґера. Деякi деформацiйнi
функцiї дозволяють такi “перекидання незручностей” iз гамiльто-
нiана на переставнi спiввiдношення трактувати як задачу, в якiй
маса частинки залежить вiд координат (див. §9).

Можна зразу стартувати з “добрим” гамiльтонiаном, але з де-
формованими дужками Пуассона з деякою довiльною деформа-
цiйною функцiєю, яка залежить як вiд координат, так i вiд iм-
пульсiв. Узагалi кажучи, ми вже не завжди зможемо просто зро-
бити зворотний перехiд, тобто “перекинути” цю деформацiю до
гамiльтонiана. Отже, такi задачi набувають самостiйного iнтере-
су, так само як i задачi про рух частинки з масою, що залежить
вiд її координат. При цьому нас зустрiчає проблема взаємного роз-
ташування в кiнетичнiй енерґiї операторiв iмпульсiв та оберненої
маси.

Розгляньмо конкретний вигляд деформацiйної функцiї f , який
має стосунок до проблеми квантування простору. Отже, нехай за-
дано комутатор

[Q̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2), β > 0.

Покажемо, що iснує мiнiмальне значення величини 〈(∆̂Q)2〉, яке
не дорiвнює нулевi. Iз спiввiдношення невизначеностей Гайзенбер-
ґа маємо:

〈(∆̂Q)2〉〈(∆̂P )2〉 ≥ ~2

4
(1 + β〈P̂ 2〉)2,
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〈(∆̂Q)2〉〈(∆̂P )2〉 ≥ ~2

4

[
1 + β〈P̂ 〉2 + β〈(∆̂P )2〉

]2
,

〈(∆̂Q)2〉 ≥ ~2

4

[
(1 + β〈P̂ 〉2)2
〈(∆̂P )2〉

+ 2β(1 + β〈P̂ 〉2) + β2〈(∆̂P )2〉
]
.

При заданому 〈P̂ 〉 права частина цiєї нерiвностi набуває мiнiмаль-
ного значення за умови, що

−(1 + β〈P̂ 〉2)2

〈(∆̂P )2〉2
+ β2 = 0.

Використовуючи звiдси значення

〈(∆̂P )2〉 = 1 + β〈P̂ 〉2
β

,

знаходимо, що

〈(∆̂Q)2〉 ≥ 〈(∆̂Q)2〉min,

де

〈(∆̂Q)2〉min = ~2β(1 + β〈P̂ 〉2).

Оскiльки β > 0, то й мiнiмальне значення величини 〈(∆̂Q)2〉 не
дорiвнює нулевi.

Якщо пiд Q̂, P̂ розумiти узагальненi координати та iмпуль-
си у просторi з дужкою Пуассона, що здеформована функцi-
єю f = 1 + βP̂ 2, про що йшла мова в §9, то (при 〈P̂ 〉 = 0)
доходимо висновку, що в такому просторi iснує квант довжини√

〈(∆̂Q)2〉min = ~
√
β. Оскiльки середнє квадратичне вiдхилення

величини, яку представляє Q̂, не дорiвнює нулевi, то це означає,
що в такому “квантованому просторi” оператор Q̂ не має власних
значень, згiдно з §9.

Насамкiнець розглянемо умову квантування Бора–
Зоммерфельда у змiнних (Q, P ). Для канонiчно-спряжених
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координат q та iмпульсiв p умову квантування записуємо через
площу, обмежену фазовою траєкторiєю (див. §30):

∫ ∫
dq dp = 2π~(n + ν),

n = 0, 1, 2, . . . , i величину ν визначають граничнi умови, 0 ≤ ν < 1.
Перейдемо вiд канонiчних змiнних (q, p) до нових величин Q,

P , класична дужка Пуассона яких дорiвнює f :

{Q,P} = f.

Отже маємо ∫ ∫
J dQdP = 2π~(n + ν),

де якобiан переходу

J =
∂(q, p)

∂(Q,P )
= 1

/
∂(Q,P )

∂(q, p)

i оскiльки обернений якобiан переходу

∂(Q,P )

∂(q, p)
=
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q
= {Q,P} = f,

то умова квантування Бора–Зоммерфельда у просторах iз дефор-
мованими дужками Пуассона є такою

∫ ∫
dQdP

f
= 2π~(n + ν), 0 ≤ ν < 1.

Щодо умов застосовностi цього правила квантування, то вони по-
требують детальнiшого дослiдження, зокрема величина ν може
залежати вiд параметрiв деформацiї, якi входять у функцiю f .

Приклад. Знайти оцiнку знизу енерґiї гармонiчного осцилятора з гамiль-
тонiаном

Ĥ =
P̂ 2

2m
+
mω2

2
Q̂2

у просторi з мiнiмальною довжиною.
Для середньої енерґiї в припущеннi, що 〈P̂ 〉 = 0, 〈Q̂〉 = 0 i з урахуванням

того, що тепер

〈Q̂2〉 ≥ ~2

4

[
1

〈P̂ 2〉
+ 2β + β2〈P̂ 2〉

]
,
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знаходимо нерiвнiсть:

E ≥ 〈P̂ 2〉
2m

[
1 +

(
βm~ω

2

)2
]
+
m~2ω2

8〈P̂ 2〉
+ β

m~2ω2

4
.

Мiнiмiзує праву частину цiєї нерiвностi величина

〈P̂ 2〉 = m~ω

2

/√
1 +

(
βm~ω

2

)2

,

i в результатi маємо, що

E ≥ ~ω

2



√

1 +

(
βm~ω

2

)2

+
βm~ω

2


 .

Отже, енерґiя основного стану гармонiчного осцилятора в просторах, де iснує
мiнiмальна довжина, є вищою, нiж у звичайному просторi.

§ 100. Гармонiчний осцилятор у квантованому просторi

Розглянемо гармонiчний осцилятор iз гамiльтонiаном

Ĥ =
P̂ 2

2m
+
mω2Q̂2

2

у просторi з деформованими дужками Пуассона,

[Q̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2), β > 0,

коли, як показано в попередньому параграфi, iснує мiнiмальна
довжина ~

√
β. Знайдемо рiвнi енерґiї такої моделi.

Працюємо в iмпульсному зображеннi (P̂ = P ) i вводимо нову
змiнну p таким спiввiдношенням:

P =
1√
β
tg(p

√
β), −π/2 ≤ p

√
β ≤ π/2.

Легко переконатись, що тепер оператор Q̂ = i~ d/dp. Справдi,
комутатор

[Q̂, P ] =
i~√
β

d tg(p
√
β)

dp
=

i~

cos2(p
√
β)

= i~
[
1 + tg2(p

√
β)
]
= i~(1 + βP 2)
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збiгається з вихiдним, i отже, оператори p та Q̂ являють собою
канонiчно спряженi динамiчнi змiннi, [Q̂, p] = i~. Гамiльтонiан за-
писуємо через нову змiнну p:

Ĥ =
tg2(p

√
β)

2mβ
− mω2~2

2

d2

dp2

або

Ĥ = −mω
2~2

2

d2

dp2
+

1

2mβ cos2(p
√
β)

− 1

2mβ
.

Як бачимо, ми звели цю задачу до задачi з прикладу 1 до пара-
графа §23, якщо в ньому зробити такi замiни: x→ p, m→ 1/mω2,
a→ 1/

√
β, U0 → 1/2mβ. Тому, використовуючи результат iз цього

прикладу, зразу виписуємо шуканi рiвнi енерґiї:

En =
βm~2ω2

8


1 + 2n+

√
1 +

(
2

βm~ω

)2


2

− 1

2mβ
,

n = 0, 1, 2, . . . . Розкриваючи квадрат, переписуємо цей вираз так:

En = ~ω



(
n+

1

2

)√
1 +

(
βm~ω

2

)2

+
βm~ω

2

(
n2 + n+

1

2

)
 .

Вираз для енерґiї основного стану, n = 0, узгоджується з резуль-
татом, який ми отримали в прикладi до попереднього параграфа.

Якщо деформацiя дужок Пуаcсона вiдсутня (β = 0), то маємо
звичайнi рiвнi енерґiї для гармонiчного осцилятора. Для великих
значень параметра деформацiї β маємо En = βm~2ω2(n+ 1)2/2, i
залежнiсть рiвнiв енерґiї вiд квантового числа n є квадратичною,
як i для частинки, що рухається в прямокутнiй потенцiальнiй ямi
з безмежно високими стiнками.

Приклад. Розрахувати рiвнi енерґiї гармонiчного осцилятора з деформа-
цiєю f = 1 + βP 2 з умови квантування Бора–Зоммерфельда:

∫ ∫
dQdP

1 + βP 2
= 2π~(n+ ν),

P 2

2m
+
mω2Q2

2
= E.

790



Потрiбний нам iнтеґрал

I =

∫ ∫
dQdP

1 + βP 2
=

√
2mE∫

−
√

2mE

dP

1 + βP 2

Q0∫

−Q0

dQ

= 2

√
2

mω2

√
2mE∫

−
√

2mE

dP

1 + βP 2

√
E − P 2

2m
,

де

Q0 =

√
2

mω2

(
E − P 2

2m

)
,

пiсля замiни змiнної iнтеґрування, P =
√
2mE sin x, 0 ≤ x ≤ π/2, легко бере-

мо:

I

/
8E

ω
=

∫ π/2

0

cos2 x

1 + 2βmE sin2 x
dx =

π

4βmE

(√
1 + 2βmE − 1

)
.

Тепер з умови квантування знаходимо рiвнi енерґiї:

En = ~ω

[
(n+ ν) +

βm~ω

2
(n+ ν)2

]
, n = 0, 1, . . .

При β = 0, як вiдомо, величина ν = 1/2, а при β 6= 0 ця величина, взагалi
кажучи, є функцiєю β. Якщо вибрати

ν =
1

2
+

1

βm~ω



√

1 +

(
βm~ω

2

)2

− 1


 ,

то ми отримаємо точний результат, наведений у текстi цього параграфа.

§ 101. Рух у центрально-симетричному полi в N -вимiрному
просторi з деформованою алґеброю Гайзенберґа

Розглянемо рух частинки в N -вимiрному просторi в силовому
полi з гамiльтонiаном

Ĥ =
P̂2

2m
+NU

(
Q̂√
N

)
,
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де компоненти операторiв P̂ = (P̂1, . . . , P̂N ) та Q̂ = (Q1, . . . , QN )
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення,

[Q̂j, Q̂k] = 0,

[Q̂j, P̂k] = i~δjkf,

[P̂j , P̂k] = −i~ ∂f
∂Q̂

Q̂−1(Q̂jP̂k − Q̂kP̂j),

i, j = 1, . . . , N,

з деформацiйною функцiєю f = f(Q̂), яка, як i потенцiальна енер-
ґiя U , має центральну симетрiю i залежить вiд Q̂ = (Q̂2

1 + . . . +

Q̂2
N )1/2. Оператори Q̂j, P̂k задовольняють також тотожнiсть Якобi

(див. §9), причому комутатор

[P̂j , f ] = −i~f ∂f
∂Q̂

Q̂−1Q̂j .

Фактично переставнi спiввiдношення мiж компонентами опе-
ратора Q̂ та мiж компонентами операторiв Q̂ та P̂ ми постулюємо,
а переставнi спiввiдношення мiж компонентами оператора P̂ є на-
слiдком тотожностi Якобi.

Задача полягає у знаходженнi власних значень виписаного ви-
ще гамiльтонiана. Вона є деяким узагальненням задачi, яку ми
розглядали в §99.

У нашому випадку, якщо взяти деформацiйну функцiю

f = 1 + νQ̂2,

то в одновимiрному просторi (N = 1) приходимо до задачi з
iснуванням мiнiмального значення середнього квадрата iмпуль-
су1. Справдi, зi спiввiдношень невизначенностей Гайзенберґа, ко-

1Iсторично склалось так, що позначення сталої ν в деформацiйнiй фун-
кцiї f , яка залежить вiд координат Q, збiгається з позначенням сталої ν, що
входить у формулу квазiкласичного квантування Бора–Зоммерфельда. Спо-
дiваємось, що Читач розрiзнятимеме їх i дасть собi раду з цим “випадковим
виродженням”.
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ли середнi значення 〈Q̂〉 = 0, 〈P̂ 〉 = 0, маємо що

〈Q̂2〉〈P̂ 2〉 ≥ ~2

4

(
1 + ν〈Q̂2〉

)2
.

Звiдки знаходимо, що завжди

〈P̂ 2〉 ≥ 〈P̂ 2〉min = ~2ν.

Це означає, що для вiльної частинки (U = 0) iснує мiнiмальне
значення її кiнетичної енерґiї

Emin =
〈P̂ 2〉min

2m
=

~2ν

2m
.

Запишемо рiвняння на власнi значення енерґiї E,

ĤΨ = EΨ,

використовуючи новi оператори p̂ = (p̂1, . . . , p̂N ) i q̂ = (q̂1, . . . , q̂N ),
якi введемо так:

p̂ = f−1/2P̂f−1/2,

q̂ = Q̂.

Цi оператори, як легко переконатись, задовольняють стандартнi
комутацiйнi спiввiдношення:

[q̂j, q̂k] = 0,

[p̂j, p̂k] = 0,

[q̂j, p̂k] = i~δjk.

Отже, рiвняння на власнi значення зводимо до такого:
[
f1/2p̂f p̂f1/2

2m
+NU

(
q̂√
N

)]
Ψ = EΨ.

Ми можемо його iнтерпретувати як рiвняння Шрединґера для
частинки, що рухається в полi силового центра в середовищi,
у якому вона має ефективну масу, залежну вiд координати q,
m→ mf−2, iз симетризованим розташуванням некомутуючих ве-
личин в операторi кiнетичної енерґiї. Оператори q та p̂, завдяки
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комутацiйним спiввiдношенням, трактуємо як оператори канонi-
чно спряжених узагальнених координат та iмпульсiв.

Уведенням хвильової функцiї

ψ̄ = f1/2Ψ

наше рiвняння можна записати ще й так:
[
f p̂f p̂

2m
+NU

(
q̂√
N

)]
ψ̄ = Eψ̄.

Надалi працюватимемо в q-зображеннi, коли

q̂ = q = (q1, . . . , qN ),

p̂ = −i~∇ = −i~
(
∂

∂q1
, . . . ,

∂

∂qN

)
.

Уведемо тепер до розгляду замiсть ψ̄ хвильову функцiю

ψ = f1/2ψ̄ = fΨ,

для якої знаходимо рiвняння:
[
f3/2p̂f p̂f−1/2

2m
+NU

(
q√
N

)]
ψ = Eψ.

Беручи до уваги, що функцiя f залежить лише вiд довжини ве-
ктора q, розпишемо це рiвняння в явному виглядi:

{
− ~2f2

2m
∇

2 +NU

(
q√
N

)
− ~2

8m

(
df

dq

)2

+
~2

4m
f

[
(N − 1)

q

df

dq
+
d2f

dq2

]}
ψ = Eψ.

Далi внаслiдок центральної симетрiї нашої задачi, роздiляємо
кутовi й радiальну змiннi, як це детально зроблено в §44, i отри-
муємо рiвняння для радiальної хвильової функцiї R(q), яке пiсля
пiдстановки

R(q) = q−
N−1

2 f1/2χ,
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для нової функцiї χ набирає вигляду:
[
− ~2

2m

d2

dx2
+

~2f2

2mq2
l∗(l∗ + 1)

+NU

(
q√
N

)
+

~2f

4mq

df

dq
(N − 1)

]
χ = Eχ,

де орбiтальне квантове число

l∗ = l +
N − 3

2
,

причому 0 ≤ q <∞, а нова змiнна x визначена спiввiдношенням

dx = dq/f .

Зауважимо, що рiвняння для функцiї χ можна було написати й
зразу з рiвняння для ψ̄, уводячи вектор x, який має той самий
напрямок, що й q, а його довжина x визначена попереднiм спiв-
вiдношенням. Функцiя f може бути як додатною, так i вiд’ємною,
оскiльки рiвняння є iнварiантним щодо замiни f на (−f). Нага-
даємо також, що при N = 1 величина l = 0, 1.

Перейдiмо до нових змiнних

q′ =
q√
N
, x′ =

x√
N
,

причому штрихованi величини q′ та x′ зв’язанi мiж собою тим
самим рiвнянням, що й нештрихованi, з функцiєю f = f(q′).
Надалi для зручностi запису штрихи з нових змiнних знiмаємо:
q′ → q, x′ → x. У результатi наше рiвняння набирає такого вигля-
ду:

[
− ~2

2m∗
d2

dx2
+ w(x)

]
χ =

E

N
χ,

m∗ = N2m,

де ефективний потенцiал

w(x) = U(q) +
~2f2

2m∗q2
l∗(l∗ + 1) +

~2f

4m∗q
df

dq
(N − 1),
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де функцiю q = q(x) ≥ 0 визначаємо згiдно зi спiввiдношеннями
мiж x та f :

x =

∫
dq

f(q)
+ const,

стала величина визначає межi областi змiни x.
Отже, ми звели вихiдну задачу на власнi значення з вихiдним

гамiльтонiаном до одновимiрного рiвняння Шрединґера з ефе-
ктивним потенцiалом w(x), залежним вiд змiнної x через величи-
ну q = q(x). Причому другий доданок у ефективному потенцiалi
— це “спотворений” функцiєю f вiдцентровий потенцiал, який до-
рiвнює нулевi при N = 1, а останнiй доданок, що також зникає в
одновимiрному просторi, дає внесок до потенцiальної енерґiї ча-
стинки, унаслiдок своєрiдних комутацiйних спiввiдношень.

Для деяких класiв потенцiалiв та деформацiйних функцiй рiв-
няння для функцiї χ допускає точний аналiтичний розв’язок. У
тих випадках, коли це неможливо, це рiвняння дозволяє розв’я-
зувати його методом теорiї збурень за степенями 1/N . Докладно
такий пiдхiд описано в §47, де знайдено явний вигляд поправок
для власних значень енерґiй.

На завершення розглянемо гармонiчний осцилятор iз дефор-
мацiєю. Отже, нехай потенцiальна енерґiя

U = mω2q2/2,

а функцiю f виберемо у виглядi

f(q) = 1 + νNq2.

При ν = 0 приходимо до звичайного N -вимiрного гармонiчного
осцилятора з частотою ω.

Тепер ефективний потенцiал дорiвнює:

w(x) =

[
mω2

2
+

~2ν2l∗(l∗ + 1)

2m
+

~2ν2

2m
(N − 1)

]
q2

+
~2l∗(l∗ + 1)

2m∗q2
+

~2ν

2m∗ (N − 1)N +
~2νl∗(l∗ + 1)N

m∗ ,

а з рiвняння, яке зв’язує x та q, маємо, що

q =
1√
νN

tg(x
√
νN).
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Пiдстановка цього виразу в рiвняння для w(x) приводить нас пi-
сля елементарних перетворень до такого ефективного потенцiалу:

w(x) =
~2ν

2mN

{
A(A− 1)

cos2 y
+
B(B − 1)

sin2 y
−
(mω
~ν

)2
}
,

A =
1

2
+

1

2

√
4l(l +N − 2) +N2 +

(
2mω

~ν

)2

,

B =
N + 2l − 1

2
,

y = x
√
νN.

Радiальне рiвняння з таким потенцiалом має точний розв’язок
(див. Приклад 2 до §23):

Enr ,l

/
~2ν

2m
= (A+B + 2nr)

2 −
(mω
~ν

)2
,

nr = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число. У нашому випадку

Enr ,l =
~2ν

2m

{(
N

2
+ l + 2nr

)√
4l(l +N − 2) +N2 +

(
2mω

~ν

)2

+

(
N

2
+ l + 2nr

)2

+ l(l +N − 2) +
N2

4

}
.

Цей розв’язок при N = 1, зрозумiло, збiгається для квантових
чисел n = 2nr + l, l = 0, 1 з тим, який ми отримали в §100 для
гармонiчного осцилятора при очевидних замiнах: ν на β, а також
1/m на mω2 i навпаки. Цiкаво також, що завдяки тому, що f 6= 1
дискретний спектр для енерґiї iснує i для “вiльної” частинки, коли
потенцiальна енерґiя U дорiвнює нулевi, ω = 0.

Приклад 1. Логарифмiчний потенцiал
Розгляньмо модельну задачу з логарифмiчним потенцiалом:

U(q) =





∞, q < 0,

U0

N
ln2

(
q

q0

)
, q ≥ 0

.
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з деформацiйною функцiю f

f = qν
√
N,

U0, q0 — сталi величини. З рiвняння, яке зв’язує q з x, у нашому випадку
знаходимо

q = q0e
ν
√
Nx.

Сталу iнтеґрування тут пiдiбрано так, щоб q = q0 при x = 0, причому змiнна
x набуває всi значення з дiйсної осi: −∞ < x <∞.

Iз виразу для ефективного потенцiалу маємо:

w(x) = U0ν
2x2 +

~2ν2

8mN

× [(N + 2l − 1)(N + 2l − 3) + 2(N − 1)] .

Iз цим потенцiалом рiвняння на власнi значення зводиться до задачi про гар-
монiчний осцилятор iз частотою ν

√
2U0/m∗. Отже, власнi значення енерґiї

En,l = ~ν

√
2U0

m

(
n+

1

2

)
+

~2ν2

8m

× [(N + 2l − 1)(N + 2l − 3) + 2(N − 1)] ,

n = 0, 1, 2, . . . .

Приклад 2. Лiнiйний потенцiал
Розгляньмо ще одну модельну систему з потенцiалом, лiнiйним за q

U(q) =





− µ√
N
q, q > 0,

∞, q ≤ 0

з екзотичною деформацiєю

f = −νNq2,

причому µ > 0, ν > 0. Тепер змiнна

x =
1

νNq
, 0 ≤ x < ∞,

а ефективний потенцiал

w(x) = − µ

νN
√
Nx

+
~2

2mx2

[
(N + 2l − 1)(N + 2l − 3)

4
+ (N − 1)

]
.
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Як бачимо, тепер задача обчислення власних значень енерґiї з рiвняння зво-
диться до кулонiвської i в результатi легко знаходимо

En,l = −2m
( µ
ν~

)2 [
2n+ 1 +

√
(N + 2l)2 − 8l

]−2

,

n = 0, 1, 2, . . .

§ 102. Атом водню в деформованому просторi

Обчислимо спектр власних значень енерґiї для частинки, яка
рухається в силовому полi кулонiвського потенцiалу

NU

(
Q√
N

)
= −e

2

Q
,

U(q) = − e2

qN
√
N
,

(e — заряд) з деформацiйною функцiєю

f(q) = 1 + ν
√
Nq.

Використовуючи загальнi результати теорiї з попереднього пара-
графа знаходимо ефективний потенцiал:

w(x) = − 1

qN
√
N

(
e2 − ~2ν

m
l∗(l∗ + 1)− ~2ν(N − 1)

4m

)

+
~2l∗(l∗ + 1)

2mN2q2
+

~2ν2

2mN2

[
l∗(l∗ + 1) +

N − 1

2

]
,

причому зв’язок мiж змiнними x та q є таким:

x =
1

ν
√
N

ln
∣∣∣1 + ν

√
Nq
∣∣∣+ const.

Покладаємо const = 0, тодi x змiнюється в межах: 0 ≤ x < ∞.
Пiсля пiдстановки величини

q =
eν

√
Nx − 1

ν
√
N
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в ефективний потенцiал знаходимо:

w(x) =
~2ν2

8mN

{
A (A− 1)

sh2y
− 2B

th y

+
4m

~2ν

(
e2 +

~2ν

2m

[
l∗(l∗ + 1) +

N − 1

2

])}
,

A = l∗ + 1,

B =
2m

~2ν

(
e2 − ~2ν

2m
l∗(l∗ + 1)− ~2ν

4m
(N − 1)

)
,

y = xν
√
N/2.

Радiальне рiвняння з таким потенцiалом має точний розв’язок
(див. Приклад 3 з §23):

E

/
~2ν2

8m
= − (A+ nr)

2 − B2

(A+ nr)
2

+
4m

~2ν

(
e2 +

~2ν

2m

[
l∗(l∗ + 1) +

N − 1

2

])

за умови B > A2, радiальне квантове число nr = 0, 1, 2 . . . .
Остаточно маємо для спектра:

En,l = −~2ν2

8m
n2 − m

2~2n2

(
e2 − ~2ν

2m

[
l∗(l∗ + 1) +

N − 1

2

])2

+
ν

2

(
e2 +

~2ν

2m

[
l∗(l∗ + 1) +

N − 1

2

])
,

де n = nr + l∗ + 1 = nr + l+ (N − 1)/2 — головне квантове число.
Причому зв’язанi стани iснують за умови, що

e2 − ~2ν

4m
(N − 1) >

~2ν

2m
(l∗ + 1)(2l∗ + 1).
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При ν = 0 отримуємо вiдомий спектр енерґiї для кулонiвського
потенцiалу в просторi N вимiрiв (див. §44):

En,l = − me4

2~2[nr + l + (N − 1)/2]2
.

Якщо вимiрнiсть простору N = 3, то отримаємо такий вираз2:

En,l = −~2ν2

8m
n2 − m

2~2n2

(
e2 − ~2ν

2m
[l(l + 1) + 1]

)2

+
ν

2

(
e2 +

~2ν

2m
[l(l + 1) + 1]

)
, n = nr + l + 1.

Приклад 1. Обчислити з умов квантування Бора–Зоммерфельда енер-
ґетичнi рiвнi атома водню в просторi з мiнiмальною довжиною ~

√
β, коли

деформацiйна функцiя f = 1 + βP 2
r , Pr — радiальна компонента iмпульсу.

Виходимо з “радiальної” умови квантування,
∫ ∫

dr dPr

1 + βP 2
r

= 2π~(nr + ν),

де nr = 0, 1, 2 . . ., а 0 ≤ ν < 1 i, повторюючи розрахунки, виконанi в Прикладi
3 до §30, зводимо лiву частину цього рiвняння до табличного iнтеґрала

4pϕb

π/2∫

0

cos2 x

(1 + b sin2 x)(1 + 2βbm|E| sin2 x)
dx

=
2πpϕ

1− 2βm|E|

(
me2

pϕ
√

2m|E|
−
√

1− 2βm|E|+ β(me2/pϕ)2

)
.

Тут b = (me2ǫ)2/p2ϕ2m|E|, ǫ =
√

1− 2|E|p2ϕ/me4 — ексцентриситет, момент
iмпульсу pϕ = ~(l + 1/2), l = 0, 1, 2, . . . . Тепер умова квантування є такою:

me2√
2m|E|

= ~(nr + ν)(1− 2βm|E|) + pϕ
√

1− 2βm|E|+ β(me2/pϕ)2.

Якщо ν = 1/2, то з цього рiвняння в лiнiйному наближеннi по β знаходимо

En,l = − me4

2~2n2

[
1− 2β

(
me2

~

)2
1

n2

(
n

2l + 1
+

2l + 1

4n
− 1

)]
,

2Цей вираз уперше знайдено у статтi: C. Quesne, V. M. Tkachuk, J. Phys.
A 37, 4267 (2004).
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де n = nr + l + 1 — головне квантове число. Маємо тонку структуру спектра
— деформацiя знiмає виродження за орбiтальним квантовим числом l. При
β → ∞, Enr = −e2/~√β(2nr + 1).

Приклад 2. Обчислити з умов квантування Бора–Зоммерфельда енерґе-
тичнi рiвнi частинки в кулонiвському полi U = −e2/r з масою, залежною вiд
радiальної координати r, m∗ = m(1 + a/r), m > 0, a > 0.

Запишемо вираз для енерґiї частинки, використовуючи сферичнi коорди-
нати:

E =
p2r
2m∗ +

p2ϕ
2m∗r2

− e2

r
,

тут узагальнений iмпульс pϕ = ~(l + 1/2), орбiтальне квантове число l =
0, 1, 2, . . . . З цього виразу знаходимо радiальну компоненту iмпульсу

pr =

√
2m

(
e∗2

r
+E

)
− p∗2ϕ

r2
,

де
p∗2ϕ = p2ϕ − 2mae2,

e∗2 = e2 + aE.

Ми звели наш приклад до стандартної квазiкласичної задачi про атом
водню (див. Приклад 3 до §30). Зв’язанi стани iснують за умови, що p∗2ϕ > 0,
e2 + aE > 0:

E = − m∗e∗4

2~2 (nr + l∗ + 1)2
,

де радiальне квантове число nr = 0, 1, 2, . . ., а ефективне орбiтальне квантове
число

l∗ =

√
(l + 1/2)2 − 2a/aB − 1/2.

Розв’язуючи квадратне рiвняння для енерґiї E, остаточно маємо:

En,l = −e
2

a
+

~2n∗2

ma2

(√
1 +

2a

n∗2aB
− 1

)
,

де ефективне головне квантове число

n∗ = nr + l∗ + 1.

Знак перед радикалом вибираємо так, щоб при a = 0 цей вираз переходив
у формулу Бора для енерґетичних рiвнiв атома водню. З умови iснування
зв’язаних станiв виходить, що a < aB/8.

802



§ 103. Проблема Кеплера в теорiї Дiрака з деформацiєю

Розглянемо задачу про рух релятивiстської частинки з масою,
що залежить вiд координат, у просторi з деформованою алгеброю
Гайзенберґа. Крiм загального аналiзу, ми знайдемо також точний
розв’язок рiвняння Дiрака для руху частинки в кулонiвському
полi для певних залежностей вiд координат маси частинки та де-
формацiйної функцiї 3.

Почнемо з рiвняння Дiрака для частинки з потенцiальною
енерґiєю U у стандартних позначеннях:

[
(α̂P̂)c+m∗c2β̂ + U

]
Ψ = EΨ,

де α̂, β̂ — матрицi Дiрака, а координати та iмпульси задовольня-
ють переставнi спiввiдношення з деформованою алґеброю Гайзен-
берґа,





[xj , xk] = 0,

[xj , P̂k] = i~δjkf,

[P̂j , P̂k] = −i~
(
∂f

∂xj
P̂k −

∂f

∂xk
P̂j

)
, (j, k) = 1, 2, 3;

з деформацiйною функцiєю f = f(x, y, z), яка залежить лише вiд
координат частинки. Припускаємо, що й маса частинки m замi-
нена на деяку ефективну масу m∗, яка також залежить вiд коор-
динат частинки:

m∗ = mf1, f1 = f1(x, y, z).

Запровадження в рiвняння Дiрака функцiй f та f1 означає
введення додаткових сил, якi дiють на частинку, крiм тих, що
представленi функцiєю U .

Уведемо новий iмпульс:

p̂ = f−1/2P̂f−1/2,

P̂ = f1/2p̂f1/2,

3Див. також: I. O. Vakarchuk, J. Phys. A 38, 7567 (2005).
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так, що координати та новi iмпульси є канонiчно спряженими,




[xj, xk] = 0,

[xj, p̂k] = i~δjk,

[p̂j, p̂k] = 0.

Тепер рiвняння Дiрака стає таким:
[
f1/2(α̂p̂)f1/2c+mc2f1β̂ + U

]
Ψ = EΨ.

Зробимо перетворення

Ψ̄ = f1/2Ψ,

у результатi якого рiвняння Дiрака для нової функцiй Ψ̄ набирає
вигляду:

[
f(α̂p̂)c+mc2f1β̂ + U

]
Ψ̄ = EΨ̄.

Ми можемо дивитись на це рiвняння, як на звичайне рiвняння
Дiрака, у якому матрицi Дiрака α̂, β̂ множаться на деякi, зале-
жнi вiд координат, масштабнi множники f, f1: α̂

′ = f α̂, β̂′ = f1β̂.
Компоненти матрицi α̂′ та матриця β̂′ мiж собою антикомутують,
квадрати компонент матрицi α̂′ дорiвнюють f2, а квадрат β̂′ до-
рiвнює f21 .

Перш нiж починати розмову про точнi розв’язки рiвняння до-
цiльно перейти в рiвняннi Дiрака до нерелятивiстської межi для
того, щоб з’ясувати властивостi функцiй f та f1. Щоб одержа-
ти рiвняння Шрединґера з попереднього рiвняння Дiрака при
c→ ∞, уведемо нову функцiю ψ таким спiввiдношенням:

Ψ̄ =
[
f(α̂p̂)c+mc2f1β̂ + E − U

]
ψ.

Тепер для функцiї ψ знаходимо таке рiвняння:
{
f(α̂p̂)f(α̂p̂)

2m
+
m2c4f21 − (E − U)2

2mc2

+
i~f(α̂∇̂U)

2mc
+
i~cf

2
β̂ (α̂∇f1)

}
ψ = 0.
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Будемо вiдраховувати енерґiю вiд енерґiї спокою mc2,

E′ = E −mc2,

й пiсля простих перетворень одержуємо:

{
f(α̂p̂)f(α̂p̂)

2m
+ U − (E′ − U)2

2mc2
+
i~f(α̂∇̂U)

2mc

+
mc2

2

(
f21 − 1

)
+
i~cf

2
β̂ (α̂∇f1)

}
ψ = E′ψ,

З останнiх двох доданкiв у фiгурних дужках цього рiвняння
випливає умова на поведiнку функцiї f1 в нерелятивiстськiй ме-
жi. Справдi, для того, щоб швидкiсть свiтла c випала з нашого
рiвняння при c → ∞, необхiдно, щоб f21 − 1 ∼ 1/c2. Функцiя f1
може прямувати до одиницi при c→ ∞ i швидше, нiж 1/c2, i тодi
вона не залишає жодного “слiду” в нерелятивiстськi межi. Якщо

f21 − 1 =
2

mc2
U1, c→ ∞,

де U1 = U1(x, y, z) — деяка функцiя координат, то з рiвняння для
ψ знаходимо його нерелятивiстську межу:

[
f(α̂p̂)f(α̂p̂)

2m
+ U + U1

]
ψ = E′ψ.

Зробимо пiдстановку

ψ =
√
fϕ,

i, припускаючи, що функцiя f залежить вiд довжини r радiус-
вектора r, пiсля простих перетворень, iз використанням власти-
востей матрицi α одержуємо таке рiвняння:

{
(f1/2p̂f1/2)2

2m
+ U +∆U + U1

}
ϕ = E′ϕ,

∆U =
f

mr

df

dr
(ŜL̂),
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де Ŝ = ~σ̂/2 — оператор спiну частинки, σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) — матри-
цi Паулi, L̂ — орбiтальний момент iмпульсу.

Отримане рiвняння можна трактувати як рiвняння Шрединґе-
ра для частинки, маса якої залежить вiд координат, m̄ = m/f2,
причому з точно визначеним розташуванням оператора iмпульсу
та оберненої маси в операторi кiнетичної енерґiї:

T̂ =
1

2m̄1/4
p̂

1√
m̄
p̂

1

m̄1/4
.

Крiм того, якщо частинка має спiн, то в нерелятивiстськiй ме-
жi залишається величина ∆U , назвемо її деформацiйною спiн-
орбiтальною взаємодiєю.

Якщо записати рiвняння для функцiї ϕ через “старий” iмпульс
з P, то маємо рiвняння Шрединґера у просторi з деформованою
алґеброю Гайзенберґа:

(
P̂2

2m
+ U +∆U + U1

)
ϕ = E′ϕ.

Отже, якщо в нерелятивiстськiй теорiї зразу стартувати зi зви-
чайного рiвняння Шрединґера для вивчення поведiнки частин-
ки з деформованими переставними спiввiдношеннями для коор-
динат та iмпульсiв, то ми втрачаємо внесок вiд деформацiйної
спiн-орбiтальної взаємодiї ∆U , а також можливий “залишок” U1

вiд залежностi маси частинки вiд координати.
Розглянемо тепер рух частинки в центрально-симетричних по-

лях U, f, f1, тобто вважаємо, що цi функцiї залежать лише вiд
вiдстанi r. Повернемось до рiвняння Дiрака для функцiї Ψ̄ i зве-
демо його до радiального рiвняння. Для цього вводимо оператор
радiального iмпульсу

p̂r = r−1(rp̂− i~)

i радiальну складову матрицi α̂,

α̂r = (α̂n̂), n =
r

r
.

Далi вводимо оператор, який свого часу запровадив ще Дiрак,

~K̂ = β̂
[
(σ̂L̂) + ~

]
,
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i, обчислюючи добуток α̂rK̂, перетворюємо рiвняння для Ψ̄ в таке:

(
fα̂rp̂rc+

i~cf

r
α̂rβ̂K̂ +mc2f1β̂ + U

)
Ψ̄ = EΨ̄.

Оператор K̂ є iнтеґралом руху з власними значеннями

k = ±
(
j +

1

2

)
= ±1,±2, . . . ,

j — квантове число повного моменту iмпульсу. Тому у представ-
леннi, де оператор K̂ є дiагональним, радiальне рiвняння Дiрака
має вигляд:

(
fα̂rp̂rc+

i~cf

r
α̂rβ̂k +mc2f1β̂ + U − E

)
R̄ = 0,

причому

Ψ̄ = Y R̄,

Y — сферичний спiнор, який є власною функцiєю оператора K̂,
R̄ — радiальна функцiя. Уведемо тепер нову радiальну функцiю
R таким спiввiдношенням:

R̄ =

(
fα̂rp̂rc+

i~сf
r

α̂rβ̂k +mc2f1β̂ + E − U

)
R.

Пiдставляючи цей вираз у попереднє рiвняння, знаходимо рiвня-
ння для R:

{
c2(f p̂r)

2 + ~2c2kfβ̂
d

dr

(
f

r

)
+m2c4f21

+
~2c2f2k2

r2
+ fα̂rci~

dU

dr
− i~mc3α̂rβ̂f

df1
dr

− (E − U)2
}
R = 0.

Роздiлення просторових змiнних вiд змiнних, що описують внутрi-
шнi ступенi вiльностi, можливе тут, якщо множники бiля матриць
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β̂, α̂r та α̂rβ̂ матимуть однаковi залежностi вiд радiальної змiнної
r, тобто

C1
d

dr

(
f

r

)
=
dU

dr
,

C2
d

dr

(
f

r

)
=
df1
dr
,

де C1, C2 — сталi величини.
Якщо цi умови виконано, то рiвняння для R набуває вигляду:
{
c2(f p̂r)

2 + ~2c2Λ̂f
d

dr

(
f

r

)

+
~2c2f2k2

r2
+m2c4f21 − (E − U)2

}
R = 0,

де оператор

Λ̂ = kβ̂ +
i

~c
α̂rC1 − i

mc

~
α̂rβ̂C2.

Оператор Λ̂ не залежить вiд радiальної координати i його лег-
ко звести до дiагонального вигляду. Зважаючи на властивостi ма-
триць α̂r та β̂, виберемо їх так:

β̂ =


 I 0

0 −I


 , α̂r =


 0 −i

i 0


 .

Тодi матриця оператора Λ̂ дорiвнює:

Λ̂ =




k
C1

~c
+
mc

~
C2

−C1

~c
+
mc

~
C2 −k


 ,
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а його власнi значення

λ = ±
√
k2 +

(mc
~
C2

)2
−
(
C1

~c

)2

.

Якщо працювати в представленнi, де оператор Λ̂ є дiагональ-
ним, то наше радiальне рiвняння для R остаточно набуває такого
вигляду:

{
c2(f p̂r)

2 + ~2c2λf
d

dr

(
f

r

)

+
~2c2f2k2

r2
+m2c4f21 − (E − U)2

}
R = 0.

Зауважимо, що оскiльки функцiї f , f1 та U зв’язанi двома умова-
ми, то лише одна з них є незалежною, наприклад, це потенцiальна
енерґiя U .

Розгляньмо тепер проблему Кеплера, тобто рух зарядженої
частинки в кулонiвському полi, коли потенцiальна енерґiя

U = −e
2

r
,

де e2 — квадрат заряду. З рiвнянь, якi зв’язують функцiї U, f, f1,
знаходимо деформацiйну функцiю

f = 1 + νr,

де ν — стала величина з розмiрнiстю, оберненою до довжини, i
функцiю

f1 = 1 +
a

r
,

a — стала, що має розмiрнiсть довжини. Причому

C1 = −e2, C2 = a,

а власнi значення оператора Λ̂

λ = ±
√
k2 +

(mca
~

)2
−
(
e2

~c

)2

.
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Пiсля стандартної пiдстановки

R =
χ

r
,

де χ = χ(r), радiальне рiвняння набуває такого вигляду:

{
− ~2

2m

d2

dx2
+

~2

2mr2
l∗(l∗ + 1)− e∗2

r

}
χ = E∗χ,

де

dx =
dr

f
,

звiдки маємо, що

xν = ln(1 + νr), 0 ≤ x <∞.

Зiрковi величини в радiальному рiвняннi такi:





l∗(l∗ + 1) = k2 +
(mca

~

)2
− λ−

(
e2

~c

)2

,

e∗2 =
E

mc2
e2 − ~2k2ν

m
+

~2ν

2m
λ−mc2a,

E∗ =
E2 −m2c4

2mc2
− ~2k2ν2

2m
.

Ефективне орбiтальне квантове число

l∗ = −1

2
+

1

2
|2λ− 1| =





√
k2 − ᾱ2 − 1

√
k2 − ᾱ2

,

ᾱ2 = α2 −
(mca

~

)2
,

α = e2/~c — стала тонкої структури; тут верхнє значення l∗ ви-
значає верхнiй знак для λ, а нижнє — нижнiй. Отже, радiальне

810



рiвняння для функцiї χ розпадається на два незалежнi рiвняння:
для додатного й вiд’ємного значень величини λ.

Якщо тепер радiальну координату r явно виразити через x i
пiдставити в рiвняння для χ, то пiсля елементарних перетворень
приходимо до такого рiвняння:

{
− d2

dx2
+
A(A− ν/2)

sh2(xν/2)
− 2B

th(xν/2)

}
χ = εχ,

де

A(A− ν/2) = ν2
l∗(l∗ + 1)

4
,

B =
me∗2ν
2~2

+ ν2
l∗(l∗ + 1)

4
,

ε =
2m

~2

[
E∗ − ~2ν2l∗(l∗ + 1)

4m
− e∗2ν

2

]
.

Добре вiдомо, що це рiвняння має точний розв’язок (див. Приклад
3 до §23) з рiвнями енерґiї

ε = −
(
A+

ν

2
nr

)2
− B2

(A+ νnr/2)
2 ,

nr = 0, 1, 2, . . . — радiальне квантове число, причому зв’язанi ста-
ни iснують за умов, що

B > A2, A ≥ 0, B ≥ 0.

Оскiльки в нашому випадку

A =
ν

2
(l∗ + 1),
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то з урахуванням означень зiркових величин для рiвнiв енерґiї E
знаходимо таке квадратне рiвняння:

E2 −m2c4

mc2
=

~2ν2

2m
(k2 − ᾱ2)− ~2ν2

4m
n2

+ νe2
E

mc2
− νamc2

− m

~2n2

[
e2E

mc2
−mc2a− ~2ν

2m
(k2 + ᾱ2)

]2
,

n = nr + l∗ + 1 — “головне” квантове число.
Важливо, що з цього рiвняння величина λ випала, залежнiсть

вiд неї залишилась лише в ефективному орбiтальному квантовому
числi l∗. Отже, один розв’язок нашого рiвняння для χ дає радi-
альну функцiю χnr ,l∗ для l∗ =

√
k2 − ᾱ2−1 з енерґiєю En,k; другий

розв’язок маємо для вiд’ємного знака величини λ — вiн дорiвнює
функцiї χnr ,l∗+1 iз власним значенням енерґiї En+1,k. У нереля-
тивiстському випадку перший розв’язок дає l∗ = l = 0, 1, 2, . . ., а
другий — l∗ = l = 1, 2, . . ., де l — звичайне орбiтальне квантове
число. Тобто рiвнi енерґiї для цих двох розв’язкiв збiгаються, за
винятком основного стану.

Розв’язуючи квадратне рiвняння для E = En,k, остаточно зна-
ходимо

E =
νe2

2

(n2 + k2 + ᾱ2)

n2 + α2
+
(mc

~

)2 e2a

n2 + α2

+
mc2

1 + α2/n2

{
1 +

ᾱ2

n2
+

(
νe2

2mc2

)2(
1 +

k2 + ᾱ2

n2

)

×
(
1 + aν +

k2 + ᾱ2

n2

)
+

(
~ν

2mc

)2(
1 +

α2

n2

)

×
[
2(k2 − ᾱ2)− n2 − (k2 + ᾱ2)2

n2

]}1/2

,
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Умова iснування зв’язаних станiв випливає з умов на величини
A, B:

E

mc2
e2 >

~2ν

m
k2 +mc2a.

Для вихiдної функцiї Ψ з урахуванням усiх зроблених замiн
знаходимо:

Ψ = f−1/2Y
(
fα̂rp̂rc+

i~сf
r

α̂rβ̂k

+ mc2f1β̂ + E − U
)χ
r
,

де χ — матриця-стовпчик з елементами χnr,l∗ та χnr,l∗+1.
Отже, ми знайшли точний розв’язок проблеми Кеплера в те-

орiї Дiрака з алґеброю Гайзенберґа, що здеформована функцiєю,
лiнiйно залежною вiд r, i з масою частинки, що залежить обернено
пропорцiйно вiд r.

Обговоримо отриманi результати. Якщо у виразi для енерґiї
покласти ν = 0, тобто зняти деформацiю, то отримуємо рiвнi енер-
ґiї для дiракiвської зарядженої частинки, маса якої залежить вiд
координат:

E =
mc2

1 + α2/n2

(
me2a

~2n2
+

√
1 +

ᾱ2

n2

)
,

а з умови iснування зв’язаних станiв маємо, що a < e2/mc2.
Знайдемо нерелятивiстську межу, c → ∞, виразу для енерґiї.

Припускаємо, що функцiя f1 задовольняє умову, яку ми ранiше
накладали, для того, щоб залежнiсть маси частинки вiд її коор-
динат залишала свiй слiд у нерелятивiстськiй межi. Це означає,
з урахуванням явного вигляду функцiї f1, що параметр a ∼ 1/c2.
Тому приймаємо, що

a =
e2

mc2
ā,
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де величина ā є знерозмiреною сталою. У цьому випадку нереля-
тивiстська межа для енерґiї E є такою:

E′ = E −mc2 = − m

2~2n2

(
e2 − ~2ν

2m
k2
)2

− ~2ν2

8m
n2 +

ν

2

(
e2 +

~2ν

2m
k2
)
+

me4

2~2n2
ā(2− ā),

причому, як випливає з умови iснування зв’язаних станiв, спектр
енерґiї є обмеженим,

e2 >
~2ν

m
k2 + e2ā.

Якщо ā = 0, тобто зняти залежнiсть маси вiд координат i не вра-
ховувати деформацiйної спiн-орбiтальної взаємодiї, то отримаємо
результат iз §102 для тривимiрного простору:

E′ = − m

2~2n2

(
e2 − ~2ν

2m
[l(l + 1) + 1]

)2

− ~2ν2

8m
n2 +

ν

2

(
e2 +

~2ν

2m
[l(l + 1) + 1]

)
,

з умовою, що

e2 >
~2ν

2m
[(l + 1)(2l + 1) + 1] .

Справдi, якщо не брати до уваги деформацiйної спiн-
орбiтальної взаємодiї ∆U , яка природно виникає в нас у нереляти-
вiстськiй межi з рiвняння Дiрака, а зразу стартувати з рiвняння
Шрединґера, то потрiбно вiдняти внесок вiд ∆U , яке в нашому
випадку дорiвнює

∆U =
ν2

m
(ŜL̂) +

ν

m
(ŜL̂)

1

r
.
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Оскiльки власне значення оператора (ŜL̂) = (Ĵ2 − L̂2 − Ŝ2)/2 до-
рiвнює ~2[j(j+1)− l(l+1)−3/4]/2 = ~2[(j+1/2)2− l(l+1)−1]/2 =
~2[k2 − l(l+ 1)− 1]/2, то цей внесок легко врахувати, а саме, щоб
забрати внесок вiд ∆U , необхiдно вiд енерґiї E′ вiдняти внесок
вiд першого доданка в ∆U , рiвний ~2ν2[k2 − l(l + 1) − 1]/2m, а
другий доданок об’єднати з кулонiвським потенцiалом замiною:
e2 → e2+~2ν[k2− l(l+1)−1]/2m. У результатi приходимо до фор-
мули для енерґiї, виписаної вище. Крiм того, в умову, що обмежує
спектр для квантового числа k, необхiдно покласти j = l + 1/2,
тобто взяти бiльше значення k2 = (l + 1)2.

Наведемо тепер наступнi члени розкладу енерґiї за степенями
1/c2, опускаючи громiздкi, але простi обчислення:

E(1) = ∆1E
(1) +∆2E

(1) +∆3E
(1),

де поправка незалежна вiд параметра ν

∆1E
(1) = −me

4

2~2
α2

n2
(1− ā)3

[
n

|k| (1 + ā)− 3

4
(1 + ā/3)

]
,

яка при ā = 0 переходить у добре вiдому формулу Зоммерфельда
для тонкої структури енерґетичних рiвнiв атома водню (див. §77),
далi поправка породжена лише деформацiєю

∆2E
(1) = −

(
~ν

8mc

)2
~2ν2

2m

(n2 − k2)4

n4
,

i нарештi, перехресний доданок

∆3E
(1) =

νe2

2

α2

n4
[
(1− ā2)n|k| − k2 − n2ā2

]
+

~2ν2

8m

α2

n4

×
{
(n2 + k2)2 + (1− ā2)

×
[
2k4 − 3

2
(n2 + k2)2 +

n

|k| (n
4 − k4)

]}
.
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Результати, якi ми одержали, крiм загального iнтересу, мо-
жуть знайти застосування при дослiдженнi енерґетичного спе-
ктра наногетеросистем, коли ефективна маса електронiв зале-
жить вiд координат, а також коли в таких об’єктах важливим
є врахування релятивiстських ефектiв, зокрема спiн-орбiтальної
взаємодiї.

Насамкiнець зауважимо, що й далi є вiдкритим питання у
зв’язку з використанням деформованих комутацiйних спiввiдно-
шень у релятивiстськiй задачi Кеплера. Оскiльки недеформована
задача Кеплера є лоренц-коварiантною, то виникає питання, чи ця
властивiсть мала б зберiгаєтись у деформованому просторi. Хоча
вiдомо, що квантований простiр–час iз деформованими дужками
Пуассона може бути лоренц-iнварiантним, очевидно, що в нашому
випадку задача не є такою.



ГЛА ВА XIV

ТЕОРIЯ РОЗСIЯННЯ

§ 104. Амплiтуда розсiяння

Одним iз потужних експериментальних методiв дослiдження
будови субатомних систем, атомних ядер, атомiв, молекул, кон-
денсованих тiл є бомбардування їх частинками. У результатi зiтк-
нень частинок вони вiдхиляються вiд свого початкового напрямку
руху, при цьому можуть змiнювати або не змiнювати свого внутрi-
шнього стану. Цей процес називають розсiянням частинок. Вимi-
рювання цих вiдхилень i змiн внутрiшнього стану дозволяють ро-
бити висновки про характер мiжчастинкової взаємодiї, просторо-
ву структуру частинок, а також про структуру їхнього енерґети-
чного спектра. Нагадаємо, що саме iснування атомного ядра вста-
новив у 1911 роцi Е. Резерфорд у дослiдах iз розсiяння α-частинок
на тонких пластинках золота. Якщо частинки, що розсiюються,
не змiнюють свого внутрiшнього стану, то таке розсiювання нази-
вають пружним. При непружному розсiяннi внутрiшнiй стан си-
стеми змiнюється. Наприклад, розсiювання електронiв атомами є
непружним, якщо атоми в результатi зiткнень з електронами пе-
реходять у збуджений стан. У цьому параграфi ми зупинимось на
аналiзi процесiв пружного розсiяння.

Експеримент iз розсiяння, у якому є пучок частинок, мiшень i
детектор, повинен проводитись при виконаннi таких умов, як то-
тожнiсть частинок падаючого на мiшень пучка i достатнє їх роз-
дiлення в часi. Це необхiдно для того, щоб падаючi частинки взає-
модiяли з частинками мiшенi незалежно i щоб детектор фiксував
їх окремо. Пучок повинен бути досить вузьким: його поперечнi
розмiри мусять бути меншими за мiшень. У свою чергу мiшень
має бути хiмiчно однорiдною, а товщина її достатньо малою, щоб
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запобiгти багатократному розсiянню. Ми будемо вважати, що всi
цi умови виконанi, i як модель розглянемо розсiяння однiєї ча-
стинки маси m1 на iншiй частинцi маси m2, координати яких є r1
та r2, а взаємодiя мiж ними описується потенцiальною енерґiєю
U(r), де вiдносний радiус-вектор r = r1−r2. Як ми знаємо, задача
про рух двох тiл зводиться до задачi про рух однiєї частинки зi
зведеною масою m, 1/m = 1/m1 + 1/m2, у полi U(r) нерухомого
силового центра (див. §38). Це здiйснюється переходом до системи
координат, у якiй центр мас частинок є нерухомим. Кут розсiяння
в системi центра мас позначимо через θ. Вiн пов’язаний простими
спiввiдношеннями з кутами розсiяння частинок θ1 та θ2 в лабо-
раторнiй системi, тобто в системi координат, у якiй, наприклад,
друга частинка (мiшень) до зiткнення була нерухомою:

tg θ1 =
m2 sin θ

m1 +m2 cos θ
, θ2 =

π − θ

2
.

Цi формули легко знаходимо з означень лабораторної системи та
системи центра мас з урахуванням закону збереження iмпульсу.
Для частинок iз рiвними масами θ1 = θ/2, θ2 = (π − θ)/2, так що
сума θ1 + θ2 = π/2. Тобто частинки розлiтаються пiсля зiткнення
пiд прямим кутом. Надалi ми будемо працювати в системi центра
мас.

На великих вiддалях вiд силового центра частинка, що налiтає
на нього, рухається вiльно i її енерґiя дорiвнює ~2k2/2m, де k —
хвильовий вектор, p = ~k — iмпульс частинки. Усi цi величини є
заданими за умовами експерименту. Хвильова функцiя частинки
є плоскою хвилею

ψk(r) =
1√
V
eikr.

Ми нормуємо її на великий об’єм перiодичностi V , у якому зна-
ходиться експериментальна установка для дослiдження процесiв
розсiяння. Пiсля розсiяння на силовому центрi частинка також
здiйснює вiльний рух з iмпульсом p′ = ~k′. Оскiльки ми розгля-
даємо пружнi зiткнення, то енерґiя частинки зберiгається:

~2k2

2m
=

~2k
′2

2m
.
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Таким чином, |k| = |k′| i змiнюється лише напрямок руху частин-
ки (див. рис. 77).

Рис. 77. Розсiяння частинки зi зведеною масою на силовому центрi.

Отже, постановка задачi в теорiї розсiяння є iншою, нiж у за-
дачi на знаходження власних функцiй i власних значень операто-
ра Гамiльтона. Оскiльки енерґiя частинки ~2k2/2m є величиною
заданою, то задача полягає в розв’язуваннi рiвняння Шрединґера
для хвильової функцiї ψ(r):

{
−~2∇2

2m
+ U(r)

}
ψ(r) =

~2k2

2m
ψ(r).

Центральним поняттям теорiї зiткнень є ефективний перерiз
розсiяння. Зупинимось на його визначеннi. Для цього обчислимо
густину потоку для налiтаючої частинки

j0 =
~

2mi
{ψ∗

k∇ψk − ψk∇ψ∗
k} =

~k

mV
.

Густина потоку для розсiяної частинки

j =
~

2mi
{ψ∗

∇ψ − ψ∇ψ∗} ,
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причому тут у хвильовiй функцiї враховуємо лише внесок вiд роз-
сiяння. У напрямку розсiяння через елемент площi dS за одиницю
часу пройде jdS частинок. Щоб уникнути непорозумiнь, нагада-
ємо ще раз, що умови експерименту, якi ми обговорювали, до-
зволяють нам розглядати пучок з однiєї частинки. Якщо взяти
вiдношення кiлькостi розсiяних частинок до величини падаючого
потоку, то ми отримаємо величину

dσ =
j dS

j0
,

яка називається диференцiальним ефективним перерiзом розсiя-
ння i має розмiрнiсть площi. Уведемо одиничний векторn=r/r
уздовж напрямку руху частинки, тодi вектор dS = ndS, де dS —
величина елемента площi. За означенням, елемент тiлесного кута
dΩ = dS/r2, тому диференцiальний перерiз розсiяння

dσ

dΩ
=

(jn)r2

j0
.

Саме ця величина вимiрюється в експериментах iз розсiювання
шляхом пiдрахунку детектором розсiяних частинок. Отже, на-
ше завдання — знайти хвильову функцiю розсiяної частинки ψ(r)
на великих вiддалях вiд силового центра. За допомогою цiєї функ-
цiї пiдрахуємо потiк j та обчислимо диференцiальний перерiз роз-
сiяння.

Для виконання цiєї програми перетворимо рiвняння Шреди-
нґера й зобразимо його в iнтеґральнiй формi. Почнемо з того, що
представимо його так:

(∇2 + k2)ψ(r) =
2m

~2
U(r)ψ(r).

Формальний розв’язок цього рiвняння запишемо за допомогою
функцiї Ґрiна G(r, r′), яка задовольняє рiвняння з δ-функцiєю в
правiй частинi

(∇2 + k2)G(r, r′) = δ(r− r′).
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Якщо функцiя G вiдома, то загальний розв’язок нашого вихiдного
рiвняння може бути записаний у виглядi

ψ(r) = ψk(r) +

∫
G(r, r′)

2m

~2
U(r′)ψ(r′)dr′.

Справдi, якщо подiяти на цей вираз оператором ∇2+k2, то перший
доданок iз ψk(r) дає нуль, а дiя на G(r, r′) пiд iнтеґралом дає δ-
функцiю, яка знiмає iнтеґрування, i ми отримаємо праву частину
вихiдного рiвняння.

Для того щоб знайти функцiю Ґрiна, пригадаймо, що куло-
нiвський потенцiал задовольняє рiвняння Пуасcона:

∇
2 1

R
= −4πδ(R).

Отже, з рiвняння для функцiї Ґрiна

G(r, r′) = G(R), R = r− r′

при k = 0 отримаємо, що G(R) = −1/4πR. З iншого боку, якщо
R 6= 0, то функцiя Ґрiна повинна мати експонентний вигляд,
оскiльки права частина рiвняння дорiвнює нулевi, а другi похiднi
вiд функцiї G(R) пропорцiйнi їй самiй. Таким чином, приймаємо,
що

G(R) = − 1

4πR
eαR.

Тепер

∇
2G(R) = − 1

4π
∇

{
eαR∇

1

R
+

1

R
∇eαR

}

= − 1

4π

{
eαR∇2 1

R
+ 2

(
∇

1

R

)(
∇eαR

)
+

1

R
∇2eαR

}

= − 1

4π

{
−4πeαRδ(R) − 2α

R2
eαR +

1

R

[
2α

R
+ α2

]
eαR

}

= δ(R) + α2G(R),
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де множник бiля δ-функцiї береться, зрозумiло, при R = 0. Звiдси
випливає, що наш вираз для функцiї Ґрiна задовольняє рiвняння
для неї, якщо α2 + k2 = 0, тобто α = ±ik. Отже,

G(r, r′) = − 1

4π|r− r′|e
±ik|r−r′|.

Як бачимо, ми отримали сферичнi хвилi. Оскiльки нас цiкавити-
муть великi значення координати r, то i для функцiї ψ(r), у рiв-
няння якої входить G(R), ми також отримуємо сферичну хвилю.
Причому знак “+” у показнику експоненти вiдповiдає хвилям, що
поширюються вiд центра (розсiянi хвилi), а знак “−” дає хвилi,
що збiгаються до центра. Нас цiкавить саме розсiяна хвиля, тому
рiвняння для функцiї ψ(r) остаточно запишемо в такому виглядi:

ψ(r) = ψk(r)−
m

2π~2

∫
eik|r−r′|

|r− r′| U(r′)ψ(r′) dr′.

Зазначимо, що це не є розв’язоком рiвняння Шрединґера, оскiль-
ки пiд iнтеґрал входить шукана функцiя. Отриманий вираз є то-
чним iнтеґральним рiвнянням для хвильової функцiї ψ(r) i лише
iншим записом рiвняння Шрединґера.

Оскiльки нас цiкавить розв’язок при r → ∞, зробимо деякi
простi перетворення. Потенцiальна енерґiя U(r′) має деякий радi-
ус дiї r0. Це означає, що при r′ > r0 функцiя U(r′) швидко спадає
i внеску в iнтеґрал не дає. Отже, актуальнi значення змiнної iнте-
ґрування r′ обмеженi радiусом r0. Тому при r → ∞ величина r′/r
є малою. Таким чином, ми можемо скористатись розкладом:

|r− r′| =
√
r2 − 2rr′ + r′2 = r

√
1− 2rr′

r2
+

(
r′

r

)2

≃ r

(
1− rr′

r2
+ · · ·

)
= r − nr′ + · · · ,

де одиничний вектор n = r/r. Якщо зберiгати лише ведучi члени
асимптотики, то хвильова функцiя

ψ(r) = ψk(r)−
m

2π~2
eikr

r

∫
e−ik′r′U(r′)ψ(r′) dr′,
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де хвильовий вектор

k′ = kn

за величиною збiгається з хвильовим вектором частинки, що налi-
тає, а за напрямком руху — розсiяної частинки. Iншими словами,
~k′ — це iмпульс розсiяної частинки. Перепишемо отриманий ви-
раз для хвильової функцiї так:

ψ(r) =
1√
V

{
eikr +

eikr

r
f

}
,

де величину

f = − m

2π~2

∫
e−ik′r′U(r′)

√
V ψ(r′) dr′

називають амплiтудою розсiяння. Вона вiдiграє центральну роль
у теорiї зiткнень. Амплiтуда розсiяння залежить вiд векторiв k i
k′, тобто вiд енерґiї налiтаючої частинки, k =

√
2mE/~2, i кута

розсiяння θ = k̂′k:

f = f(k,k′) = f(k, θ).

Амплiтуда розсiяння f має розмiрнiсть довжини.
Знайдемо зв’язок мiж амплiтудою f i диференцiальним пере-

рiзом розсiяння. Для цього потрiбно знайти потiк розсiяних ча-
стинок:

j =
~

2mi
(ψ∗

роз∇ψроз − ψроз∇ψ∗
роз),

ψроз(r) =
1√
V

eikr

r
f.

Нас цiкавить випадок r → ∞. Обчислюємо похiднi, залишаючи
головний внесок:

j =
~k

m

1

V
n|f |2 1

r2
= j0 n |f |2 1

r2
.

Пiдставляємо цей вираз в означення диференцiального перерiзу
розсiяння i остаточно знаходимо:

dσ

dΩ
= |f |2.
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У границi малих значень енерґiї k → 0 амплiтуда розсiяння

f = −a,

де величину a часто називають довжиною розсiювання. Вона ха-
рактеризує радiус дiї мiжчастинкових взаємодiй.

Розгляньмо розсiювання тотожних частинок. У цьому випад-
ку нам потрiбно певним чином симетризувати хвильову функцiю.
Залежно вiд спiнового стану i статистики, якiй пiдкоряються ча-
стинки, просторова хвильова функцiя може бути симетричною
або антисиметричною щодо їх перестановки. Оскiльки ми працю-
ємо в системi центра мас, то хвильова функцiя вiдносного руху
залежить вiд радiус-вектора r = r1 − r2. Перестановка частинок
мiсцями приводить до замiни r1 − r2 = r на r2 − r1 = −r. У сфе-
ричних координатах така замiна означає замiну кута розсiяння θ
на (π − θ). Отже, належно симетризована хвильова функцiя

ψ(r) = const×
(
eikr ± e−ikr +

eikr

r
[f(θ)± f(π − θ)]

)
.

Тепер диференцiальний перерiз розсiяння

dσ

dΩ
= |f(θ)± f(π − θ)|2.

Якщо система частинок не має визначеного спiнового стану, тоб-
то пучок є неполяризованим, то для диференцiального перерiзу
розсiяння беремо суму:

dσ

dΩ
= C+|f(θ) + f(π − θ)|2 + C−|f(θ)− f(π − θ)|2.

Наприклад, для частинок, спiн яких дорiвнює 1/2, усiх можли-
вих спiнових станiв є чотири: один синґлетний, коли повний спiн
S = 0, i три триплетнi стани з проекцiями спiнуm = −1, 0, 1, коли
повний спiн S = 1. У цьому випадку ваговi коефiцiєнти C+ = 1/4,
C− = 3/4.
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§ 105. Борнiвське наближення

Зупинимося на обчисленнi амплiтуди розсiяння в так звано-
му борнiвському наближеннi (М.Борн, 1926). У цьому пiдходi iн-
теґральне рiвняння для хвильової функцiї розв’язуємо методом
iтерацiй.

У першому борнiвському наближеннi у вихiдний вираз для ам-
плiтуди розсiяння

f = − m

2π~2

∫
e−ik′r′U(r′)

√
V ψ(r′) dr′

пiдставляємо першу iтерацiю iнтеґрального рiвняння для функцiї
ψ(r′), тобто плоску хвилю:

ψ(r′) = ψk(r
′) =

1√
V
eikr

′
,

f = − m

2π~2

∫
e−ik′rU(r)eikrdr.

Уведемо коефiцiєнт Фур’є енерґiї мiжчастинкової взаємодiї

νq =

∫
e−iqrU(r)dr,

тут q = k′ − k — iмпульс передачi, причому

q = |k′ − k| =
√
k′2 − 2kk′ + k2 = k

√
2− 2 cos θ = 2k sin

θ

2
.

Отже, амплiтуда розсiяння в першому борнiвському наближеннi

f = − m

2π~2
νq,

а диференцiальний перерiз

dσ

dΩ
=
∣∣∣ m

2π~2
νq

∣∣∣
2
.

Борнiвське наближення застосовне за умови, що потенцiальна
енерґiя може розглядатись як збурення. Це означає, що енерґiя й
iмпульс налiтаючої частинки повиннi бути достатньо великими.
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Розгляньмо докладнiше цi умови. Для цього нам потрiбно по-
вернутись до iнтеґрального рiвняння з попереднього параграфа
для хвильової функцiї ψ(r) i пiдставити його другу iтерацiю у
вираз для амплiтуди розсiяння f :

f = − m

2π~2

∫
dr′ e−ik′r′U(r′)eikr

′

×
{
1− m

2π~2

∫
dr′′

eik|r
′−r′′|

|r′ − r′′| U(r′′)e−ik(r′−r′′) + . . .

}
.

Умовою збiжностi цього ряду, тобто умовою застосовностi борнiв-
ського наближення, є, очевидно, нерiвнiсть:

∣∣∣∣∣
m

2π~2

∫
dr′′

eik|r
′−r′′|

|r′ − r′′| U(r′′)e−ik(r′−r′′)

∣∣∣∣∣≪ 1.

За цiєї умови друга iтерацiя дасть набагато менший внесок в ам-
плiтуду розсiяння, нiж перша. Замiсть r′′ уведемо нову змiнну
iнтеґрування r = r′ − r′′ i запишемо цю нерiвнiсть так:

∣∣∣∣
m

2π~2

∫
dr e−ikr e

ikr

r
U(r′ − r)

∣∣∣∣≪ 1.

Якщо радiус дiї потенцiалу дорiвнює a, то, по-перше, зважаю-
чи на оцiночний характер наших обчислень, замiнимо U деяким
значенням Ū з основної областi його iснування. По-друге, оскiль-
ки довжини радiус-векторiв r′ та r′′, за якими вiдбувається iнте-
ґрування у виразi для амплiтуди f , також обмеженi радiусом дiї
потенцiалу, то й iнтеґрування за r обмежимо цим радiусом. Пi-
сля цих спрощень та iнтеґрування за кутовими змiнними наша
нерiвнiсть набирає такого вигляду:

2m|Ū |
~2k

∣∣∣∣∣∣

a∫

0

dr eikr sin kr

∣∣∣∣∣∣
≪ 1

або пiсля iнтеґрування

m|Ū |
2~2k2

∣∣∣e2ika − 2ika− 1
∣∣∣≪ 1.
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Якщо швидкостi частинок, якi налiтають на мiшень, є малими,
ka < 1, то звiдси, розкладаючи експоненту в ряд, отримуємо таку
умову:

|Ū |
/

~2

ma2
≪ 1.

При великих швидкостях частинок, коли величина ka > 1, експо-
нента швидко осцилює i в середньому внеску не дає, тому тепер
наша умова є такою:

ma|Ū |
~2k

≪ 1

або
a|Ū |
~v

≪ 1,

v = ~k/m — швидкiсть частинки.
Як приклад розгляньмо розсiювання на кулонiвському потен-

цiалi

U(r) = ZZαe
2/r,

де Z — заряд силового центру, Zα — заряд, налiтаючої на нього
частинки. Оскiльки для цього потенцiалу iнтеґрал за r в умо-
вi застосовностi борнiвського наближення має, як легко бачити,
логарифмiчну розбiжнiсть, то скористаймось таким трюком. Роз-
гляньмо екранований потенцiал Юкави

U(r) =
ZZαe

2

r
e−r/a

зi скiнченним радiусом дiї a, для якого Ū ∼ ZZαe
2/a, i тепер наша

друга умова (коли ka > 1)

ZZαe
2

~v
≪ 1,

як незалежна вiд параметра a, має силу за будь-яких його зна-
чень, а отже, i при a → ∞, тобто для кулонiвського потенцiалу.
Тому борнiвське наближення застосовне i для кулонiвського по-
тенцiалу, якщо налiтаюча на мiшень частинка має достатньо ве-
лику швидкiсть.
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Тому що коефiцiєнт Фур’є для кулонiвського потенцiалу

νq =
4πe2ZZα

q2
,

то диференцiальний перерiз розсiяння

dσ

dΩ
=

∣∣∣∣
m

2π~2
4πe2ZZα

q2

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
2m

~2
e2ZZα

(2k sin(θ/2))2

∣∣∣∣
2

або

dσ

dΩ
=

(
ZZαe

2

4E

)2
1

sin4 θ/2
,

де енерґiя налiтаючої частинки E = ~2k2/2m. Ця формула збiга-
ється з вiдомою формулою Резерфорда, яка отримана методами
класичної механiки. Формула Резерфорда не працює при малих
кутах розсiяння, коли θ → 0. Зауважимо, що точний квантовоме-
ханiчний розв’язок цiєї задачi дає цей же результат. Виявляється,
що в точному розв’язку модуль амплiтуди розсiяння дорiвнює бор-
нiвському наближенню — “набiгає” лише фаза. Отже, класична i
квантова механiка дають для диференцiального перерiзу розсiя-
ння в кулонiвському полi однаковий результат.

§ 106. Розсiяння електронiв на атомi

Проведемо розрахунок диференцiального перерiзу розсiяння
електронiв на атомi без урахування обмiнних ефектiв, тобто не
симетризуючи хвильових функцiй електрона, що налiтає на атом,
iз хвильовими функцiями електронiв, якi є в атомi. Уведемо по-
тенцiал поля ϕ так, що потенцiальна енерґiя електрона в полi
атома

U = eϕ.

Потенцiал ϕ задовольняє рiвняння Пуассона:

∆ϕ = −4πρ,
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де ρ — густина зарядiв атома. Вона враховує заряд ядра й заряд
атомних електронiв, розподiлених з густиною n(r)

ρ = Z|e|δ(r) + en(r),

нагадаємо, що заряд електрона e = −|e|. Запишемо розклади
Фур’є:

ϕ =
1

V

∑

q

ϕqe
iqr,

δ(r) =
1

V

∑

q

eiqr,

n(r) =
1

V

∑

q

nqe
iqr.

Для коефiцiєнтiв Фур’є цих величин рiвняння Пуассона дає:

−q2ϕq = −4π(Z|e|+ enq),

ϕq =
4π|e|
q2

(Z − nq).

Коефiцiєнт Фур’є енерґiї взаємодiї

νq =

∫
U(r)e−iqrdr = eϕq = −4πe2

q2
(Z − nq),

де фур’є-образ електронної густини

nq =

∫
n(r)e−iqrdr.

Таким чином, амплiтуда розсiяння в борнiвському наближеннi
f = −mνq/2π~2, а диференцiальний перерiз розсiяння

dσ

dΩ
=

∣∣∣∣
m

2π~2
4πe2

q2
(Z − nq)

∣∣∣∣
2

.
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У цiй формулi зведена маса m = me, де me — маса електрона.
Проаналiзуймо отриманий вираз при малих значеннях iмпульсу
передачi q:

nq =

∫
n(r)e−iqr dr =

∫
n(r) dr

− i

∫
qr n(r) dr− 1

2

∫
(qr)2n(r) dr+ · · · = Z − q2

6
r2 + · · · ,

де

r2 =

∫
r2n(r) dr.

Другий доданок iз скалярним добутком qr у цьому розкладi при
iнтеґруваннi за кутом θ дає нуль, а в третьому доданку вiд усе-
реднення cos2 θ виникає множник 1/3. Диференцiальний перерiз
у цiй границi є скiнченною величиною:

dσ

dΩ
=

∣∣∣∣
2me2

~2

1

6
r2
∣∣∣∣
2

=

(
r2

3aB

)2

, aB =
~2

me2
.

Таким чином, на вiдмiну вiд випадку кулонiвського потенцiа-
лу, урахування електронної структури атома робить застосовним
борнiвське наближення i при малих кутах розсiяння θ.

При великих значеннях iмпульсу передачi q величина nq → 0
i ми отримуємо формулу Резерфорда:

dσ

dΩ
=

∣∣∣∣
2me2

~2q2
Z

∣∣∣∣
2

.

§ 107. Метод парцiальних хвиль

У центральному полi U = U(r) момент iмпульсу є iнтеґралом
руху, тому стани з рiзними значеннями орбiтального квантового
числа l даватимуть у розсiяння незалежнi внески. Отже, пере-
рiз розсiяння може бути зображений у виглядi суми парцiальних
перерезiв розсiяння для певних значень орбiтального квантового
числа. Нашим завданням є знайти цей вираз.
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Будь-який розв’язок рiвняння Шрединґера можна зобразити
(див. §38) у виглядi розкладу за добутками сферичної функцiї
Yl,m(θ, ϕ) на радiальну функцiю RE,l(r), яка задовольняє рiвняння

{
− ~2

2m

d2

dr2
+

~2l(l + 1)

2mr2
+ U

}
χl = Eχl,

RE,l(r) =
χl

r
, χl = χl(r).

Тут ми розглядаємо випадок неперервного спектра, коли енерґiя
E = ~2k2/2m, тому для радiальної функцiї χl маємо рiвняння:

−χ′′
l +

l(l + 1)

r2
χl +

2m

~2
Uχl − k2χl = 0,

похiднi функцiї χl за r позначено штрихами. У теорiї розсiяння
нас цiкавлять розв’язки рiвняння при r → ∞. Аналiз виписаних
рiвнянь для цього випадку ми провели ранiше в §38. Тут, однак,
нас цiкавитимуть i фази хвильових функцiй, тому зробимо докла-
днiший аналiз радiального рiвняння Шрединґера.

Почнемо з вiльної частинки (U = 0). Точний розв’язок рiвня-
ння для функцiї χl легко знаходимо пiдстановкою

χl = rl+1ul.

Рiвняння для нової функцiї ul має вигляд

u′′l +
2(l + 1)

r
u′l + k2ul = 0.

Продиференцiюємо це рiвняння за r:

u′′′l − 2(l + 1)

r2
u′l +

2(l + 1)

r
u′′l + k2u′l = 0.

Уведемо функцiю wl шляхом замiни u′l = rwl i знайдемо наступне
рiвняння:

w′′
l +

2(l + 2)

r
w′
l + k2wl = 0.

Порiвняємо це рiвняння з рiвнянням для функцiї ul+1:

u′′l+1 +
2(l + 2)

r
u′l+1 + k2ul+1 = 0.
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Звiдси очевидно, що wl = ul+1. Отже, ми знайшли таке спiввiдно-
шення:

ul+1 =
1

r
u′l,

або

ul =
1

r
u′l−1.

Далi

ul =
1

r

d

dr
ul−1 =

1

r

d

dr

1

r

d

dr
ul−2 = . . . =

(
1

r

d

dr

)l

u0.

Таким чином, ураховуючи, що u0 = χ0/r,

ul =

(
1

r

d

dr

)l χ0

r
.

Випишемо тепер рiвняння для функцiї χ0:

χ′′
0 + k2χ0 = 0.

Розв’язок цього осциляторного рiвняння повинен забезпечити
скiнченнiсть радiальної функцiї R = χ0/r на малих вiдстанях,
тому

χ0 = C sin kr.

Знайдемо сталу C з умови нормування для неперервного спектра,
нормуючи хвильовi функцiї на δ-функцiю вiд модулiв хвильових
векторiв k:

∫ ∞

0
Rk′,l(r)Rk,l(r)r

2dr = δ(k′ − k).

Тут i далi ми будемо приписувати радiальнiй функцiї, крiм ор-
бiтального квантового числа l, квантове число k =

√
2mE/~2,

що визначає енерґiю. У нашому випадку ця умова нормування
дає:

C2

∫ ∞

0
sin k′r sin kr dr = δ(k′ − k),
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або
C2

2

∫ ∞

−∞
sin k′r sin kr dr = δ(k′ − k).

Розпишемо лiву частину:

C2

2

(
1

2i

)2 ∫ ∞

−∞

(
eik

′r − e−ik′r
)(

eikr − e−ikr
)
dr

= −C
2

8

∫ ∞

−∞

{
ei(k

′+k)r + e−i(k′+k)r − ei(k
′−k)r − e−i(k′−k)r

}
dr

= −C
2

8
2π
{
2δ(k′ + k)− 2δ(k′ − k)

}
.

Ми використали тут для δ-функцiї таке зображення:

1

2π

∫ ∞

−∞
ei(k

′−k)rdr = δ(k′ − k).

Оскiльки хвильовi вектори k′ та k є додатними величинами i, за
умовою задачi, в теорiї розсiяння не дорiвнюють нулевi k′ > 0,
k > 0, то δ(k′ + k) = 0. Отже, лiва частина рiвняння умови нор-
мування дорiвнює δ(k′ − k)πC2/2 i πC2/2 = 1. Тому

C =

√
2

π
,

χ0 =

√
2

π
sin kr.

Таким чином,

ul =

(
1

r

d

dr

)l
√

2

π

sin kr

r

i точний розв’язок радiального рiвняння Шрединґера для вiльної
частинки має вигляд

Rk,l(r) = Cl

√
2

π
rl
(
1

r

d

dr

)l sin kr

r
,

де сталу нормування Cl нам необхiдно ще знайти.
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Ведучий член асимптотики при r → ∞ вiдшукаємо, якщо по-
хiднi брати лише вiд синуса:

Rk,l(r) ≃ Cl

√
2

π

1

r

(
d

dr

)l

sin kr = kCl

√
2

π

1

r

(
d

dr

)l−1

cos kr

= −kCl

√
2

π

1

r

(
d

dr

)l−1

sin
(
kr − π

2

)

= . . . = (−k)lCl

√
2

π

1

r
sin
(
kr − l

π

2

)
.

Саме ведучий член асимптотики i визначає iнтеґрал нормування,
оскiльки решта порiвняно з ним (розбiжним при k′ = k) дають
зникаюче малий внесок. Тому сталу Cl знаходимо з умови норму-
вання цього асимптотичного виразу:

∣∣∣∣∣k
lCl

√
2

π

∣∣∣∣∣

2 ∫ ∞

0
sin
(
k′r − l

π

2

)
sin
(
kr − l

π

2

)
dr = δ(k′ − k).

Повторюючи викладки, зробленi вище для l = 0, знаходимо, що

π

2

∣∣∣∣∣k
lCl

√
2

π

∣∣∣∣∣

2

= 1,

або з точнiстю до фазового множника

Cl =
(−1)l

kl
.

Остаточно радiальна функцiя вiльної частинки

Rk,l(r) =
1

kl

√
2

π
rl
(
−1

r

d

dr

)l sin kr

r
,

а її асимптотика при r → ∞

Rk,l(r) =

√
2

π

sin
(
kr − lπ2

)

r
.
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При малих значеннях r, розкладаючи синус, маємо:

Rk,l(r) =
1

kl

√
2

π
rl
(
−1

r

d

dr

)l 1

r

∞∑

n=0

(−)n
(kr)2n+1

(2n+ 1)!
.

Кожне диференцiювання разом iз множником 1/r зменшує сте-
пiнь змiнної r на 2. Тобто, диференцiюючи l разiв r2n, отримуємо
вираз ∼ r2n−2l. Головний внесок у Rk,l(r), пропорцiйний до rl,
отримуємо, якщо n = l:

Rk,l(r) =
r→0

1

kl

√
2

π
rl
(
1

r

d

dr

)l k2l+1

(2l + 1)!
r2l

= kl+1

√
2

π

2ll!

(2l + 1)!
rl.

Перейдемо до встановлення асимптотичного вигляду радiаль-
ної функцiї частинки, що рухається в полi з потенцiальною енер-
ґiєю U при r → ∞. Оскiльки при r → ∞ величина U → 0, то зро-
зумiло, що залежнiсть радiальної функцiї Rk,l вiд вiдстанi r є та-
кою ж, як i для вiльної частинки — може змiнитись лише фаза
хвильової функцiї:

Rk,l(r) =

√
2

π

sin
(
kr − lπ2 + δl

)

r
, r → ∞.

Тут δl — додаткова фаза, що “набiгає” внаслiдок дiї поля U . Для
вiльної частинки, коли U = 0, додаткова фаза δl = 0.

Маючи цi вирази, ми можемо знайти тепер асимптотичний ви-
раз хвильової функцiї частинки, що розсiюється на силовому цен-
трi. Виберемо таку систему координат, у якiй вiсь z напрямлена
вздовж iмпульсу налiтаючої частинки k, i розкладемо плоску хви-
лю в ряд за добутками сферичної функцiї на радiальну функцiю
вiльної частинки:

eikr =

∞∑

l=0

l∑

m=−l

Al,mYl,m(θ, ϕ)Rk,l(r),
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Al,m — коефiцiєнти розкладу. Оскiльки kr = kz = kr cos θ i з
лiвого боку вiдсутня залежнiсть вiд азимутального кута ϕ, то за-
лишається лише внесок iз магнiтним квантовим числом m = 0,
коли сферична функцiя зводиться до полiнома Лежандра:

Yl,0(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π
Pl(cos θ),

eikr =

∞∑

l=0

BlRk,l(r)Pl(cos θ).

Коефiцiєнти розкладу Bl знаходимо шляхом порiвняння множни-
кiв бiля r cos θ у лiвiй i правiй частинах цiєї рiвностi

(ikr cos θ)l

l!
= Blk

l+12l
√

2

π

l!

(2l + 1)!
rl × (2l)!

2l(l!)2
cosl θ.

Звiдси маємо

Bl =
il

k

√
π

2
(2l + 1).

Таким чином,

eikr =

∞∑

l=0

il

k

√
π

2
(2l + 1)Rk,l(r)Pl(cos θ).

При r → ∞

eikr =
∞∑

l=0

il(2l + 1)Pl(cos θ)
sin
(
kr − lπ2

)

kr
.

Хвильова функцiя частинки в потенцiальному полi U на великих
вiдстанях буде мати вигляд, який рiзниться вiд цього додатковою
фазою δl пiд знаком синуса i сталими Cl:

ψ(r) =

∞∑

l=0

Cli
l(2l + 1)Pl(cos θ)

sin
(
kr − lπ2 + δl

)

kr
.
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Вiднiмемо вiд цього виразу плоску хвилю i отримаємо, за означе-
нням, хвильову функцiю розсiяної частинки

f
eikr

r
= ψ(r)− eikr.

Ми не беремо тут до уваги сталої величини 1/
√
V , яка випадає

при визначеннi амплiтуди розсiяння f . Отже,

f
eikr

r
=

1

kr

∞∑

l=0

il(2l + 1)Pl(cos θ)

×
{
Cl sin

(
kr − l

π

2
+ δl

)
− sin

(
kr − l

π

2

)}
.

Сталi величини Cl пiдберемо так, щоб залишалась лише хвиля,
яка поширюється вiд центра. Для цього треба покласти

Cl = eiδl .

Справдi,

Cl sin
(
kr − l

π

2
+ δl

)
− sin

(
kr − l

π

2

)
=

1

2i

{
Cle

i(kr−lπ/2+δl)

−ei(kr−lπ/2) − Cle
−i(kr−lπ/2+δl) + e−i(kr−lπ/2)

}

=
1

2i

{
Cle

i(kr−lπ/2+δl) − ei(kr−lπ/2)
}

− 1

2i
e−i(kr−lπ/2)(Cle

−iδl − 1) =
eikr

2i
(−i)l(e2iδl − 1).

У результатi

f =
i

2k

∞∑

l=0

(2l + 1)(1− e2iδl)Pl(cos θ).

Цей вираз розв’язує задачу зображення повної амплiтуди розсiя-
ння через парцiальнi внески з рiзними значеннями орбiтального
квантового числа, якi залежать вiд додаткової фази δl.
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Повний перерiз розсiяння

σ =

∫
|f |2dΩ = 2π

∫ π

0
|f |2 sin θdθ

легко знайти, якщо врахувати, що полiноми Лежандра є взаємно
ортогональними для рiзних значень l, що випливає з ортогональ-
ностi сферичних функцiй (див. §34):

∫ π

0
Pl′(cos θ)Pl(cos θ) sin θ dθ =

2

2l + 1
δl′l.

У пiдсумку

σ =
π

k2

∞∑

l=0

∣∣∣1− e2iδl
∣∣∣
2
(2l + 1),

або

σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl.

Звiдси, зокрема, маємо, що максимальний перерiз розсiяння
iз заданим l дорiвнює 4π(2l + 1)/k2, якщо фаза δl = π/2 + nπ,
n = 0, 1, 2, . . .. При δl = nπ парцiальний внесок до перерiзу розсi-
яння дорiвнює нулевi. Коли в околi максимуму парцiального вне-
ску в σ фаза δl швидко змiнює своє значення як функцiя енерґiї
налiтаючої частинки, то говорять про так званий резонанс. При-
пускаючи поблизу резонансу лiнiйну залежнiсть фази вiд енерґiї
δl ≃ π/2+2(E−Er)/Γ, де Er, Γ — додатнi величини, якi характе-
ризують його положення i ширину, та, зауважуючи, що при цьому
ctg δl ≃ −2(E −Er)/Γ, знаходимо парцiальний внесок до перерiзу
розсiяння

σl =
4π

k2
(2l + 1) sin2 δl =

4π

k2
(2l + 1)

1

1 + ctg2δl

=
π

k2
(2l + 1)

Γ2

(E − Er)2 + (Γ/2)2

— формула Брейта–Вiґнера.
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Повний перерiз можна записати через уявну частину амплiту-
ди розсiяння. Справдi, з виразу для f маємо

Imf(θ) =
1

2k

∞∑

l=0

(2l + 1)(1 − cos 2δl)Pl(cosl θ).

Оскiльки при θ = 0 полiном Pl(1) = 1, то

Imf(0) =
1

k

∞∑

l=0

(2l + 1) sin2 δl.

Отже,

σ =
4π

k
Imf(0),

тобто повний перерiз розсiяння визначається уявною частиною
амплiтуди розсiяння вперед. Це спiввiдношення називають опти-
чною теоремою.

Приклад. Розсiяння на потенцiалi твердих сфер. Нехай потенцiальна
енерґiя U дорiвнює нулевi при r > a i набуває безмежнi значення при r ≤ a.
Прикладом такої взаємодiї є зiткнення бiльярдних куль дiаметром a. Така
функцiя U моделює вiдштовхувальну частину взаємодiї, наприклад, атомiв
гелiю. Розгляньмо внесок у розсiяння s-хвиль, тобто коли l = 0. Хвильова
функцiя

Rk,0(r) =

√
2

π

sin(kr + δ0)

r
.

Для забезпечення умови Rk,0(r) = 0 при r = a необхiдно покласти фазу

δ0 = −ka.
Тепер iз формули для повної амплiтуди розсiяння через парцiальнi внески,
наведеної в цьому параграфi, отримаємо при l = 0 амплiтуду в наближеннi
s-розсiяння:

f =
i

2k
(1− e−2ika) = −e−ika sin ka

k
.

При малих значеннях енерґiї, коли ka≪ 1, амплiтуда

f = −a.
Цiкаво зiставити цю величину з амплiтудою розсiяння в борнiвському набли-
женнi

f = − m

2π~2
νk.

Тепер коефiцiєнт Фур’є енерґiї взаємодiї (ka≪ 1)

νk =
2π~2

m
a,

839



а потенцiальна енерґiя

U =
1

V

∑

k

νke
ikr =

2π~2

m
a
1

V

∑

k

eikr =
2π~2

m
aδ(r).

Цей вираз увiв у 1936 роцi Е.Фермi для опису взаємодiї нейтронiв iз ядрами.
Нагадаємо, що тут m є зведеною масою i для розсiяння двох однакових ча-
стинок вона дорiвнює половинi маси частинки. Наприклад, для двох атомiв
гелiю

U =
4π~2

m
aδ(r),

m — маса атома.

§ 108. Теорiя непружного розсiяння

Нехай частинка з iмпульсом p = ~k i координатою r налiтає
на систему, що складається iз сукупностi N частинок iз координа-
тами Rj , j = 1, . . . , N . Позначимо оператор потенцiальної енерґiї
взаємодiї налiтаючої частинки iз системою через V̂ . Вiн складає-
ться iз суми енерґiй взаємодiї з кожною частинкою системи

V̂ =
N∑

j=1

U(|r−Rj |).

Для розрахунку диференцiального перерiзу розсiяння будемо ви-
ходити з виразу для ймовiрностi переходу за одиницю часу:

wi→f =
2π

~
|Vfi|2δ

(
E

(0)
f − E

(0)
i

)
.

Хвильова функцiя налiтаючої частинки до розсiяння є плоскою
хвилею

|k〉 = eikr√
V
.

Ми нормуємо хвильовi функцiї на великий об’єм перiодично-
стi V . Початкова енерґiя E(0)

i складається iз суми енерґiї частинки
~2k2/2m й енерґiї системи, яку ми позначимо через EA:

E
(0)
i = EA +

~2k2

2m
.
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Iндексом A ми нумеруємо квантовi стани системи, а її хвильова
функцiя дорiвнює |A〉. Отже, повна початкова хвильова функцiя
є добутком хвильових функцiй частинки та системи:

|i〉 = |k〉|A〉 = eikr√
V
|A〉.

У кiнцевому станi хвильова функцiя

|f〉 = |k′〉|A′〉 = eik
′r

√
V

|A′〉,

а енерґiя

E
(0)
f = EA′ +

~2k
′2

2m
.

Матричний елемент оператора збурення

Vfi = 〈f |V̂ |i〉.

Для його розрахунку розкладемо спочатку функцiю U в ряд
Фур’є:

U(|r−Rj |) =
1

V

∑

q

νqe
iq(r−Rj),

νq =

∫
e−iqRU(R) dR.

Тепер

Vfi =
1

V

∑

q

νq〈k′|eiqr|k〉
N∑

j=1

〈A′|e−iqRj |A〉,

〈k′|eiqr|k〉 = 1

V

∫
e−ik′reiqreikr dr = δq,k′−k

— символ Кронекера. Отже,

Vfi =

√
N

V
νq〈A′|ρq|A〉,
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де q = k′ − k, а

ρq =
1√
N

N∑

j=1

e−iqRj .

Iмовiрнiсть переходу за одиницю часу

wi→f =
2π

~

N

V 2
|νq|2|〈A′|ρq|A〉|2δ

(
~2k

′2

2m
− ~2k2

2m
+ EA′ − EA

)
.

Якщо цей вираз подiлити на величину потоку, що налiтає,

j0 =
~k

m

1

V
,

пiдсумувати за всiма значеннями iмпульсу частинки пiсля розсiя-
ння k′, а також за всiма початковими станами системи |A〉, у яких
вона знаходиться з iмовiрнiстю wA, i за всiма кiнцевими станами
|A′〉, то ми знайдемо повний перерiз непружного розсiяння:

σ =
∑

k′

∑

A′

∑

A

wAwi→f

/
~k

m

1

V
.

Iмовiрнiсть реалiзацiї початкового рiвноважного стану системи
частинок визначається розподiлом Больцмана

wA =
e−EA/T

Z
,

де статистична сума

Z =
∑

A

e−EA/T .

Таким чином,

σ =
1

~k/mV

V

(2π)3

∫
dk′∑

A

∑

A′
wA

2π

~

N

V 2
|νq|2

× |〈A′|ρq|A〉|2δ
(
~2k

′2

2m
− ~2k2

2m
+ EA′ − EA

)
.
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Тут уже ми перейшли вiд пiдсумовування за хвильовими векто-
рами до iнтеґрування. Для того щоб скористатись властивiстю
δ-функцiї, перейдемо до сферичних координат:

∫
dk′ =

∫
dΩ

∫
k

′2dk′

i введемо нову змiнну

ω =
~

2m
(k2 − k

′2),

dω = − ~

m
k′dk′.

Величина ~ω дорiвнює зменшенню енерґiї частинки при розсiяннi.
З рiвняння для ω визначаємо й межi iнтеґрування при заданому
початковому значеннi k. Тепер повний перерiз

σ =
1

~k/mV

V

(2π)3
2π

~

N

V 2

∫
dΩ

∫
m

~
dω k′

×
∑

A

∑

A′
wA|νq|2 |〈A′|ρq|A〉|2 δ(~ω + EA − EA′).

Знак мiнус вiд dω зникає внаслiдок замiни мiсцями меж iнтеґру-
вання. Використаємо iнтеґральне зображення δ-функцiї

δ(~ω + EA − EA′) =
1

~
δ

(
ω +

EA − EA′

~

)

=
1

2π~

∫ ∞

−∞
e−i[ω+(EA−EA′)/~]tdt

i для перерiзу розсiяння отримаємо:

σ =
m2

k~3

∫
dΩ

∫
dω

(2π)2
k′|νq|2

∫ ∞

−∞
dt e−iωt

× N
∑

A

∑

A′
wA

1

2π~
eiEA′ t/~〈A′|ρq|A〉e−iEAt/~〈A|ρ−q|A′〉
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або

σ =
( m

2π~2

)2 1

k
N

∫
dΩ

∫
dω k′|νq|2

1

2π

×
∫ ∞

−∞
dt e−iωt

∑

A

∑

A′
wA〈A′|ρq(t)|A〉〈A|ρ−q(0)|A′〉.

Ми ввели зображення Гайзенберґа для величини ρq:

ρq(t) = eiĤt/~ρqe
−iĤt/~,

Ĥ — гамiльтонiан системи,

ρq(0) = ρq,

〈A′|ρq(t)|A〉 = eiEA′ t/~〈A′|ρq|A〉e−iEAt/~.

Далi маємо
∑

A

∑

A′
wA〈A|ρ−q(0)|A′〉 〈A′|ρq(t)|A〉

=
∑

A

wA〈A|ρ−q(0)ρq(t)|A〉 = 〈ρ−q(0)ρq(t)〉,

де кутовими дужками позначено повне усереднення — квантово-
механiчне i статистичне. Отже, повний перерiз розсiяння

σ =
( m

2π~2

)2 1

k
N

∫
dΩ

∫
dω |νq|2k′S(q, ω),

де величину

S(q, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iωt〈ρ−q(0)ρq(t)〉

називають “динамiчний структурний фактор”. Вiн вiдiграє цен-
тральну роль у теорiї непружного розсiяння. Величину S(q, ω) на-
зивають також функцiєю Ван Гова на честь бельгiйського фiзика-
теоретика Леона Ван Гова, який увiв її в обiг у 1954 роцi.

При виведеннi цiєї формули ми використали зображення Гай-
зенберґа i залежнiсть вiд часу t для оператора ρq. Залежнiсть вiд

844



часу можна “перекинути” на оператор ρ−q. У результатi отрима-
ємо

〈ρ−q(0)ρq(t)〉 = 〈ρ−q(−t)ρq(0)〉.
Крiм того, ця величина не залежить i вiд напрямку вектора q,
оскiльки в розкладi в ряд Фур’є потенцiальної енерґiї U(|r−Rj |)
при пiдсумовуваннi за q можна зробити замiну q на −q. Отже,

〈ρ−q(−t)ρq(0)〉 = 〈ρq(−t)ρ−q(0)〉 = 〈ρq(0)ρ−q(t)〉.
Маючи повний перерiз розсiяння σ, уведемо двiчi диференцi-

альний перерiз розсiяння, який вимiрюється експериментально:

d2σ

dΩdω
=
k′

k
N
∣∣∣ m

2π~2
νq

∣∣∣
2
S(q, ω),

так що

σ =

∫
dΩ

∫
dω

d2σ

dΩ dω
.

Вiн дорiвнює вiдношенню кiлькостi частинок, що розсiюються
за одиницю часу в одиницю тiлесного кута з розрахунку на оди-
ничний iнтервал енерґiї, до величини падаючого потоку. Якщо
використати вираз для амплiтуди розсiяння f в борнiвському на-
ближеннi, то

d2σ

dΩdω
=
k′

k
N |f |2S(q, ω).

Непружне розсiяння дає змогу визначити як просторову стру-
ктуру речовини, так i структуру її енерґетичного спектра. Справ-
дi, якщо проiнтеґрувати S(q, ω) за всiма частотами ω, то отрима-
ємо статичний структурний фактор системи Sq, який дає iнфор-
мацiю про її просторову структуру (див. також §56). Маємо

∫ ∞

−∞
dω S(q, ω) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dω e−iωt〈ρq(0)ρ−q(t)〉

=

∫ ∞

−∞
dt δ(t)〈ρq(0)ρ−q(t)〉 = 〈ρqρ−q〉,

де

Sq = 〈ρqρ−q〉,
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— статичний стуктурний фактор. Таким чином,
∫ ∞

−∞
dωS(q, ω) = Sq.

Далi динамiчний структурний фактор можна записати в роз-
горнутому виглядi:

S(q, ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iωt

∑

A

wA〈A|ρ−qe
iĤt/~ρqe

−iĤt/~|A〉

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dt e−iωt

∑

A

∑

A′
wAe

i(EA′−EA)t/~

× 〈A|ρ−q|A′〉〈A′|ρq|A〉

=
∑

A

∑

A′
wA|〈A′|ρq|A〉|2δ

(
ω − EA′ − EA

~

)
.

Отже, величина S(q, ω) має δ-подiбнi пiки для частот ω =
(EA′ − EA)/~, що дорiвнюють рiзницi рiвнiв енерґiї системи, на
якiй розсiюється частинка. Насправдi контур динамiчного стру-
ктурного фактора, внаслiдок квазiстацiонарностi станiв, є розши-
реним. Додаткове його розширення зумовлюють також i тепло-
вi рухи атомiв речовини. Таким чином, динамiчний структурний
фактор має виразнi максимуми, положення яких i визначає енер-
ґетичнi рiвнi дослiджуваної системи.

Наприклад, пучок ядер 3He непружно розсiюється на мiше-
нi, яка складається з атомiв свинцю-208. У результатi цього ядро
208Pb переходить iз деякого початкового стану з енерґiєю EA в
збуджений стан, енерґiя якого дорiвнює EA′ . Частинка 3He реє-
струється приладами з енерґiєю

~2k′2

2m
=

~2k2

2m
+ EA − EA′ ,

де ~2k2/2m – кiнетична енерґiя ядра 3He, яке падає на мiшень.
Для певного кута розсiяння за рiзницею енерґiй

~ω =
~2k2

2m
− ~2k

′2

2m
,
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на якiй спостерiгається максимум динамiчного структурного фа-
ктора, визначають енерґетичний спектр ядер 208Pb. Головним у
такому експериментi є точне вимiрювання енерґiй розсiяних ча-
стинок, зокрема за довжиною трекiв в емульсiї.

Цiкавим є дослiдження перерiзу розсiяння електронiв високих
енерґiй на атомних ядрах. Особливий iнтерес становить вивчен-
ня реакцiї вибивання протонiв i нейтронiв iз ядра (електророзще-
плення) для дослiдження його оболонкової структури. При цьому
виявляється можливим iдентифiкувати оболонку, з якої вибито
нуклон, i тим самим вiдтворити характер поля ядерного потенцi-
алу1.

Iнший приклад — це непружне розсiяння нейтронiв у рiдкому
4He. У цьому випадку нейтрон, що взаємодiє з ядрами атомiв 4He,
збуджує всю їхню сукупнiсть. Тобто нейтрон вiддає енергiю ~ω й
iмпульс q = k′ − k рiдинi як цiлому. Типовий пiк динамiчного
структурного фактора рiдкого 4Не, визначеного методом непру-
жного розсiяння нейтронiв, тобто вимiрюванням двiчi диферен-
цiального перерiзу розсiяння, нагадує розширений профiль спе-
ктральної лiнiї атома (див. §63). Експериментальнi профiлi дина-
мiчного структурного фактора моделюють, як правило, ґауссiв-
ською або лоренцiвською кривою. Лоренцiвський характер такої
кривої подiбний до оптичних дисперсiйних формул для показни-
ка заломлення та коефiцiєнта поглинання поблизу резонансних
частот (див. §64), коли враховувати час життя квазiстацiонарних
станiв квантовомеханiчних систем. Ґауссiвський характер контура
динамiчного структурного фактора формують тепловi рухи ато-
мiв. Тому в загальному випадку профiль величини S(q, ω) можна
зобразити згорткою лоренцiвського та ґауссiвського контурiв.

На рис. 78 зображено визначений за положенням цих пiкiв
енерґетичний спектр рiдкого 4Не залежно вiд хвильового вектора
q. Про цей спектр говорять як про спектр елементарних збуджень.

У дiлянцi малих значень хвильового вектора q збудження
описують звуковi коливання, енерґiя яких Eq = ~qc, c — швид-
кiсть звуку. Цi збудження називають фононами. Бiля точки q =
q0 ≃ 1.91 Å−1 енерґетичний спектр має характерний мiнiмум

1Докладну iнформацiю про сучасний стан цiєї проблеми можна знайти в:
А. П. Пасичный, ФЭЧАЯ 41, вып. 1, 197 (2010).
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Рис. 78. Енерґетичний спектр рiдкого 4He.

Eq0 = ∆ ≃ 8.6◦ K. Цi збудження називають ротонами. Назва по-
ходить вiд помилкового приписування їм вихрових рухiв у рiдинi.
Насправдi механiзм утворення цiєї резонансної дiлянки спектра
пов’язаний з iснуванням характерного для рiдин ближнього по-
рядку: коли найближчi сусiди вибраного атома розташованi на
вiдстанi, яка є порядку середньою мiжатомної вiдстанi a, i ста-
тичний структурний фактор має яскраво виражений пiк у точцi
q ≃ q0 (див. рис. 51). У впорядкованих структурах, як ми бачили
на прикладi полiенового ланцюжка та кiльцевих органiчних моле-
кул, енерґiя є пропорцiйною до cos qa i має характернi резонанси
при

qa = 2πn, n = 1, 2, 3, . . . ,

коли вона досягає мiнiмального нульового значення стосовно енер-
ґiї основного стану. Перший такий резонансний мiнiмум на кривiй
“енерґiя–iмпульс” для рiдкого 4He також повинен виникати в околi
точки q0 = 2π/a. Однак, унаслiдок характерного для рiдини без-
ладу в розташуваннi атомiв, цей мiнiмум уже не дорiвнює нулевi.
Це й спостерiгається в експериментi.
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Зi збiльшенням хвильового вектора q ширина пiкiв динамiчно-
го структурного фактора збiльшується. Це ускладнює iдентифi-
кацiю положення їхнiх максимумiв, а починаючи з деяких значень
q = qc, вона стає просто неможливою. Це означає, що час життя
таких квазiстацiонарних станiв є дуже малим. Сильне загасання
цих станiв указує на те, що вони просто-напросто вiдсутнi, а таке
квантове число, як хвильовий вектор, стає неадекватним для їх
опису2.

Великий декремент загасання цих станiв зумовлений тим,
що елементарнi збудження розпадаються на два i бiльше. Iмо-
вiрнiсть такого розпаду сильно зростає при пiдходi до значення
qс ≃ 2.7 Å−1, яке i є точкою закiнчення спектра. Головний внесок
у цей механiзм дає ймовiрнiсть розпаду збуджень з енерґiєю 2∆
на два збудження з енерґiями ∆ i хвильовими векторами q = q0,
тобто на два ротони, що розлiтаються пiд кутом θ = π/2. Причому
закон збереження iмпульсу дає qc = 2q0 sin(θ/2) = q0

√
2 ≃ 2.7 Å−1,

що вiдповiдає спостережуваному значенню.

§ 109. Динамiчний структурний фактор

Динамiчний структурний фактор повнiстю визначається свої-
ми моментами

ωn =

∫ ∞

−∞
ωnS(q, ω)dω.

Як ми бачили, нульовий момент, коли n = 0, дорiвнює статичному
структурному факторовi Sq. Неважко обчислити перший момент:

ω̄ =

∫ ∞

−∞
ωS(q, ω)dω =

1

2π

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dω ωe−iωt〈ρq(0)ρ−q(t)〉

= − 1

2πi

∫ ∞

−∞
dt

∫ ∞

−∞
dω〈ρq(0)ρ−q(t)〉

d

dt
e−iωt

2Наведемо ще один приклад системи, у якiй, унаслiдок сильного загасання,
немає стацiонарних станiв. Келих зi звичайним вином, якщо ним цокатись,
дзвенить через утворення в ньому стоячих хвиль, а келих iз шампанським
— нi. Бульбашки в шампанському є резонаторами, у яких збуджуються ви-
мушенi коливання. Оскiльки цi резонатори мають загасання i їх є багато, то
енерґiя звукових хвиль сильно поглинається.
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= i

∫ ∞

−∞
dt 〈ρq(0)ρ−q(t)〉

d

dt
δ(t)

= −i
∫ ∞

−∞
dt δ(t)

d

dt
〈ρq(0)ρ−q(t)〉 = −i〈ρq(0)ρ̇−q(t)〉

∣∣∣∣
t=0

.

Iз рiвняння руху маємо

ρ̇−q(t) =
[ρ−q(t), Ĥ]

i~
,

де Ĥ — гамiльтонiан системи.
Отже, перший момент

∫ ∞

−∞
ωS(q, ω)dω = −1

~
〈ρq[ρ−q, Ĥ]〉.

Якщо виходити з формули для S(q, ω), у якiй замiсть
〈ρq(0)ρ−q(t)〉 стоїть 〈ρ−q(−t)ρq(0)〉, то отримаємо, що

∫ ∞

−∞
ωS(q, ω)dω =

1

~
〈[ρ−q, Ĥ]ρq〉.

Зручно цей перший момент динамiчного структурного фактора
записати як пiвсуму двох останнiх виразiв

∫ ∞

−∞
ωS(q, ω)dω =

1

2~
〈[[ρ−q, Ĥ], ρq]〉.

Нехай гамiльтонiан системи має вигляд

Ĥ = − ~2

2m

N∑

j=1

∇j
2 +Φ,

де Φ — потенцiальна енерґiя. Комутатор

[ρ−q, Ĥ] = − ~2

2m

N∑

j=1

[ρ−q,∇j
2]

= −~2q2

2m
ρ−q +

~2

m

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(iq∇j),
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а подвiйний комутатор

[[ρ−q, Ĥ ], ρq] =
~2

m

N∑

j=1

eiqRj

√
N
iq[∇j , ρq] =

~2q2

m
.

У результатi отримуємо
∫ ∞

−∞
ωS(q, ω) dω =

~q2

2m
.

У загальному випадку динамiчний структурний фактор по-
близу його пiка можна зобразити лоренцевою кривою:

S(q, ω) = Sq
Γq/2π

(ω −Eq/~)2 + (Γq/2)2
,

де величина Γq — декремент загасання, який формується рiзними
каналами реакцiй розпаду збудженого стану системи. Iнтеґрал за
всiма частотами вiд цього виразу, тобто нульовий момент функцiї
S(q, ω), дає, як i повинно бути, статичний стуктурний фактор Sq.

Цей вираз для S(q, ω), тобто для двiчi диференцiального пере-
рiзу розсiяння, має широке застосування, зокрема i в теорiї ядер-
них реакцiй (вiдомий як формула Брейта–Вiґнера), коли атомне
ядро i частинка, що на нього налiтає, тимчасово утворюють разом
складне ядро зi своїми рiвнями енерґiї, яке згодом розпадається.

Щодо декременту загасання, то наприклад, у рiдкому 4He вiн
формується ангармонiзмом коливань густини, який можна роз-
глядати як розсiяння i розпад елементарних збуджень, причому
Γq ∼ q5, q → 0.

Розглянемо тепер другий момент динамiчного структурного
фактора. Виконуючи розрахунки, аналогiчнi до тих, якi наведе-
но в основному текстi цього параграфа при обчисленнi першого
моменту, знаходимо, що

ω2 =

∞∫

−∞

ω2S(q, ω) dω = −〈ρq(0)ρ̈−q(t)〉
∣∣∣
t=0

.

Другу похiдну ρ̈−q(t) записуємо як комутатор першої похiдної
ρ̇−q(t) з гамiльтонiаном Ĥ, своєю чергою, першу похiдну знову
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представляємо через комутатор iз Ĥ i в результатi:

∞∫

−∞

ω2S(q, ω) dω =
1

~2

〈
ρq

[
[ρ−q, Ĥ], Ĥ

]〉
.

Цей подвiйний комутатор легко розраховуємо, оскiльки комутатор
величини ρ−q з Ĥ ми вже мали вище i тому

∞∫

−∞

ω2S(q, ω) dω = − q2

2m
〈ρq[ρ−q, Ĥ]〉

+
1

m

〈
ρq

N∑

j=1

[
eiqRj

√
N

(iq∇j), Ĥ

]〉
.

Тут перший комутатор знову вже є готовий, а другий обчислюємо
в один рядок i остаточно, збираючи все разом, одержуємо:

ω2 =

〈
ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

[(
qp̂j

m
+

~q2

2m

)2

+
i(q∇jΦ)

m

]〉
,

де p̂j — оператор iмпульсу j-ої частинки, Φ — потенцiальна енер-
ґiя системи.

Можна знайти iнший вираз для другого моменту, якщо знову,
починаючи з означення, розрахунок провести так, щоб один раз
похiдну за часом брати вiд ρ−q(t), а другий раз “перекинути” її на
ρq(t). Записуючи цi похiднi через комутатор з Ĥ у момент часу
t = 0, знаходимо:

ω2 =

∞∫

−∞

ω2S(q, ω) dω = − 1

~2

〈
[ρq, Ĥ][ρ−q, Ĥ]

〉
,

або в явному виглядi

ω2 =

〈


N∑

j=1

e−iqRj

√
N

(qp̂j)

m
− ~q2

2m
ρq
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×




N∑

j=1

eiqRj

√
N

(qp̂j)

m
+

~q2

2m
ρ−q



〉
.

Цiкаво знайти класичну межу цього рiвняння. Коли ~ спря-
мувати до нуля, а оператор p̂j замiнити на класичний iм-
пульс частинки pj i взяти до уваги, що середнє 〈p̂j〉 = 0, а
〈(qpj)(qpl)〉/m2 = δljq

2〈p2
j 〉/3m2 = δljq

2T/m, T — температура,
то

∞∫

−∞

ω2S(q, ω) dω =
q2T

m
, ~ → 0.

Допитливий Читач з рiвностi правих частин обох знайдених
рiвнянь для другого моменту ω2, способи отримання яких рiзня-
ться лише простим перекиданням похiдної за часом, надибає на
низку цiкавих спiввiдношень (див. також виноску на стор. 623).

Приклад 1. Статичний структурний фактор класичної рiдини. Порiвня-
ємо правi частини рiвнянь для другого моменту динамiчного структурного
фактора, знайденi в основному текстi, коли ~ → 0, i отримаємо таке рiвнян-
ня:

q2T

m
Sq + 〈ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

i(q∇jΦ)

m
〉 = q2T

m
,

тут ми скористались тим, що 〈(qpj)
2〉 = q2T/m, i означенням статичного

структурного фактора Sq = 〈ρqρ−q〉. Потенцiальну енерґiю записуємо як суму
енерґiй попарних мiжчастинкових взаємодiй Φ(|Ri −Rj |), i, j = 1, . . . , N , для
яких використовуємо розклад у ряд Фур’є, i тодi

∇jΦ =
N

V

∑

k6=0

νke
−ikRj (−ik) ρ−k,

де νk =
∫
e−ikRΦ(R) dR. У результатi наше рiвняння стає таким:

Sq

(
1 + β

N

V
νq

)
= 1−

√
N

V

∑

k6=0

k6=q

(kq)

q2
βνk〈ρqρk−qρ−k〉,

β = 1/T — обернена температура.
У нульовому наближеннi другим доданком у правiй частинi рiвняння, що

мiстить пiдсумовування за хвильовим вектором k, можна знехтувати i знайти
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статичний структурний фактор

Sq = 1

/(
1 + β

N

V
νq

)
.

Це й є один iз цiкавих результатiв, який ми знайшли фактично “з нiчого”
лише простим перекиданням похiдної за часом, обчислюючи другий момент
динамiчного структурного фактора S(q, ω). Щобiльше, ми можемо обчислити
й наступне наближення для Sq, якщо припустити, що в цьому наближеннi
тричастинковий структурний фактор S3(q1,q2,q3) =

√
N〈ρq1

ρq2
ρq3

〉 можна
розчепити на добуток трьох парних структурних факторiв S3(q1,q2,q3) =
Sq1Sq2Sq3 i взяти їх у рiвняннi пiд знаком суми за k в нульовому наближеннi:

Sq = 1/

(
1 + β

N

V
νq +Πq

)
,

де функцiя

Πq =
1

V

∑

k6=0

k6=q

(kq)

q2
βνk

1 + βρνk

1

1 + βρν|k−q|
,

ρ = N/V — густина частинок у системi. Величину Πq можна спростити, якщо
зробити такi перетворення. По-перше, до останнього множника додаємо й
вiднiмаємо одиницю. Вираз iз доданою одиницею дорiвнює нулевi внаслiдок
непарностi функцiї пiд знаком суми (вiн змiнює знак при замiнi k на (−k)),
а разом iз “мiнус одиницею” цей останнiй множник має структуру першого
множника пiд знаком суми. По-друге, робимо замiну k = −(k′ − q), розбива-
ючи наш вираз на два доданки, i зауважуємо, що один iз них дорiвнює (−Πq).
Нарештi, пiсля замiни “нiмого” iндексу пiдсумовування k′ на (−k) остаточно
знаходимо

Πq = − 1

2N

∑

k6=0

k+q6=0

βρνk
1 + βρνk

βρν|k+q|
1 + βρν|k+q|

.

Отже, ми знову “з нiчого” знайшли явний вигляд i наступного наближення
для парного структурного фактора класичної рiдини.

Для iлюстрацiї обчислимо величину Πq для класичного електронного га-
зу, коли νk = 4πe2/k2, k 6= 0:

Πq = − 1

2N

∑

k6=0

k+q6=0

κ4
D

(k2 + κ2
D)((k+ q)2 + κ2

D)

= − 1

2N

∑

k6=0

k+q6=0

[
1

(k2 + κ2
D)

− 1

((k+ q)2 + κ2
D)

]
κ4

D

(k+ q)2 − k2
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= (пiсля замiни в другому доданку k = −(k′ + q)

з пiзнiшим зняттям штриха)

= − 1

N

∑

k6=0

k+q6=0

κ4
D

(k2 + κ2
D)(q

2 + 2qk)
,

де κD =
√

4πe2βρ — так званий обернений радiус Дебая.
Тепер переходимо вiд пiдсумовування за k до iнтеґрування у сферичних

координатах, вибираючи вiсь z уздовж вектора q, i пiсля елементарного iн-
теґрування за кутами знаходимо

Πq = −βe
2κ2

D

2πq

∫ ∞

0

dx
x

x2 + 1
ln

∣∣∣∣
x+ q/2κD

x− q/2κD

∣∣∣∣ .

Цей iнтеґрал дорiвнює πarctg(q/2κD), i остаточно маємо3

Πq = −βe
2κ2

D

2q
arctg(q/2κD).

Приклад 2. Другий момент динамiчного структурного фактора бозе-
рiдини в основному станi.

Обчислимо хвильову функцiю основного стану та статичний структурний
фактор, порiвнюючи мiж собою, як i в попередньому прикладi, два вирази
для ω2. Для цього розпишемо в явному виглядi правi частини двох виразiв
для другого моменту ω2 динамiчного структурного фактора, якi наведенi в
основному текстi цього параграфа. Використаємо той факт, що хвильова фун-
кцiя основного стану бозе-рiдини ψ0 є дiйсною i не має вузлiв (див. також §91
та Приклад 3 до §81).

Отже, розписуємо праву частину першого виразу для ω2:

ω2 =
~2

m2

〈
ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(q∇j lnψ0)
2

〉
+

(
~q2

2m

)2

〈ρqρ−q〉

+
N

V

q2νq
m

〈ρqρ−q〉 − 1√
N

∑

k6=0

N

V

(kq)νk
m

〈ρqρkρ−k−q〉.

3Для обчислення цього iнтеґрала спочатку диференцiюємо його за пара-
метром q i беремо iнтеґрал за x, а наступне iнтеґрування за q, з умовою, що
при q = 0, шуканий iнтеґрал дорiвнює нулевi, є елементарним i приводить
нас до виписаного в текстi результату.
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Тут кутовими дужками позначаємо усереднення за хвильовою функцiєю
основного стану ψ0. Крiм того, при одержаннi цього виразу ми неодноразо-
во використовували “трюк” з iнтеґруванням частинами. Для iлюстрацiї цього
наведемо перетворення одного з чотирьох вихiдних доданкiв, якi виникають
при розписуваннi правої частини ω2:

〈
ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(qp̂j)

m

〉

= − i~
m

∫
dR1 . . .

∫
dRN ψ0 ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(q∇jψ0)

= − i~

2m

∫
dR1 . . .

∫
dRNρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(q∇jψ
2
0)

= (iнтеґруємо частинами за координатами j-ої частинки)

=
i~

2m

∫
dR1 . . .

∫
dRN ψ2

0

N∑

j=1

(q∇j)ρq
eiqRj

√
N

.

Розписуючи дiю оператора ∇j , знаходимо таке спiввiдношення:

〈
ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(qp̂j)

m

〉
=

~q2

2m
(1− 〈ρqρ−q〉) .

Аналогiчно знаходимо праву частину i другого виразу для ω2 з основного
тексту цього параграфа:

ω2 =
~2

m2

〈 ∣∣∣∣∣
N∑

j=1

eiqRj

√
N

(q∇j lnψ0)

∣∣∣∣∣

2 〉
+

~2q4

2m2
−
(
~q2

2m

)2 〈
ρqρ−q

〉
.

Прирiвнюючи обидва знайденi вирази для ω2, остаточно знаходимо таке рiв-
няння:

~2

m2

〈
ρq

N∑

j=1

eiqRj

√
N

(q∇j lnψ0)
2
〉
− ~2

m2

〈 ∣∣∣∣∣
N∑

j=1

eiqRj

√
N

(q∇j lnψ0)

∣∣∣∣∣

2 〉

+
~2q4

2m2
(〈ρqρ−q〉 − 1) +

N

V

q2νq
m

〈ρqρ−q〉
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− 1√
N

∑

k6=0

N

V

(kq)νk
m

〈ρqρkρ−k−q〉 = 0.

Це рiвняння дає змогу знайти хвильову функцiю ψ0. Виберемо її так:

ψ0 = Ce−
1
4

∑
k
λkρkρ

−k ,

де λk — невiдома функцiя, яку потрiбно знайти з нашого рiвняння, C — стала
нормування. Якщо цю функцiю ψ0 пiдставити в рiвняння i залишити лише
доданки без пiдсумовування за хвильовим вектором k, то легко знаходимо:

−λ2
q + 2

(
1− 1

〈ρqρ−q〉

)
+

2N

V
νq

/
~2q2

2m
= 0.

Щоб замкнути це рiвняння, нам потрiбно знайти вираз для структурного фа-
ктора основного стану Sq = 〈ρqρ−q〉 через λq. Для цього використаємо вираз,
яким ми вище iлюстрували “трюк” з iнтеґруванням частинами. Пiдставляю-
чи в його лiву частину явний вигляд хвильової функцiї ψ0, знаходимо таке
спiввiдношення:

Sq(1 + λq) = 1 +
1√
N

∑

k6=0

k+q6=0

(kq)

q2
λk〈ρqρkρ−k−q〉.

Ми отримали рiвняння, яке формально збiгається з рiвнянням iз попередньо-
го прикладу для структурного фактора класичної рiдини, якщо пiд λk ро-
зумiти величину βNνk/V i хвильовий вектор пiдсумовування k замiнити на
(−k). Тому скористаємось розв’язком iз попереднього прикладу i знайдемо,
що

Sq =
1

1 + λq +Πq
,

Πq = − 1

2N

∑

k6=0

k+q6=0

λk

1 + λk

λ|k+q|
1 + λ|k+q|

.

Використаємо цей вираз у нашому рiвняннi для λq (без врахування вели-
чини Πq як такої, що мiстить зайве пiдсумовування за хвильовим вектором
k). У результатi маємо таке рiвняння на λq:

λ2
q + 2λq − 2N

V
νq

/
~2q2

2m
= 0.

Розв’язок цього рiвняння
λq = αq − 1,
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де

αq =

√√√√1 +
2N

V
νq

/
~2q2

2m
.

Перед коренем ми вибираємо знак “+”, оскiльки хвильова функцiя основного
стану для iдеального бозе-газу ψ0 = const = 1/

√
V N i отже, при νq = 0

величина λq повинна дорiвнювати нулевi.

Знайдений тут вираз для ψ0 збiгається з тим, який ми знайшли в §91
прямим розв’язуванням рiвняння Шрединґера. Однак тут ми знайшли i явний
вираз для структурного фактора в наближеннi “однiєї суми за хвильовим
вектором k”:

Sq =
1

αq +Πq
,

Πq = − 1

2N

∑

k6=0

k+q6=0

(
1− 1

αk

)(
1− 1

α|k+q|

)
.

Пiдрахуємо величину Πq→0 для зарядженого бозе-газу, коли νk = 4πe2/k2,
k 6= 0:

Πq→0 = − 1

2N

∑

k6=0

(
1− 1√

1 + (k0/k)4

)2

,

де k0 = (16πρme2/~2)1/4, ρ = N/V . Пiсля переходу вiд пiдсумовування за k

до iнтеґрування

Πq→0 = − k30
4π2ρ

∫ ∞

0

x2

(
1− x2

√
1 + x4

)2

dx.

Цей iнтеґрал зводиться до B-iнтеґралiв Ейлера, i остаточно маємо

Πq→0 = − k30
24π5/2ρ

[
Γ2

(
1

4

)
− 3

2
π
√
2π

]
.
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Приклад 3. Енерґетичний спектр квантової рiдини. Якщо припустити, що
динамiчний структурний фактор має лише один δ-подiбний пiк

S(q, ω) = Sqδ(ω −Eq/~),

де Eq — енерґiя елементарних збуджень, то його перший момент дає:

SqEq

~
=

~q2

2m
.

Тобто ми припускаємо, що iснують лише елементарнi збудження, пов’язанi з
флюктуацiями густини частинок системи. Звiдси знаходимо вираз для енер-
ґетичного спектра квантової рiдини, вiдомий як формула Фейнмана (1953 р.):

Eq =
~2q2

2mSq
.

Р. Фейнман знайшов це спiввiдношення за допомогою варiацiйного принципу,
беручи пробну хвильову функцiю нижнього збудженого стану квантової рi-
дини у виглядi добутку коефiцiєнта Фур’є флюктуацiй густини частинок ρ−q

на хвильову функцiю основного стану (див. також приклад 3 до §80).
Такий же результат отримаємо в припущеннi, що контур S(q, ω) має ло-

ренцiвський або ґауссiвський профiль. Наприклад, для лоренцiвського профi-
лю динамiчного структурного фактора, наведеного в основному текстi цього
параграфа, маємо:

∞∫

−∞

ω S(q, ω) dω =

∞∫

−∞

[(ω − Eq/~) + Eq/~]S(q, ω) dω

= Sq

∞∫

−∞

x
Γq/2π

x2 + (Γq/2)2
dx+

SqEq

~

∞∫

−∞

Γq/2π

x2 + (Γq/2)2
dx

=
SqEq

~
,

оскiльки перший iнтеґрал за x = ω − Eq/~ дорiвнює нулевi, а другий — оди-
ницi.

Уперше енерґетичний спектр рiдкого 4He (з явним виразом для Sq)
на прикладi моделi слабконеiдеального бозе–газу ще в 1947 роцi обчислив
М.М. Боголюбов4.

4М. М.Боголюбов (1909–1992) зробив видатний внесок у рiзнi дiлянки су-
часної математики, фiзики, механiки. Працював у Києвi, Чернiвцях, Москвi,
Дубнi, неодноразово бував у Львовi. У Києвi заснував Iнститут теоретичної
фiзики Академiї наук України, який названо тепер його iм’ям.
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Знайдений вираз для спектра Eq є точним при q → 0, тобто в дiлянцi
звукових коливань:

Eq = c~q, Sq =
~q

2mc
,

c — швидкiсть звуку. З високою точнiстю цi спiввiдношення перевiрено на
рiдкому 4He в нейтронних дифракцiйних експериментах.

У дiлянцi бiльших значень хвильового вектора формула Фейнмана дає
для 4He лише якiснi результати. Зокрема енерґiя Eq має характерний ро-
тонний мiнiмум (але завищений удвiчi), спричинений iснуванням максимуму
структурного фактора, який свiдчить про наявнiсть ближнього порядку в
рiдинi.



ПIСЛЯМОВА

На цьому завершуємо виклад квантової механiки. Багато цiка-
вих проблем залишилось нерозглянутими, деяких питань ми ли-
ше торкнулись у надiї зацiкавити Читача; є питання, якi сьогоднi
можливо розглянути лише в спецiальних курсах. Однак Читач,
який засвоїв цей матерiал, терпеливо i мужньо пройшовши його
вiд початку до кiнця, здобуде достатньо глибоке розумiння кван-
товомеханiчних законiв, за допомогою яких Природа керує всiм
тим, що ми спостерiгаємо навколо себе.

Автор мав спокусу (якої не позбувся й тепер) завершити книж-
ку спецiальним обговоренням фiлософських проблем основ кван-
тової механiки, виклавши свої погляди, хоча достатньою мiрою
вони представленi в рiзних мiсцях цього пiдручника. Таке обгово-
рення, мабуть, найкраще проводити як дискусiї, у результатi яких
можна дiйти до тоншого розумiння того, чому саме так улаштова-
ний Наш Свiт. Зазначимо, що автор далекий вiд тiєї думки, нiби
вичерпно пiзнавати навколишнiй свiт можна лише послiдовним
нарощуванням логiчних зв’язкiв у виглядi тверджень та рiвнянь.
Є iншi пiдходи, якi не потребують мови рiвнянь, а використову-
ють, наприклад, засоби мистецтва. Цi рiзнi шляхи взаємодопов-
нювальнi. Саме тому ми намагались проводити порiвняння рiзних
явищ, що описуються квантовомеханiчними законами та закона-
ми класичної фiзики, наводили аналогiї з iсторiї, музики, мисте-
цтва. . . Тут ми стикаємось iз вiдомою проблемою двох культур,
iз взаємодiєю образного та логiчного мислення.

. . .Можливо, Природа “пiдсовує” нам лише те, що ми хочемо
побачити. Можливо, справжнє розумiння вона вiддаляє на межу
можливостей нашого розуму, де воно лише мерехтить. Але ва-
жливим є те, що просте слово “цiкаво” керує нами в нестримному
прагненнi пiзнати всю її Красу.
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