ББК 22.31 В14 УДК 530.145

ÂÀÊÀÐŒÓÊ I. Î.

В14 Âñòóï äî ïðîáëåìè áàãàòüîõ òië: Посiбник. - Львiв: Львiвський нацiональний унiверситет iм. I. Франка, 1999.- 220 с.: 12 iл.

ISBN 966-613-017-3 Посiбник присвячений викладу в термiнах сучасної фiзики конденсованих середовищ основ термодинамiки та статистичної механiки систем взаємодiючих частинок у газовiй та рiдкiй фазах. Вiн охоплює класичнi i квантовi системи, ефекти, пов’язанi з нелiнiйними флюктуацiями, взаємозв’язок мiж потенцiалами мiжчастинкових взаємодiй та структурними характеристиками невпорядкованих систем. Особливiстю посiбника є те, що виклад матерiалу проводиться на високому рiвнi строгостi, виходячи з перших принципiв, i в той же час для його розумiння достатньо знань в обсязi загального курсу фiзики. Це робить його цiнним для вивчення основ статистичної теорiї конденсованих середовищ тими, хто ще неознайомлений зi спецiальними роздiлами статистичної фiзики та квантової механiки.

Для студентiв, аспiрантiв та молодих учених.

Ðåöåíçåíòè: д-р фiз.-мат. наук, проф., член-кор. НАН України I. Â. Ñòàñþê (Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, м. Львiв, Львiвський нацiональний унiверситет iм. Iвана Франка);

д-р фiз.-мат. наук, проф., член-кор. НАН України À. Ã. Çàãîðîäíié (Iнститут теоретичної фiзики НАН України iм. М. М. Боголюбова, м. Київ, Нацiональний унiверситет “Києво–Могилянська академiя", Київський нацiональний унiверситет iм. Т. Шевченка)

Ìîâíèé ðåäàêòîð SS. Ïðèõîäà

Друкується за ухвалою Вченої Ради Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка

VAKARCHUK I. O.

Introduction into the Many-Body Problem: A Manual. - Lviv: Lviv University Press, 1999. 220 p.: 12 fig.

ISBN 966-613-017-3 This manual is concerned with the delineation of the fundamentals of thermodynamics and statistical mechanics of the interacting particles systems in the gas and liquid phases in terms of the present-day physics of condensed media. It also covers classical and quantum systems as well as the effects related to the non-linear fluctuations and a connection between the inter-particle potentials and structural characteristics of the disordered systems. The peculiarity of the book lies in the material being presented at a high level of rigorousness proceeding from the first principles, the knowledge of the general course of physics being just sufficient for its comprehension. This makes it invaluable for the study of essentials of the statistical theory of condensed media by those who are not yet well-versed in specific sections of statistical physics and quantum mechanics.

The manual is meant for students, postgraduates and young scientists.

ISBN 966-613-017-3 © I. О. Вакарчук, 1999

Çìiñò

Передмова 6

Роздiл I. Âñòóï 8 § 1. Основнi поняття . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 § 2. Флюктуацiї густини частинок . . . . . . . . . . . . . 14 § 3. Потенцiальна енергiя системи багатьох частинок . . 18 § 4. Кiнетична енергiя багаточастинкової системи . . . . 25

Роздiл II. Êëàñèœíi ñèñòåìè 29 § 5. Рiвняння руху для коефiцiєнтiв Фур’є флюктуацiї густини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 § 6. Гармонiчне наближення . . . . . . . . . . . . . . . . 33 § 7. Структурний фактор . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 § 8. Середня потенцiальна енергiя i термодинамiчнi функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 § 9. Плазма . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 § 10. Модель з фазовим переходом . . . . . . . . . . . . . 47 § 11. Парна функцiя розподiлу . . . . . . . . . . . . . . . . 56 § 12. Парна функцiя розподiлу плазми . . . . . . . . . . . 60 § 13. Парна функцiя для моделi з фазовим переходом . . 61

Роздiл III. Êâàíòîâi ñèñòåìè 65 § 14. Квантовi рiвняння руху для флюктуацiй густини . . 65 § 15. Розв’язок квантового рiвняння руху для

флюктуацiй густини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 § 16. Енергетичний спектр рiдкого гелiю^4He . . . . . . . 72 § 17. Структурний фактор квантової рiдини . . . . . . . . 77 § 18. Теорема про диференцiювання середнiх значень за параметром . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 § 19. Теорема про вiрiал . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

§ 20. Вiльна енергiя квантової рiдини . . . . . . . . . . . . 92 § 21. Середня кiнетична енергiя i розподiл частинок за iмпульсами у квантовiй рiдинi . . . . . . . . . . . . . 99 § 22. Заряджений бозе-газ при T = 0 K . . . . . . . . . . . 105 § 23. Бозе-конденсат у зарядженому бозе-газi . . . . . . . 115 § 24. Одновимiрний бозе-газ . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 § 25. Бозе-газ з твердих сфер . . . . . . . . . . . . . . . . 129 § 26. Квантовий електронний газ . . . . . . . . . . . . . . 134 § 27. Вiльна енергiя квантової рiдини. Самоузгоджений пiдхiд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

Роздiл IV. Íåëiíiéíi ôëþêòóàöiĺ 148 § 28. Вищi наближення у теорiї класичних рiдин . . . . . 148 § 29. Парна функцiя розподiлу з урахуванням вищих поправок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 § 30. Парна функцiя розподiлу електронного газу . . . . 158 § 31. Структурний фактор класичного електронного газу з урахуванням вищих поправок . . . . . . . . . 163 § 32. Енергiя класичного електронного газу. Вищi

наближення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 § 33. Вплив нелiнiйних флюктуацiй на термодинамiчну нестiйкiсть . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 § 34. Нелiнiйнi флюктуацiї у квантових рiдинах . . . . . . 176 § 35. Енергiя квантових модельних систем. Вищi

наближення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

Роздiл V. Ïîòåíöiàëè ìiæœàñòèíêîâèõ âçàźìîäié

i ñòðóêòóðà ðiäèí 193 § 36. Екранування зарядiв. Дiелектрична функцiя . . . . 193 § 37. Екранованi потенцiали . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 § 38. Вiдтворення потенцiальної енергiї за експериментально вимiряним структурним фактором . . . . . . 200 § 39. Короткосяжнi та далекосяжнi мiжчастинковi взаємодiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

Пiслямова 216 Список рекомендованої лiтератури 218 Особовий покажчик 220

На фiзиковi-теоретику лежить вiдповiдальнiсть за чистоту логiчних шляхiв побудови теорiї у боротьбi з процвiтаючим феноменологiчним пiдходом, з лихоманковим жонґлюванням фiзичними поняттями, з висушливою тавтологiєю беззмiстовних формалiзмiв, з галюцинацiями, що породжуються нереалiстичними гiпотезами.

Дж. Займан, 1979.

Ïåðåäìîâà

Увазi Читача пропонуємо курс, який автор читає в осiнньому семестрi студентам III курсу фiзичного факультету Львiвського унiверситету, що спецiалiзуються на кафедрi теоретичної фiзики.

Фактично цей курс є вступом до спецiалiзацiї з теорiї систем багатьох взаємодiючих частинок. Його можна розглядати як перше знайомство з методами статистичної механiки. Складнiсть полягає в тому, що студенти щойно закiнчили II курс i ще не слухали лекцiй нi зi статистичної фiзики та термодинамiки, нi з квантової механiки. З уваги на це виклад матерiалу проводимо так, щоб його могли розумiти студенти, якi мають знання в обсязi загального курсу механiки, молекулярної фiзики та найпростiшi вiдомостi з атомної та квантової механiки. Це також позначилось i на списку рекомендованої лiтератури. Ориґiнальнi статтi та монографiї вимагають знання статистичної та квантової механiки, тому не обтяжуючи цей список, ми вiдiбрали лише класичнi роботи i тi, якi безпосередньо стосуються теми нашої книжки. Подаємо також статтi з експериментальними вимiрюваннями, з яких взято iлюстративний матерiал та числовi данi для комп’ютерних розрахункiв. Разом з тим автор намагався строго з перших принципiв отримати низку важливих i далеко нетривiальних результатiв класичної i квантової теорiй багаточастинкових систем, якi не наводяться в рамках унiверситетської програми курсу теоретичної фiзики, а деякi з них отриманi тут вперше. При цьому демонструємо деякi математичнi “хитрощi"та “трюки"з арсеналу, яким повинен володiти кожен фiзик-теоретик i якi стають у пригодi пiд час розв’язування рiзних задач.

Деякi виноски та вставки наведенi в книжцi можливо й не мають, на перший погляд, прямого стосунку до проблем, що вивчаються, але допоможуть Читачевi легше перейти густий частокiл формул.

Маю приємний обов’язок висловити подяку Т. Кулiєвi, А. Ровенчаковi, якi прочитали рукопис цiєї книжки i зробили кориснi зауваження, В. Мигалевi, О. Кнiгiнiцькому, В. Ткачуковi за обговорення та допомогу у пiдготовцi книжки до друку, а О. Кiктєвiй за комп’ютерний набiр.

Книжка розрахована на студентiв, якi приступають до вивчення теорiї систем багатьох тiл, вона також буде корисна i аспiрантам та молодим ученим.

Iван Вакарчук Львiв, червень, 1999.

Г Л А В А I

ÂÑÒÓÏ

§ 1. Îñíîâíi ïîíßòòß

Статистична механiка пояснює властивостi фiзичних систем, що складаються з багатьох частинок. Вона дає змогу установити зв’язок мiж фiзичними законами мiкро- та макросвiту за допомогою такого поняття як iмовiрнiсть реалiзацiї кожного iз станiв, в якому може знаходитись багаточастинкова система та розрахунку середнiх значень фiзичних величин. Саме цi середнi значення, як макроскопiчнi величини й спостерiгаються в дослiдах.

Ми будемо вивчати фiзичнi властивостi макроскопiчних систем, виходячи з першопринципних рiвнянь руху для сукупностi частинок: у класичному випадку — це рiвняння Ньютона, а у квантовому — рiвняння Гайзенберґа для оператора iмпульсу.

Почнемо наш розгляд з деяких означень, нагадування вiдомостей з теоретичної механiки i молекулярної фiзики та домовленостей щодо позначень. Отже, розглянемо систему N однакових частинок, маси m, що рухаються в D-вимiрному просторi обмеженому об’ємом величини V . Нас будуть цiкавити властивостi системи як такої, а не тi, що зумовленi наявнiстю поверхнi, яка обмежує область, де розташованi частинки. Тому нехай область, в якiй рухаються частинки, має форму D-вимiрного куба з ребром L, V = L^D. В остаточних розрахунках розводимо межi областi на безмежнiсть, одночасно збiльшуємо i кiлькiсть частинок так, щоб зберегти постiйною їх середню густину ρ = N/V , а саме:

V → ∞, N → ∞, ρ = N/V = const.

Ця операцiя вiдома як термодинамiчний граничний перехiд.

Положення частинки з номером j у вибранiй декартовiй системi координат визначає радiус-вектор r_j з компонентами

(x^1, x^2, . . . , x^D). Сукупнiсть координат r_1, . . . , r_N визначає просторову конфiґурацiю частинок у деякий момент часу t. Нехай P_N = P_N (r_1, . . . , r_N ) функцiя, яка визначає густину iмовiрностi реалiзацiї такої конфiґурацiї. Причому сума iмовiрностей реалiзацiї будь-якої з можливих конфiґурацiй дорiвнює одиницi: ∫ . . . ∫ P_N (r_1, . . . , r_N )dr_1, . . . , dr_N = 1.

Цю рiвнiсть називають умовою нормування для функцiї P_N . Тут iнтеґрування за координатами частинок вiдбувається по усьому об’єму V : ∫ dr_j ≡

∫_{L/2}

−L/2

dx^1_j

∫_{L/2}

−L/2

dx^2_j . . .

∫_{L/2}

−L/2

dx^D_j .

Фiзичнi властивостi замкненої консервативної системи частинок очевидно не залежать вiд того, в якiй точцi простору вибрати початок координат. Отже, якщо перенести початок координат на деякий довiльний сталий вектор a, то функцiя розподiлу P_N повинна задовольняти умову:

P_N (r_1 + a, r_2 + a, . . . , r_N + a) = P_N (r_1, . . . , r_N ).

У системi невзаємодiючих частинок, або як кажуть, в iдеальнiй системi, положення будь-якої з них є рiвноймовiрними — видiлених точок простору не iснує. Тому для iдеальних частинок

P_N (r_1, . . . , r_N ) = const.

А з умови нормування маємо

const ∫ . . . ∫ dr_1, . . . , dr_N = 1 або constV^N = 1.

Отже, для невзаємодiючих частинок

P_N (r_1, . . . , r_N ) = 1 V^N .

Повна енергiя E системи однакових частинок, що описується законами класичної механiки, складається з суми їх кiнетичної та потенцiальної енергiй: E = K + Φ.

Кiнетична енергiя K = N∑ j=1 p^2_j 2m , де iмпульс j-ої частинки p_j = mv_j, а швидкiсть v_j = ṙ_j. Крапкою над величиною позначаємо похiдну за часом (це позначення ввiв ще Ньютон). Потенцiальна енергiя залежить вiд просторової конфiґурацiї частинок:

Φ = Φ(r_1, . . . , r_N ).

Функцiя Гамiльтона, тобто енергiя E, що записана через координати та канонiчно спряженi до них iмпульси

H = N∑ j=1 p^2_j 2m + Φ(r_1, . . . , r_N ).

Як вiдомо з молекулярної фiзики, швидкостi частинок системи, що знаходиться при сталiй температурi T , розподiленi за законом Максвелла:

w(v_j ) = Ce^{−mv2j /2T} ,

причому температуру беремо в енергетичних одиницях, тобто пiд T ми розумiємо k_B T , де k_B — стала Больцмана, а T — вимiрюємо в градусах Кельвiна. Сталу C знаходимо з умови нормування ∫ w(v_j )dv_j = 1,

або_∞ ∫ −∞ dv^1_j ∞∫ −∞ dv^2_j . . . ∞∫ −∞ dv^D_j Ce^{−mv2j /2T} = 1, де компоненти швидкостi v^1_j , . . . , v^D_j змiнюються на всiй дiйснiй осi. Оскiльки v^2_j = (v^1_j )^2 + . . . + (v^D_j )^2,

а iнтеґрал_∞ ∫ −∞ e^{−ax2} dx = √ π a , то з умови нормування маємо

C [√ 2πT m ]_D = 1.

Отже, розподiл Максвелла

w(v_j ) = ( m 2πT )_{D/2}

e^{−mv2j /2T} .

Розподiл за швидкостями для сукупностi N частинок визначаємо як добуток:

w(v_1, . . . , v_N ) = N∏ j=1 w(v_j ), або w(v_1, . . . , v_N ) = ( m 2πT )_{ND/2} e^−

∑_N j=1 mv^2_j /2T .

Введемо поняття середнього значення фiзичної величини, яке будемо позначати ламаними дужками ⟨. . .⟩, або рискою над виразом (. . .). Наприклад, середнє значення швидкостi

⟨v_j ⟩ = ∫ w(v_j )v_j dv_j = 0

— iнтеґрал вiд непарної функцiї у симетричних межах дорiвнює нулевi. А середнє значення квадрата швидкостi

⟨v^2_j ⟩ = ⟨(v^1_j )^2⟩ + ⟨(v^2_j )^2⟩ + . . . + ⟨(v^D_j )^2⟩

= D⟨(v^1_j )^2⟩ = D ∞∫ −∞ ( m 2πT )_{1/2} (v^1_j )^2e^{−m(v1j )2/2T} dv^1_j

= D ( m 2πT )_{1/2} ( − d da )^∞∫ −∞ e^{−a(v1j )2} dv^1_j

= D ( m 2πT )_{1/2} ( − d da ) √ π a , тут введено тимчасове промiжне позначення a = m/2T . Отже,

⟨v^2_j ⟩ = D T m . Тепер ми можемо знайти середнє значення повної кiнетичної енергiї системи:

⟨K⟩ = ⟨ N∑ j=1 mv^2_j 2 ⟩ = N∑ j=1 m 2 ⟨v^2_j ⟩

= N∑ j=1 m 2 D T m = ND 2 T.

Для тривимiрної системи D = 3 середня кiнетична енергiя в розрахунку на одну частинку

⟨K⟩/N = 3 2 T — добре вiдомий результат.

Середнє значення потенцiальної енергiї визначаємо за допомогою функцiї розподiлу P_N :

⟨Φ⟩ = ∫ . . . ∫ P_N (r_1, . . . , r_N )Φ(r_1, . . . , r_N )dr_1, . . . , dr_N .

Внутрiшня енергiя E системи класичних частинок (тобто тих, що пiдкоряються законам класичної механiки) є сумою середнiх значень кiнетичної та потенцiальної енергiй: E = ⟨K⟩ + ⟨Φ⟩, або E = N D 2 T + ⟨Φ⟩.

Саме ця величина входить до першого закону термодинамiки: dE = T dS − P dV, тут S — ентропiя, P — тиск.

Вiльною енергiєю системи називають величину^1 F = E − T S, dF = −SdT − P dV.

Звiдси визначаємо ентропiю

S = − ( ∂F ∂T ) V . Тепер E = F − T ( ∂F ∂T ) V i ми отримуємо важливе спiввiдношення: E = ∂ ∂β (βF ),

де обернена температура β = 1/T . Знаючи величини E та F можна знайти рiвняння стану P = − (∂F/∂V )_T , теплоємнiсть C_V = (∂E/∂T )_V та iншi термодинамiчнi функцiї макроскопiчної системи.

1Її називають також вiльною енергiєю Гельмгольца.

Фiзичнi властивостi системи багатьох частинок можна вивчати за допомогою розв’язку системи рiвнянь руху Ньютона:

mr̈_j = −∇_jΦ, j = 1, 2, . . . , N.

Кiлькiсть рiвнянь цiєї системи дорiвнює DN. За допомогою комп’ютерiв достатньої потужностi можна розв’язати таку систему рiвнянь для фiзичних систем, число частинок яких N дорiвнює вiд кiлькох десяткiв до тисячi. Звичайно покладають N = 2^M , де M = 5 ÷ 10. Для такого значення числа N вже добре спостерiгають статистичнi закономiрностi. Знаючи координати та швидкостi частинок у будь-який момент часу t, можна розраховувати термодинамiчнi функцiї макроскопiчної рiвноважної системи з достатньою точнiстю, причому температуру визначають через середнє значення квадрата швидкостi частинки: T = m⟨v^2_j ⟩/D. Такий прямий пiдхiд має назву методу молекулярної динамiки (MD-метод).

Iнший пiдхiд, вiдомий як метод Монте-Карло (MC-метод), ґрунтується на моделюваннi функцiї розподiлу P_N .

Обидва цi пiдходи мають важливе значення в теоретичнiй фiзицi. Хоча цi методи й мають деякi обмеження щодо застосування, їх розглядають як комп’ютернi експерименти, з результатами яких порiвнюють аналiтичнi розрахунки багатьох задач, а також проводять апробацiю рiзних наближених пiдходiв, якi розвивають в теорiї багаточастинкових систем.

В основу наших дослiджень властивостей макроскопiчних систем ми покладемо вивчення їх за допомогою мiкроскопiчних рiвнянь руху для флюктуацiй густини частинок.

§ 2. Ôëþêòóàöiĺ ãóñòèíè œàñòèíîê

Центральну роль в усьому нашому подальшому викладi вiдiграватиме поняття локальної густини частинок та її флюктуацiї. У зв’язку з цим уведемо до розгляду густину частинок n(r) у точцi r за допомогою δ-функцiї Дiрака:

n(r) = N∑ j=1 δ(r − r_j).

Ця величина нормована так, що iнтеґрал вiд неї по усьому об’єму V дає повне число частинок: ∫ n(r)dr = N∑ j=1 ∫ δ(r − r_j)dr = N∑ j=1 1 = N,

середнє значення густини

⟨n(r)⟩ = 1 V ∫ n(r)dr = N V = ρ.

Уведемо тепер флюктуацiю густини частинок, тобто вiдхилення n(r) вiд середнього значення: Δn(r) = n(r) − ⟨n(r)⟩.

Розкладемо її як функцiю r у ряд Фур’є:

Δn(r) = 1 V ∑ k Δn_ke^{ikr},

Δn_k = ∫ Δn(r)e^{−ikr}dr.

Тут хвильовий вектор k = (2πn_1/L, 2πn_2/L, . . . , 2πn_D/L) , де n_1, n_2, . . . , n_D = 0, ±1, ±2, . . . . Пiдсумовування за хвильовим вектором k означає таке: ∑ k ≡ ∞∑ n_1=−∞

. . . ∞∑ n_D=−∞ . При термодинамiчному граничному переходi, коли V → ∞, суми замiнюємо iнтеґралами згiдно з формулою Ейлера-Маклорена (Див. Фихтенгольц Г. М. Курс диференциального и интегрального исчисления. Т. II. М.: Наука, 1970. С. 540–544): ∞∑ n=0 f(n) = ∞∫ 0 f(x)dx − 1 2 [f(∞) − f(0)] +

B_1 2! [f^′ (∞) − f^′ (0)]

− B_2 4! [f^{′′′} (∞) − f^{′′′} (0)] + . . . ,

B_k — k-те число Бернуллi (B_1 = 1/6, B_2 = 1/30, . . .). Цей ряд, взагалi кажучи, є асимптотичним. У нашому випадку ∑ k = ∞∫ −∞ dn_1 . . . ∞∫ −∞ dn_D = L 2π ∞∫ −∞ dk^1 . . . L 2π ∞∫ −∞ dk^D = V (2π)^D ∫ dk,

де k^1 = 2πn_1/L, . . . , k^D = 2πn_D/L — компоненти хвильового вектора. Крiм того, ми залишаємо лише перший ведучий доданок при V → ∞: наступний доданок i доданки з числами Бернуллi мають, у порiвняннi з першим, порядок 1/V i дають зникаюче малий внесок.

Обчислимо коефiцiєнт Фур’є флюктуацiї густини:

Δn_k = ∫ e^{−ikr} { n(r) − N V } dr

= ∫ e^{−ikr} N∑ j=1 δ(r − r_j) − N V dr

= N∑ j=1 ∫ e^{−ikr}δ(r − r_j)dr − N V ∫ e^{−ikr}dr

= N∑ j=1 e^{−ikrj} − N V V δ_{k,0}, де δ_{k,0} = 1 V ∫ e^{−ikr}dr =

0, k ≠ 0, 1, k = 0.

— символ Кронекера. Це легко показати. Справдi, для одного вимiру (наприклад, уздовж x) цей iнтеґрал дорiвнює 1 L L/2∫

−L/2

e^{ik1x}dx = 1 L L/2∫

−L/2

e^{i2πn1x/L}dx

= e^{iπn1} − e^{−iπn1} 2iπn_1 = 0, n_1 ≠ 0,

1, n_1 = 0.

Отже,

Δn_k = N∑ j=1 e^{−ikrj} − Nδ_{k,0}, або

Δn_k =

0, k = 0, N∑ j=1 e^{−ikrj} , k ≠ 0.

Надалi ми завжди будемо видiляти члени з k = 0 i розглядати їх окремо. А тепер нехай k ≠ 0 i означимо нову величину ρ_k таким спiввiдношенням: Δn_k = √ Nρ_k

i отже,

ρ_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} , k ≠ 0.

Саме ця величина, яка є спецiально нормованим коефiцiєнтом Фур’є флюктуацiї густини частинок системи, й буде вiдiгравати головну роль в наших дослiдженнях. Вона симетричним чином залежить вiд координат усiх частинок i її можна розглядати як змiнну, що описує систему в цiлому. Тому величину ρ_k називають колективною змiнною. Спосiб опису системи, коли замiсть iндивiдуальних змiнних r_1, . . . , r_N вибрати величину ρ_k, називають методом колективних змiнних. У зв’язку з цим потрiбно зробити декiлька зауважень. По-перше, величина ρ_k є комплексною. Отже, змiнними є дiйсна i уявна її частини. По-друге, не всi вони є незалежними, оскiльки має силу спiввiдношення ρ^∗_k = ρ_{−k}. Нарештi, перехiд вiд iндивiдуальних змiнних r_1, . . . , r_N до колективних змiнних ρ_k не є таким простим, оскiльки кiлькiсть iндивiдуальних змiнних дорiвнює ND, а кiлькiсть величин ρ_k є безмежною, тому що кiлькiсть можливих значень компонент хвильового вектора k є безмежною. Отже, серед змiнних ρ_k є зайвi. Тому опис систем за допомогою величин ρ_k iнколи називають “методом зайвих змiнних". У квантовiй механiцi виникає ще одна труднiсть зумовлена тим, що хвильовi функцiї багатофермiонних систем є антисиметричними вiдносно перестановки координат частинок r_1, . . . , r_N . Отже, їх неможливо зобразити через змiннi ρ_k. Це можливо зробити лише для багатобозонних систем, хвильовi функцiї яких є симетричними вiдносно перестановки координат частинки. Метод колективних змiнних був розвинутий ще у 1950-х роках [1–4]^2.

Ми уникнемо цих проблем тим, що не будемо розглядати величини ρ_k в якостi незалежних змiнних. Нас вони цiкавитимуть як фiзичнi величини — флюктуацiї густини частинок. Ми працюватимемо з iндивiдуальними координатами частинок як з незалежними змiнними, а у квантовому випадку обмежимось, за деякими винятками, вивченням систем, що складаються з бозе-частинок.

§ 3. Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiß ñèñòåìè áàãàòüîõ œàñòèíîê

Для того, щоб продемонструвати ефективнiсть вивчення фiзичних властивостей за допомогою величини ρ_k розглянемо потенцiальну енергiю багаточастинкової системи Φ = Φ(r_1, . . . , r_N ). Припустимо, що вона складається iз суми попарних взаємодiй мiж частинками: Φ = ∑ 1≤i<j≤N

Φ(|r_i − r_j|) = 1 2 N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j)

Φ(|r_i − r_j |).

Ми, крiм того, припускаємо, що функцiя Φ(r) залежить лише вiд вiдстанi мiж двома частинками, тобто, що вона залежить вiд мо-

2Лiтература з теорiї колективних змiнних є надзвичайно численною. В жодному разi не ставлячи собi за мету охопити її всю (мета нашої книжки є iншою), ми наводимо тут лише тi декiлька праць, в яких закладено основи цього методу дослiдження класичних i квантових систем багатьох частинок.

Великий внесок у розвиток теорiї колективних змiнних та їх застосування до рiзних фiзичних проблем зробив вiдомий український фiзик I. Р. Юхновський, який працював у цей час на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського унiверситету i очолював її у 1958–1970 роках

дуля вектора r = r_i − r_j i отже:

Φ(|r_i − r_j|) = Φ(r), r = |r|.

Функцiя Φ(r) є потенцiальною енергiєю взаємодiї мiж двома частинками, часто її називають просто потенцiалом взаємодiї або просто потенцiалом (хоча потенцiал має iншу розмiрнiсть, нiж енергiя). Ми також будемо дотримуватись цих може не зовсiм точних назв, але вони увiйшли у фiзичний фольклор i не викликають непорозумiнь.

Мiж нейтральними атомами потенцiал на великих вiдстанях має характер притягання ∼ 1/r^6. Це так зване ван-дер-ваальсiвське притягання, механiзм якого дає лише квантова механiка як взаємодiю мiж вiртуальними електричними дипольними моментами атомiв. Ван-дер-ваальсiвський хвiст потенцiалу Φ(r) є причиною того, що атоми рiдини знаходяться у зв’язаному станi з деякою рiвноважною густиною ρ. Мiж iншим, явище склеювання спричинюють також сили Ван-дер-Ваальса.

На малих вiдстанях потенцiал iнтенсивно зростає внаслiдок перекривання атомних оболонок. Це перекривання дає складний характер залежностi потенцiалу вiд вiдстанi r, яке часто моделюють експоненцiальною залежнiстю ∼ exp(−r/a), де a — “дiаметр"атома величиною в декiлька анґстрем. Такий характер вiдштовхування вiдбиває залежнiсть вiд вiдстаней хвильових функцiй, що описують радiальний розподiл електронiв в атомах. Таку вiдштовхувальну частину потенцiалу називають потенцiалом Борна-Майєра.

Часто вiдштовхувальну частину потенцiалу моделюють залежнiстю ∼ 1/r^n з великим степенем n, яка нiзвiдки не випливає. Найчастiше приймають n = 12, i додаючи до такого потенцiалу вiдштовхування ще ван-дер-ваальсiвське притягання, отримуємо знаменитий потенцiал Леннарда-Джонса

Φ(r) = 4ε [( a r )_{12} − ( a r )_6] , з глибиною потенцiальної ями ε, у точцi r = a2^{1/6}. Цей потенцiал давно i з успiхом експлуатують у рiзноманiтних задачах теорiї багаточастинкових систем. Iнодi результати розрахункiв спостережуваних величин подають з багатьма значущими цифрами i складається враження, що автори цих дослiджень фетишизують потенцiал Леннарда-Джонса i вже забувають, що вiн є лише грубою моделлю прямої взаємодiї двох нейтральних атомiв. Для прикладу на рис. 1 зображено потенцiал взаємодiї мiж атомами гелiю.

Рис. 1. Енергiя взаємодiї мiж атомами He: потенцiал Леннарда-Джонса з

параметрами ε = −10.22 K, a = 2.556 Å.

Розкладемо функцiю Φ(r) у ряд Фур’є:

Φ(r) = 1 V ∑ k ν_ke^{ikr},

де коефiцiєнт Фур’є енергiї парної взаємодiї мiж частинками

ν_k = ∫ e^{−ikr}Φ(r)dr.

Перейдемо в цьому виразi до сферичних координат: ∫ dr = ∞∫ 0 r^2dr 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θdθ,

iнтеґрування за r вiдбувається в безмежних межах, оскiльки, як ми домовлялись, об’єм V → ∞. Використаємо той факт, що Φ(r) залежить вiд модуля r i для коефiцiєнта Фур’є отримаємо:

ν_k = ∞∫ 0 r^2Φ(r)dr π∫ 0 e^{ikr cos θ} sin θdθ 2π∫ 0 dφ

= (йде замiна : x = cos θ)

= ∞∫ 0 r^2Φ(r)dr2π 1∫ −1 e^{ikrx}dx

= ∞∫ 0 drr^2Φ(r)2π e^{ikr} − e^{−ikr} ikr

= ∞∫ 0 drr^2Φ(r) 4π kr sin kr.

Остаточно

ν_k = 4π k ∞∫ 0 rΦ(r) sin kr dr.

Як бачимо, ν_k = ν_{|k|} = ν_k, k = |k|

i отже, коефiцiєнт Фур’є парної взаємодiї також залежить лише вiд модуля хвильового вектора k.

Пряме перетворення Фур’є при спрямовуваннi об’єму V до безмежностi у термодинамiчнiй границi дає

Φ(r) = 1 (2π)^3 ∫ ν_ke^{ikr}dk.

Оскiльки ν_k залежить вiд модуля k, то в цьому iнтеґралi зручно перейти до сферичних координат у просторi хвильового вектора k i виконати iнтеґрування за кутами, так як ми щойно зробили:

Φ(r) = 1 2π^2r ∞∫ 0 kν_k sin krdk.

Повернемось до повної потенцiальної енергiї

Φ = 1 2 N∑ i=1 N∑ j=1 i≠j 1 V ∑ k ν_ke^{ik(ri−rj )}

= 1 2V ∑ k ν_k N∑ i=1 N∑ j=1 e^{ik(ri−rj )} − N∑ j=1 1 .

Ми тут просто додали i вiдняли члени з i = j. Видiлимо тепер доданок з k = 0:

Φ = 1 2V ν_0 N∑ i=1 1 × N∑ j=1 1 − N∑ j=1 1

+ 1 2V ∑ k≠0

ν_k N∑ i=1 e^{ikri} × N∑ j=1 e^{−ikrj} − N

= 1 2V ν_0(N^2 − N) + 1 2V N ∑ k≠0

ν_k(ρ_kρ_{−k} − 1).

Тут ми скористались означенням величини ρ_k. Остаточно повна потенцiальна енергiя системи Φ = N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ k≠0 N 2V ν_k(ρ_kρ_{−k} − 1).

Оскiльки ρ^∗_k = ρ_{−k}, то ρ_kρ_{−k} = ρ_kρ^∗_k = |ρ_k|^2.

Тому Φ = N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ k≠0 N 2V ν_k(|ρ_k|^2 − 1).

Ми отримали важливий результат: потенцiальна енергiя багаточастинкової системи є квадратичною функцiєю коефiцiєнтiв Фур’є флюктуацiй локальної густини частинок. Тобто залежнiсть Φ вiд ρ_k є такою ж як i залежнiсть потенцiальної енергiї гармонiчного осцилятора вiд координати. Вже звiдси можна сподiватись, що коливання густини частинок, принаймнi в головному наближеннi, є гармонiчними. Це i є однiєю з переваг вивчення систем багатьох частинок за допомогою колективних координат. Оскiльки теорiя гармонiчного осцилятора, як класичного, так i квантового, добре розвинута, то необхiдно лише вдало переформулювати її результати на наш випадок (у цьому вся проблема!). Ангармонiзм цих коливань також можна врахувати, використовуючи наближенi методи з теорiї ангармонiчного осцилятора.

На завершення цього параграфа обчислимо коефiцiєнт Фур’є потенцiалу Юкави:

Φ(r) =

Ze^2 r e^{−κr}.

При κ = 0 отримаємо енергiю кулонiвської взаємодiї зарядiв q_1 = Ze та q_2 = e. Маємо:

ν_k = 4π k Ze^2 ∞∫ 0 e^{−κr} sin kr dr = 4π k Ze^2 Im ∞∫ 0 e^{−κr}e^{ikr}dr

= 4π k Ze^2 Im e^{−κr+ikr} ik − κ | | ∞ 0 = 4π k Ze^2 Im (−) ik − κ = 4π k Ze^2 Im κ + ik κ^2 + k^2 = 4π k Ze^2 k κ^2 + k^2 . Остаточно ν_k =

4πZe^2 κ^2 + k^2 . При κ = 0 знаходимо коефiцiєнт Фур’є для кулонiвського потенцiалу

ν_k =

4πZe^2 k^2 . Неважко переконатись, що таке значення коефiцiєнта Фур’є у прямому перетвореннi справдi дає кулонiвський потенцiал:

Φ(r) = 1 2π^2r ∞∫ 0 k 4πe^2 k^2 sin kr dk

= e^2 r 2 π ∞∫ 0 sin x x dx = e^2 r ,

x = kr, а iнтеґрал дорiвнює π/2.

Для потенцiалу Юкави пряме перетворення Фур’є дає:

Φ(r) = 1 2π^2r

∫_∞ 0 4πZe^2 k^2 + κ^2 k sin kr dk

= Ze^2 πr ∫_∞ −∞ k sin kr k^2 + κ^2 dk = −

Ze^2 πr d dr Re ∫_∞ −∞ e^{ikr} k^2 + κ^2 dk = (за теоремою про лишки) = − Ze^2 πr d dr Re { 2πi e^{ikr} 2k | | |_{k=iκ} } = Ze^2 r e^{−κr}.

§ 4. Êiíåòèœíà åíåðãiß áàãàòîœàñòèíêîâîĺ ñèñòåìè

Розглянемо тепер кiнетичну енергiю системи N однакових частинок K = N∑ j=1 mv^2_j 2 , v_j = ṙ_j ,

яку можна записати i через iмпульси частинок K = N∑ j=1 p^2_j 2m , p_j = mv_j = mṙ_j.

Привабливою є спроба записати кiнетичну енергiю через узагальненi швидкостi ρ̇_k, якi визначаємо з величин

ρ_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} ,

беручи похiдну за часом:

ρ̇_k = 1 √ N N∑ j=1 (−ikṙ_j )e^{−ikrj} .

Однак обернути цю рiвнiсть i записати швидкiсть v_j через ρ_k навiть у виглядi безмежного ряду є дуже не проста задача. Тому точно зобразити повну функцiю Гамiльтона.

H = K + Φ,

через величини ρ_k та ρ̇_k неможливо.

Однак спробуємо вказати один з можливих пiдходiв до цiєї задачi i знайдемо бодай наближено вираз кiнетичної енергiї через ρ̇_k.

Розглянемо величину ∑ k≠0

m_k 2 |ρ̇_k|^2 = ∑ k≠0

m_k 2 ρ̇_kρ̇_{−k}, яка має вигляд суми кiнетичних енергiй “частинок"з невiдомими масами m_k за усiма можливими значеннями хвильового вектора. Пiдставимо явний вираз величини ρ̇_k:

∑ k≠0

m_k 2 |ρ̇_k|^2 = ∑ k≠0

m_k 2 1 N N∑ j=1 N∑ l=1 (kv_j )(kv_l)e^{−ik(rj −rl)}

= ∑ k≠0

m_k 2 1 N N∑ j=1 (kv_j)^2 + N∑ j=1 N∑ l=1 (j≠l)

(kv_j )(kv_l)e^{−ik(rj −rl)} .

Ми окремо видiлили доданок з j = l. У першому доданку виникає можливiсть пiдсумувати за напрямками хвильового вектора k, оскiльки маса m_k залежить за нашим припущенням лише вiд модуля k. Для конкретностi розгляньмо тривимiрний випадок D = 3 i у термодинамiчнiй межi ∑ k m_k(kv_j )^2 =_{V →∞} V (2π)^3 ∫ dkm_k(kv_j)^2.

Перейдемо в iнтеґралi до сферичних координат (k, θ, φ), вибираючи вiсь z уздовж вектора v_j :

∑ k m_k(kv_j )^2 =_{V →∞} V (2π)^3 ∞∫ 0 k^2dk 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θ dθ m_kk^2v^2_j cos^2 θ

= (замiна x = cos θ) = V (2π)^3 ∞∫ 0 k^2dk 2π∫ 0 dφ m_kk^2v^2_j 1∫ −1 x^2dx

= V (2π)^3 ∞∫ 0 k^2dk 2π∫ 0 dφ m_kk^2v^2_j 2 3

= V (2π)^3 ∞∫ 0 k^2dk 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θdθ m_kk^2v^2_j 3

= V (2π)^3 ∫ dk m_kk^2 3 v^2_j .

Отже отримуємо, що ∑ k m_k(kv_j)^2 = ∑ k m_kk^2 3 v^2_j .

Тепер маємо ∑ k≠0

m_k 2 |ρ̇_k|^2 = 1 3N ∑ k≠0

m_kk^2 2 ∑ j=1 v^2_j

+ 1 2N ∑ k≠0 N∑ j=1 N∑ l=1 (j≠l)

m_k(kv_j )(kv_l)e^{−ik(rj −rl)}.

Зафiксуємо тепер масу m_k:

m_kk^2 = m, m_k = m/k^2.

Зважаючи на те, що кiлькiсть незалежних змiнних ρ̇_k при переходi

{. . . ρ_k . . . ; . . . ρ̇_k . . .} ↔ {. . . r_j . . . ; . . . ṙ_j . . .}

дорiвнює 3N (у нас D = 3), а отже, кiлькiсть “потрiбних"при такому переходi значень k дорiвнює 3N: ∑ k≠0

1 = 3N.

У результатi маємо ∑ k≠0

m_k 2 |ρ̇_k|^2 = N∑ j=1 mv^2_j 2

+ 1 2N ∑ k≠0 N∑ j=1 N∑ l=1 (j≠l) m (kv_j)(kv_l) k^2 e^{−ik(rj −rl)}.

Якщо припустити, що другий доданок дає малi внески у фiзичнi характеристики системи внаслiдок того, що вiн має, на вiдмiну вiд першого, вже двочастинковий характер, то наближено кiнетичну енергiю можна зобразити так: K = ∑ k≠0 m 2k^2

|ρ̇_k|^2.

Отже, повний гамiльтонiан системи багатьох частинок наближено можна зобразити як гамiльтонiан сукупностi гармонiчних осциляторiв.

Г Л А В А II

ÊËÀÑÈŒÍI ÑÈÑÒÅÌÈ

§ 5. Ðiâíßííß ðóõó äëß êîåôiöiźíòiâ Ôóð’ź ôëþêòóàöiĺ ãóñòèíè

Виходячи з iнтуїтивних мiркувань, ми очiкуємо, що у рiвноважному станi i поза критичними точками флюктуацiї густини частинок у рiдинi, є незначними. Або, як кажуть, флюктуацiї є нерозвиненими i можна сподiватись, що характер коливань густини частинок майже гармонiчний. Нелiнiйнiсть флюктуацiй лише “забарвлює"обертонами основнi гармонiки. Зрозумiло, що цi мiркування втрачають силу, якщо флюктуацiї є сильнорозвиненими, як наприклад, в околi критичної точки або при турбулентному русi рiдини. Нашi сподiвання пiдсилює також те, що потенцiальна енергiя багаточастинкової системи є квадратичною формою за величинами ρ_k, а кiнетична енергiя в деякому наближеннi також є квадратичною формою за узагальненими швидкостями ρ̇_k. Отже, рiдинi ми зiставляємо як її модель сукупнiсть майже лiнiйних осциляторiв. Частоти коливань густини та середнi квадратичнi флюктуацiї є спостережувальними величинами. Тому нашим завданням є розрахунок цих величин, виходячи вже не з “мiркувань на пальцях", а з першопринципних рiвнянь i з контрольованими наближеннями.

Наша мета — знайти рiвняння руху для величин ρ_k, використовуючи рiвняння Ньютона для j-тої частинки^1. Обчислимо першу похiдну за часом вiд ρ_k:

ρ̇_k = 1 √ N N∑ j=1 (−ikṙ_j )e^{−ikrj} ,

1Читач може звернутись також до монографiй [1] (глава 2) та [5] (С. 309– 314).

де ṙ_j = v_j

— швидкiсть j-тої частинки. Вiзьмемо другу похiдну:

ρ̈_k = 1 √ N N∑ j=1 { (−ikr̈_j )e^{−ikrj} + (−ikṙ_j )^2e^{−ikrj} } .

Вилучимо з цього рiвняння прискорення r̈_j за допомогою рiвняння Ньютона mr̈_j = −∇_jΦ.

Тепер маємо:

ρ̈_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} i

(k∇_j)Φ m − 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (kv_j )^2.

Перейдемо до обчислення ґрадiєнта потенцiальної енергiї Φ. Оскiльки Φ має простий вираз через величини ρ_k, зручнiше шукати цей ґрадiєнт шляхом диференцiювання за ними:

∇_jΦ = ∑ q≠0 ∂Φ ∂ρ_q

∇_jρ_q,

∇_jρ_q = 1 √ N (−iq)e^{−iqrj} ,

∇_j Φ = 1 √ N ∑ q≠0

(−iq)e^{−iqrj} ∂Φ ∂ρ_q . Тепер нагадаємо, що Φ = N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ k≠0

ν_k N 2V (ρ_kρ_{−k} − 1).

Отже, ∂Φ ∂ρ_q

= ν_q N 2V ρ_{−q} × 2, множник 2 виникає тут тому, що хвильовий вектор k у виразi для Φ набуває як додатнi, так i вiд’ємнi значення: отже, один раз k = q i ρ_k = ρ_q, а другий раз k = −q i ρ_{−k} = ρ_q. Ґрадiєнт

∇_j Φ = ∑ q≠0

(−iq) √ N V ν_qρ_{−q}e^{−iqrj} .

Пiдставимо його у вираз для ρ̈_k:

ρ̈_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} ∑ q≠0

(kq) m √ N V ν_qρ_{−q}e^{−iqrj} − 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (kv_j )^2.

Видiлимо у сумi за q доданок, коли q + k = 0 окремо, а пiсля цього можна скористатись означенням ρ_{q+k} й остаточно записати таке рiвняння:

ρ̈_k = −k^2 N mV ν_kρ_k + ∑ q≠0 q+k≠0

√ N mV (kq)ν_qρ_{−q}ρ_{k+q}

− 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} (kv_j )^2.

Як бачимо, ми отримали складне нелiнiйне рiвняння. До того ж в нього входять, крiм величини ρ_k, також швидкостi частинок v_j. Для того, щоб просунутись далi, замiнимо величину (kv_j )^2 її середнiм значенням, тобто виконаємо усереднення за швидкостями частинок. Швидкостi, як ми знаємо, розподiленi за розподiлом Максвелла. Будемо вважати, що внесок у рiвняння останнього доданка, зважаючи на макроскопiчне число частинок у системi (N → ∞), мало вiдрiзнятиметься, якщо (kv_j )^2 замiнити в ньому на середнє значення. Розглянемо це середнє окремо:

⟨(kv_j)^2⟩ = ∫ w(v_j )(kv_j )^2dv_j

= ∫ dv_j ( m 2πT )_{3/2} e^{−mv2j /2T} (kv_j)^2.

Уведемо сферичнi координати у просторi швидкостей i спрямуємо вiсь z уздовж вектора k. Крiм того, iндекс j можна зняти, оскiльки вiн нiмий:

⟨(kv_j)^2⟩ = ( m 2πT )_{3/2}^∞∫ 0 v^2dv 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θ dθe^{−mv2/2T} k^2v^2 cos^2 θ

= ( m 2πT )_{3/2}

2πk^2 2 3 ∞∫ 0 v^2v^2e^{−mv2 /2T} dv

= ( m 2πT )_{3/2}

2πk^2 2 3 ( d dα )_2^∞∫ 0 e^{−αv2} dv

= ( промiжне позначення : α = m 2T )

= ( m 2πT )_{3/2} 4π k^2 3 ( d dα )_2 1 2 √ π α = ( m 2πT )_{3/2} 4π k^2 3 √ π 3 8 ( m 2T )_{−5/2} = T m k^2.

Отже, ⟨(kv_j )^2⟩ = k^2 T m . Можна пiдiйти до цього результату з iнших мiркувань. Передусiм усереднимо вираз (kv_j)^2 за кутами i перепишемо його через середнє значення кiнетичної енергiї системи:

⟨(kv_j )^2⟩ = 1 3 k^2⟨v^2_j ⟩ = 1 3 k^2 m⟨v^2_j ⟩ 2 2 m = 2 3 k^2 m ⟨K⟩/N

= 2k^2 3m 3 2 T = k^2 T m , оскiльки середнє значення кiнетичної енергiї з розрахунку на одну частинку ⟨K⟩/N = 3T/2.

Тепер наше рiвняння набуває такого вигляду:

ρ̈_k = −k^2 N mV ν_kρ_k − k^2 T m ρ_k

+ ∑ q≠0 q+k≠0

√ N mV (kq)ν_qρ_{−q}ρ_{k+q}

− 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} [ (kv_j )^2 − k^2 T m ] .

Це рiвняння є точним: ми додали i вiдняли доданок зi середнiм значенням величини (kv_j )^2. Знайти його точний розв’язок неможливо, тому необхiдно розвинути наближенi методи.

§ 6. Ãàðìîíiœíå íàáëèæåííß

Величини ρ_k описують флюктуацiї густини й можна сподiватись, що у рiвноважному станi для таких систем як газ чи рiдина їх значення здебiльшого зосередженi в околi нуля. Тобто ρ_k є малими величинами, а їх розподiл бiля нульового значення можна з достатньою точнiстю вважати виправданим.

Якщо скористатись цим припущенням i в точному рiвняннi руху для ρ_k знехтувати нелiнiйними доданками пропорцiйними до добутку ρ_{−q}ρ_{k+q}, а також знехтувати флюктуацiєю величини (kv_j )^2, то ми отримаємо вираз, що збiгається з рiвнянням руху для гармонiчного осцилятора:

ρ̈_k + ω^2_kρ_k = 0,

де частота

ω_k = √ k^2 T m + k^2N mV ν_k.

Отже, в цьому нульовому наближеннi наше рiвняння описує гармонiчнi коливання коефiцiєнтiв Фур’є флюктуацiй локальної густини частинок з незалежними хаотичними фазами для рiзних значень хвильових векторiв:^2:

ρ_k ∼ e^{iωk t}, а ρ̇_k = iω_kρ_k.

Це наближення називають наближенням випадкових (або хаотичних) фаз. Часто вживають термiн RPA-наближення: вiд перших лiтер англiйських слiв Random Phase Approximation.

Розглянемо систему нейтральних частинок. Спрямовуємо хвильовий вектор k до нуля i припускаємо, що

ν_0 = ∫ Φ(R)dR

не дорiвнює нулевi. У цьому випадку частота

ω_k = kc, де c = √ T m + ρν_0 m , ρ = N V . Отже, частота лiнiйно залежить вiд модуля хвильового вектора k, тобто наш вираз для ω_k описує звуковi коливання у системi. Причому величина c є швидкiстю звуку.

Цiкаво порiвняти вираз для c, який ми отримали з динамiчних рiвнянь руху, з тим, що дає термодинамiка. За означенням в термодинамiцi квадрат швидкостi звуку

c^2 = 1 m dP dρ , 2Автор вважає, що усi задачi у головному наближеннi, або задачi, якi мають точний розв’язок можна звести до лiнiйного гармонiчного осцилятора та квадратного рiвняння. Проблема лише у вгадуваннi або вдалому виборi шляху до цього. Саме цим мистецтвом й займаються фiзики-теоретики.

А взагалi i життя на Землi також пiдкорене ритмам. Є рiзнi типи ритмiв, якi змiнюють активнiсть усього живого. Так званий циркадiанний ритм є причиною нашого дискомфорту при перелетi з одного континенту на iнший (ми приходимо до себе лише десь за десять днiв), але саме йому людина завдячує нормальному становi в умовах арктичного дня або арктичної ночi. Циркануальнi ритми програмують зимову сплячку тварин та сезоннi мiґрацiї птахiв. Є, наприклад, пiвторагодинний ритм, який впливає на продуктивнiсть нашої уяви та фантазiї...

де тиск P = −(∂F/∂V )_T . Запишемо рiвняння стану для нашої системи, тобто залежнiсть P = P (T, V ) за допомогою так званого вiрiального розкладу вiдомого з курсу молекулярної фiзики: P = N V T { 1 + N 2V ∫ (1 − e^{−Φ(R)/T} )dR + . . . }

крапками позначено доданки пропорцiйнi до ρ^2 та вищих степенiв густини.

Тепер dP dρ = T { 1 + ρ ∫ (1 − e^{−Φ(R)/T} )dR }

i отже, c^2 = T m + ρ T m ∫ (1 − e^{−Φ(R)/T} )dR.

Якщо вважати потенцiальну енергiю Φ(R) малою величиною Φ(R)/T << 1, то розклад експоненти в ряд дає

c^2 ≃ T m + ρ T m ∫ Φ(R) T dR або c^2 ≃ T m + ρ ν_0 m . Отже, ми отримали вираз, що збiгається зi знайденими вище з рiвнянь руху. Це є ознакою самоузгодженостi нашої теорiї.

Розглянемо тепер систему заряджених частинок — плазму. У §3 ми знайшли коефiцiєнт ν_k = 4πe^2/k^2, e — заряд частинки. Для частоти знаходимо

ω_k = √ k^2 T m + 4πe^2N mV . При k → 0 знаходимо частоту коливань флюктуацiй густини

ω_0 = √ 4πe^2N mV . Ця величина вiдома в теорiї плазми як “частота плазмових коливань"або ленґмюрiвська частота^3.

3Iрвiнґ Ленґмюр (1881–1957) — американський фiзик i хiмiк, який в 1929

§ 7. Ñòðóêòóðíèé ôàêòîð

Як ми бачили у §3, потенцiальна енергiя системи частинок Φ є квадратичною формою щодо величин ρ_k. Це означає, що середнє значення ⟨Φ⟩ залежить вiд середньоквадратичної флюктуацiї ⟨|ρ_q|^2⟩. Ця величина має назву структурного фактора

S_q = ⟨|ρ_q|^2⟩

i вiдiграє важливу роль у теорiї систем взаємодiючих частинок.

Структурний фактор можна вимiрювати у дослiдах з розсiяння випромiнювання. Нехай, наприклад, на дослiджувану систему частинок падає пучок рентґенiвських променiв з хвильовим вектором k (k = 2π/λ, λ — довжина хвилi). Амплiтуда падаючої хвилi в точцi, де знаходиться j-та частинка має множник e^{ikrj} , а амплiтуда хвилi, що розсiялась — множник e^{ik′ rj} , k^′ — хвильовий вектор пiсля розсiяння. Зосередьмо увагу на пружному розсiяннi, коли k^′ = k, тобто довжина хвилi не змiнюється. Отже, у точку спостереження хвиля потрапляє з амплiтудою, домноженою на фактор e^{iqrj} , де q = k^′ − k, q ≠ 0, який враховує додаткову рiзницю фаз. Повна амплiтуда дорiвнює сумi за усiма частинками. Якщо взяти квадрат її модуля, то отримаємо iнтенсивнiсть розсiяної хвилi

I ∼ | N∑ j=1 e^{iqrj} |^2.

Отже, ми бачимо, що iнтенсивнiсть I пропорцiйна до |ρ_q|^2. Якщо цей вираз усереднити за усiма можливими конфiґурацiями, то

I = I^0S_q,

де I^0 — деякий множник пропорцiйностi.

Для того, щоб з’ясувати його змiст, обчислимо структурний фактор для невзаємодiючих частинок. Маємо:

S_q = ⟨|ρ_q|^2⟩ = 1 V^N ∫ dr_1 . . . ∫ dr_N |ρ_q|^2

роцi перший увiв поняття плазми i плазмових коливань, лауреат Нобелiвської премiї з хiмiї 1932 року за вiдкриття та дослiдження в хiмiї поверхневих явищ.

= 1 NV^N ∫ dr_1 . . . ∫ dr_N N∑ i=1 N∑ j=1 e^{iq(ri−rj )}

= 1 NV^N ∫ dr_1 . . . ∫ dr_N

{_N ∑ j=1 1 + N∑ i=1 N∑ j=1 i≠j

e^{iq(ri−rj )} }

= 1 NV^N { N · V^N + N(N − 1)V^{N−2} ∫ dr_1 ∫ dr_2e^{iq(r1−r2)} }

= 1 +

N − 1 V^2

(V δ_{q,0})^2 = 1.

Остання рiвнiсть випливає з того, що q ≠ 0.

Отже, для iдеального газу S_q = 1 i iнтенсiвнiсть розсiяння I = I^0. Тобто множник I^0 є iнтенсивнiстю розсiяння випромiнювання на системi невзаємодiючих частинок. Структурний фактор S_q експериментально визначаємо як вiдношення iнтенсивностi розсiяння випромiнювання на системi частинок до iнтенсивностi розсiяння на такiй же системi, але невзаємодiючих частинок.

Довжина хвильового вектора розсiяння

q = |k^′ − k| = √ k^{′2} − 2k^′ k + k^2 = k √ 2(1 − cos θ)

= 2k sin θ 2 = 4π λ sin θ 2 , де кут розсiяння θ = ^k^′ k. Отже, при заданiй довжинi хвилi λ, змiнюючи кут розсiяння θ i пiдраховуючи число розсiяних квантiв вимiрюємо структурний фактор S_q. Для прикладу на рис. 2 наводимо структурний фактор рiдкого Ar вимiряного в [6] методом нейтронної дифракцiї. На рис. 3 зображено структурний фактор рiдкого^4He, вимiряний в [7].

Перейдемо тепер до обчислення структурного фактора з використанням розв’язку рiвняння для величини ρ_q у гармонiчному наближеннi. Отже, оскiльки ρ̇_q = iω_qρ_q,

Рис. 2. Структурний фактор рiдкого Ar. Вимiри виконанi методом нейтрон-

ної дифракцiї при температурi T = 84.0 K та густинi ρ = 0.0213 Å^{−3} [6].

то |ρ̇_q|^2 = ω^2_q |ρ_q|^2.

З iншого боку ρ̇_q = 1 √ N ∑ j=1 e^{−iqrj} (−iqv_j)

i тому

|ρ̇_q|^2 = 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (qv_i)(qv_j)e^{−iq(ri−rj )}

= 1 N N∑ j=1 (qv_j)^2 + 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j)

e^{−iq(ri−rj )}(qv_i)(qv_j ).

Усереднимо цей вираз за швидкостями та конфiґурацiями. З

Рис. 3. Структурний фактор рiдкого^4He. Вимiри виконанi в [7] методом ней-

тронної дифракцiї. Для iлюстрацiї взято результати при двох температурах: T = 1.38 K та T = 4.24 K. Рiдкий^4He, на вiдмiну вiд рiдкого Ar, є квантовою рiдиною, однак зв’язок мiж iнтенсивнiстю розсiяння частинок i структурним фактором, який наведено у текстi, зрозумiло, є однаковий для класичних i квантових рiдин.

урахуванням того, що при i ≠ j величина ⟨(qv_i)(qv_j )⟩ = ⟨(qv_i)⟩⟨(qv_j)⟩ = 0, оскiльки ⟨v_j ⟩ = 0, а також, як було вже показано, що ⟨(qv_j)^2⟩ = q^2T/m,

ω^2_q S_q = q^2 T m , знаходимо структурний фактор

S_q = q^2T mω^2_q .

Якщо скористатись виразом для квадрата частоти, який ми знайшли в гармонiчному наближеннi, то

S_q = q^2T m /[ q^2T m + q^2 N V ν_q m ]

або остаточно S_q = 1 1 + β^N_V ν_q — структурний фактор у наближеннi хаотичних фаз.

Дослiдимо довгохвильову межу (q → 0) структурного фактора. Оскiльки при q → 0 частота ω_q = qc, то

S_0 = lim_{q→0} S_q = T mc^2 . Швидкiсть звуку c визначається iзотермiчною стисливiстю κ_T . За означенням

κ_T = − 1 V ( ∂V ∂P ) T = −ρ ( ∂(1/ρ) ∂P ) T = 1 ρ / ( ∂P ∂ρ ) T = 1 ρmc^2 , i таким чином S_0 = ρT κ_T .

Хоча ми отримали це спiввiдношення з наближених формул, однак воно є точним i вiдiграє виняткову роль у теорiї рiдкого стану. Доводять його у статистичнiй механiцi [8]: середньоквадратичну флюктуацiю, яку представляє величина S_0, розраховують термодинамiчним методом i показують, що з множником 1/ρT вона дорiвнює κ_T . Це рiвняння дає змогу довизначати структурний фактор в областi q → 0, оскiльки вимiрювання S_q у цiй областi дають великi похибки: неможливо вiдрiзнити частинки, що розсiялись вперед (q = 0, θ = 0) вiд тих, якi проходять через мiшень без розсiяння.

§ 8. Ñåðåäíß ïîòåíöiàëüíà åíåðãiß i òåðìîäèíàìiœíi ôóíêöiĺ

Середнє значення енергiї

E = ⟨H⟩ = 3T N/2 + ⟨Φ⟩, де середня потенцiальна енергiя

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1),

S_q = ⟨ρ_qρ_{−q}⟩.

Якщо у цей вираз пiдставити знайдений у попередньому параграфi структурний фактор, то

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q ( 1 1 + β^N_V ν_q − 1 ) ,

або ⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 − T 2 ∑ q≠0 ( β^N_V ν_q

)_2

1 + β^N_V ν_q , Тепер маємо змогу з виразу E = ∂(βF )/∂β знайти вiльну енергiю F : βF = ∫ Edβ + C,

де величина C = C(N, V ) не залежить вiд оберненої температури β. Отже маємо:

βF = 3 2 Nlnβ + C +

∫_β 0 ⟨Φ⟩dβ.

При β → 0, iнтеґральний член у правiй частинi цього рiвняння дорiвнює нулевi, а в лiвiй частинi ми повиннi отримати вiльну енергiю iдеального газу F_{id}, оскiльки мiжчастинкова взаємодiя при таких високих температурах не вiдiграватиме нiякої ролi:

F_{id} = 3 2β Nlnβ + C β . Тепер

β(F − F_{id}) =

∫_β 0 ⟨Φ⟩dβ i у RPA-наближеннi

β(F − F_{id}) =

N(N − 1) 2V βν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q

∫_β 0 ( 1 1 + β^N_V ν_q − 1 ) dβ

= N(N − 1) 2V βν_0 + 1 2 ∑ q≠0 [ ln ( 1 + β N V ν_q ) − β N V ν_q ] . З рiвняння стану для iдеального газу P = N/βV та з виразу P = −(∂F/∂V )_T можна знайти залежнiсть сталої C вiд N та V : C = −Nln (V/Nconst) .

До складу const входять тiльки фундаментальнi константи, якi можна знайти лише методами статистичної механiки [8–10]:

F_{id} = NT ln ( β^{3/2}Nconst/V ) = NT ln ( Nλ^3/eV ) , де e = 2.718 . . . — основа натуральних логарифмiв, а λ = (2πℏ^2β/m)^{1/2} — довжина теплової хвилi де Бройля.

Остаточно вiльна енергiя в наближеннi хаотичних фаз

F = F_{id} +

N(N − 1) 2V ν_0 + 1 2β ∑ q≠0 [ ln ( 1 + β N V ν_q ) − β N V ν_q ] . Диференцiюванням цього виразу за об’ємом V можна знайти рiвняння стану. Однак слiд пам’ятати важливу обставину: перед диференцiюванням за V потрiбно перейти вiд пiдсумовування за хвильовим вектором q до iнтеґрування, ∑ q → V ∫ dq/(2π)^3,

V → ∞. Отже

F = F_{id} +

N^2 2V ν_0 + V 2β ∫ dq (2π)^3 ln ( 1 + β N V ν_q ) − N 2 ∫ dq (2π)^3 ν_q

i рiвняння стану

P = − ( ∂F ∂V ) T = P_{id} + ρ^2ν_0 2 − 1 2β ∫ dq (2π)^3 ln(1 + βρν_q)

+ 1 2 ∫ dq (2π)^3 ρν_q 1 + βρν_q , де P_{id} = ρT — тиск iдеального газу, ρ = N/V . Диференцiюємо цей вираз за густиною ρ i знаходимо квадрат швидкостi звуку c:

mc^2 = T + ρν_0 − T 2N ∑ q≠0 ( βρν_q 1 + βρν_q

)_2 .

У це рiвняння можна замiсть функцiї ν_q пiдставити її вираз через структурний фактор S_q:

mc^2 = T + ρν_0 − T 2N ∑ q≠0

(S_q − 1)^2.

Це саме можна зробити й у виразi для середнього значення потенцiальної енергiї

⟨Φ⟩ = N 2 ρν_0 − T 2 ∑ q≠0

(S_q − 1)^2 S_q .

Якщо з цього рiвняння вилучити за допомогою попереднього величину ν_0 i додати середню кiнетичну енергiю 3NT/2, то отримаємо внутрiшню енергiю системи E N = T + mc^2 2 − T 4N ∑ q≠0

(S_q − 1)^2 ( 2 S_q − 1 ) .

Ми отримали важливий результат: встановлено зв’язок мiж величинами, що вимiрюються. Таким чином, результати розрахунку вже не залежатимуть вiд параметрiв потенцiалу, а лише вiд характеру наших наближень.

§ 9. Ïëàçìà

Розглянемо в цiлому електронейтральну сукупнiсть заряджених частинок (плазму). Для спрощення вважаємо, що N частинок, кожна з яких несе заряд e, рухаються в полi компенсуючого заряду рiвномiрно розподiленого з густиною (−eN/V ) у просторi об’ємом V . Це так звана модель желе. Таку систему часто називають також електронним газом у компенсуючому полi (e < 0). Її повна потенцiальна енергiя Φ = 1 2 ( −e N V )_2 ∫ ∫

drdr^′ |r − r^′ | − e^2N V N∑ j=1 ∫ dr |r − r_j |

+ N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q(ρ_qρ_{−q} − 1),

де ν_q = 4πe^2/q^2 — коефiцiєнт Фур’є кулонiвської енергiї вiдштовхування двох частинок. Тут перший доданок представляє енергiю вiдштовхувальної кулонiвської взаємодiї рiвномiрно розподiленого компенсуючого заряду (фону). Другий доданок — це енергiя притягання мiж частинками (електронами) i зарядом фону. Третiй та четвертий доданки описують енергiю кулонiвського мiжелектронного вiдштовхування. Iнтеґрування за r та r^′ вiдбувається по всьому об’єму V .

У першому доданку робимо замiну змiнних iнтеґрування: замiсть r вводимо R = r − r^′ . Внаслiдок того, що перетворення лiнiйне, якобiан переходу дорiвнює одиницi. Тепер iнтеґрал за r^′ береться i дає об’єм V . Аналогiчно у другому доданку замiсть r беремо R = r − r_j i пiдсумовування за j дає N. Отже, з урахуванням того, що ν_{q=0} = ∫ e^2dR/R першi три доданки у виразi для Φ дають:

e^2N^2 2V ∫ dR R − e^2N^2 V ∫ dR R + N(N − 1) 2V ∫ e^2 R dR = − N 2V ∫ e^2 R dR. Ця величина у термодинамiчному граничному переходi N → ∞, V → ∞ зникає порiвняно з внеском вiд останнього доданка у Φ, який є ∼ N (пригадаймо, що при такому переходi ∑ q → V ∫ dq/(2π)^3).

Таким чином, остаточно потенцiальна енергiя електронного газу в компенсуючому полi Φ = ∑ q≠0 N 2V ν_q(ρ_qρ_{−q} − 1).

Знайдемо тепер середнє значення ⟨Φ⟩ використовуючи структурний фактор в RPA-наближеннi:

⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1) = − T 2 ∑ q≠0 ( βN4πe^2/q^2V

)_2

1 + βN4πe^2/V q^2 . Уведемо позначення для так званого оберненого радiуса Дебая

κ_D = ( N V 4πe^2 T )_{1/2} , радiус Дебая r_D = 1/κ_D. Перейдемо вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування i виконаємо iнтеґрування за кутами:

⟨Φ⟩ = − T 2 V (2π)^3 4π ∞∫ 0 q^2dq ( κ^2_D/q^2

)_2

1 + κ^2_D/q^2

= − T 4π^2

V κ^3_D ∞∫ 0 dx x^2 + 1 = − T V κ^3_D 4π^2 arctgx | |^∞ 0 = − T V κ^3_D 4π^2 π 2 .

Отже, остаточно знаходимо

⟨Φ⟩ = −

T V κ^3_D 8π . Для того, щоб отримати повну енергiю E додамо до ⟨Φ⟩ середнє значення кiнетичної енергiї: E = 3 2 T N −

T V κ^3_D 8π або E = 3 2 T N − |e|^3 √ πN T V N. Використаємо знайдений вираз для розрахунку вiльної енергiї.

Маємо E = ∂ ∂β (βF ), звiдки βF = ∫ Edβ + const.

Ураховуючи, що при e = 0 ми повиннi отримати вiльну енергiю iдеального газу, для ΔF = F − F_{id} знаходимо

βΔF = −|e|^3 √ πN V N ∫ β^{1/2}dβ + const^′ , або βΔF = −|e|^3 √ πN V N 2 3 β^{3/2} + const^′ .

Сталу iнтеґрування визначаємо з умови, що при β → 0 (T → ∞) вiльна енергiя F → F_{id} i знаходимо const^′ = 0. Отже,

βF = βF_{id} − 2 3 |e|^3 √ πN V Nβ^{3/2}.

Остаточно: F = F_{id} − 2 3 |e|^3 √ πN T V N. Знайдемо рiвняння стану. За означенням

P = − ( ∂F ∂V ) T . Звiдси

P = P_{id} −

|e|^3 3 N V √ πN T V або P = N V T − |e|^3 3 ( N V )_{3/2} √ π T . Знайденi вирази збiгаються з результатами теорiї Дебая i Гюккеля для сильних електролiтiв, якi вони знайшли ще 1923 року^4. Пiзнiше ми детальнiше дослiдимо цю систему.

4Дебай Петер Йозеф Вiльгельм (1884–1966), фiзик i хiмiк. Лауреат Нобелiвської премiї з хiмiї 1936 року за дослiдження дипольних моментiв та внесок у вивчення структур молекул.

Гюккель Ерiх Арман Артур (1896–1980) — основнi роботи з теорiї електролiтiв та квантової хiмiї, зокрема з квантової теорiї ароматичних сполук.

§ 10. Ìîäåëü ç ôàçîâèì ïåðåõîäîì

Мета цього параграфа дослiдити на прикладi простої моделi фазовий перехiд, використовуючи знайдений структурний фактор S_q. Принциповим у такому дослiдженнi є характер мiжчастинкової взамодiї.

Взаємодiя мiж нейтральними частинками (атоми, молекули) характеризується сильним вiдштовхуванням на малих вiдстанях R, оскiльки вони мають певнi розмiри, i так званим ван-дер-ваальсiвським притяганням пропорцiйним до 1/R^6 на великих вiдстанях. Типова залежнiсть енергiї мiжатомної взаємодiї Φ(R) вiд вiдстанi R схематично зображена на рис. 4. Сили притягання вiдповiдають за те, що система частинок може скраплюватись у рiдину, а при пониженнi температури переходити у твердий стан. Сили вiдштовхування не дозволяють частинкам колапсувати.

Переходи з газоподiбного стану у рiдкий, а далi у твердий стан є прикладом фазових переходiв. З погляду математики точка фазового переходу є точкою неаналiтичностi термодинамiчних функцiй. Наприклад, якщо енергiя E як функцiя температури виявляє неаналiтичнiсть при T = T_c, то при цiй температурi вiдбувається фазовий перехiд.

Оскiльки за фазовий перехiд вiдповiдальною є притягувальна частина потенцiальної енергiї й нас цiкавить саме математичний механiзм його виникнення, вiзьмiмо Φ(R) у спрощеному виглядi:

Φ(R) = −Φ_0 e^{−R/a} R/a , де Φ_0, a — параметри потенцiалу, що мають вiдповiдно розмiрнiсть енергiї та довжини.

Коефiцiєнт Фур’є цiєї функцiї ми знайшли у §3:

ν_q = −Φ_0a 4π q^2 + (1/a)^2 = − 4πa^3Φ_0 1 + (qa)^2 . Повна енергiя системи E = 3 2 T N + ⟨Φ⟩,

Рис. 4. Модель потенцiальної енергiї мiжатомної взаємодiї — пунктирна кри-

ва, Φ0 = 1; суцiльна крива — потенцiал Леннарда-Джонса, ΦLJ = Φ/4ε.

де середнє значення потенцiальної енергiї, як було показано у §8,

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 − T 2 ∑ q≠0 ( β^N_V ν_q

)_2

1 + β^N_V ν_q

= − N(N − 1) 2V 4πa^3Φ_0 − T 2 V (2π)^3 4π

× ∞∫ 0 q^2dq ( β^N_V 4πa^3Φ_0/ [ 1 + (qa)^2

])_2

1 − β^N_V 4πa^3Φ_0/ [1 + (qa)^2] .

Уведемо позначення N V 4πa^3Φ_0 = T_c.

Тепер

⟨Φ⟩ = −

(N − 1) 2 T_c − T 2 V 2π^2 ( T_c T )_2

× ∞∫ 0 q^2dq [1 + (qa)^2] [ 1 + (qa)^2 −^{Tc}_T ].

Замiна змiнних iнтеґрування

qa = x, q = 1 a x, dq = dx a дає ⟨Φ⟩ = −

(N − 1) 2 T_c −

T_cV 4π^2a^3

T_c T I, де I = ∞∫ 0 x^2dx (1 + x^2)(1 + x^2 − T_c/T ) . Перейдемо до обчислення цього iнтеґрала:

I = ∞∫ 0 (x^2 + 1 − 1)dx (x^2 + 1)(x^2 + 1 − T_c/T )

= ∞∫ 0 { 1 x^2 + 1 − T_c/T − 1 (x^2 + 1)(x^2 + 1 − T_c/T ) } dx

= ∞∫ 0 dx x^2 + 1 − T_c/T + ∞∫ 0 dx ( 1 x^2 + 1 − 1 x^2 + 1 − T_c/T ) T T_c

= ( 1 − T T_c

)^∞∫ 0 dx x^2 + 1 − T_c/T + T T_c ∞∫ 0 dx x^2 + 1 .

Розглянемо спочатку випадок, коли 1 − T_c T > 0, T > T_c.

Просте iнтеґрування дає I = ( 1 − T T_c ) 1 √ 1 − T_c/T arctg x √ 1 − T_c/T | | | | ∞

0 + T T_c arctgx | |^∞ 0 = ( 1 − T T_c ) π/2 √ 1 − T_c/T + T T_c π 2 . Остаточно I = π 2 T T_c ( 1 − √ 1 − T_c/T ) , T > T_c.

Перейдемо тепер до випадку, коли 1 − T_c T < 0, T < T_c.

Маємо I = ( 1 − T T_c

)^∞∫ 0 dx x^2 − κ^2 + T T_c π 2 , де ми ввели величину

κ^2 =

T_c T − 1 > 0.

Далi для зручностi перепозначимо змiнну iнтеґрування x на t, щоб не плутати її з величиною κ, i обчислимо цей iнтеґрал у сенсi головного значення без зайвих коментарiв: ∞∫ 0 dt t^2 − κ^2

= lim_{ε→0} κ−ε∫ 0 dt t^2 − κ^2 + ∞∫ κ+ε dt t^2 − κ^2

= lim_{ε→0} { − 1 2κ ln | | | κ + t κ − t | | | | | | κ−ε 0 − 1 2κ ln | | | κ + t κ − t | | | | | | ∞ κ+ε }

= lim_{ε→0} { − 1 2κ ln | | 2κ − ε ε | | + 1 2κ ln | |2κ + ε −ε | | }

= lim_{ε→0} { 1 2κ ln | | | (2κ + ε)ε −ε(2κ − ε) | | | }

= lim_{ε→0} 1 2κ ln | | |2κ + ε 2κ − ε | | | = 0.

Таким чином, I = π 2 T T_c

, T < T_c.

Отже, для середньої потенцiальної енергiї нашої моделi маємо:

⟨Φ⟩ = −

(N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3 ( 1 − √ 1 − T_c/T ) , T ≥ T_c,

⟨Φ⟩ = −

(N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3

, T < T_c.

Як бачимо, величина ⟨Φ⟩ як функцiя температури виявляє неаналiтичнiсть у точцi T = T_c.

Знайдемо вiльну енергiю:

β(F − F_{id}) =

∫_β 0 ⟨Φ⟩dβ.

Для температур T ≥ T_c, тобто для β ≤ β_c = 1/T_c маємо

β(F − F_{id}) =

∫_β 0 { − (N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3 ( 1 − √ 1 − βT_c )} dβ. Звiдси знаходимо, що

F = F_{id} −

(N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3 − V T 12πa^3 ( 1 − T_c T )_{3/2} + V T 12πa^3 , T ≥ T_c.

Для температур T < T_c, а отже, β > β_c

β(F − F_{id}) =

∫_{βc} 0 ⟨Φ⟩dβ +

∫_β

β_c

⟨Φ⟩dβ

= ∫_{βc} 0 { − (N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3 ( 1 − √ 1 − βT_c )} dβ

+ ∫_β

β_c { − (N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3 } dβ або, iнтеґруючи, знаходимо

F = F_{id} −

(N − 1) 2 T_c −

T_cV 8πa^3 + V T 12πa^3 , T < T_c.

Вiльна енергiя є неперервною функцiєю i також виявляє неаналiтичнiсть в точцi T = T_c.

Знайдемо тепер рiвняння стану P = −(∂F/∂V )_T , N → ∞: P = T v − T v_c 2v^2 − T 12πa^3

, v < v_c,

P = T v − T v_c 2v^2 − T 12πa^3 + T 12πa^3 ( 1 − v_c v )_{3/2} + T 8πa^3 v_c v ( 1 − v_c v )_{1/2} , v ≥ v_c, де v = V N , v_c =

4πa^3Φ_0 T . Для достатньо малих значень об’єму v тиск може стати вiд’ємним. Справдi, P < 0, якщо v < v_0, де v_0 задовольняє умову P = 0: 1 v_0 − v_c 2v^2_0 − 1 12πa^3

= 0,

v_0 = 6πa^3 ( 1 − √ 1 − 2Φ_0/3T ) , перед радикалом вибираємо знак мiнус, тому що наше рiвняння має сенс лише для v < v_c. Крiм того, повинна виконуватись умова T > 2Φ_0/3. Цей “недолiк"вiд’ємного тиску є особливiстю нашої моделi: система може колапсувати, тобто самовiльно стискатись внаслiдок точкових розмiрiв частинок, що притягуються. Зауважимо, що пiд час аналiзу цих рiвнянь є небезпека захопитись ефектами, якi породженi самим наближенням RPA.

Обчислимо тепер ентропiю для нашої моделi S = −(∂F/∂T )_V :

S = S_{id} − V 12πa^3

, T < T_c.

S = S_{id} − V 12πa^3 + V 12πa^3 ( 1 − T_c T )_{3/2}

+ V T_c 8πa^3T ( 1 − T_c T )_{1/2}

, T ≥ T_c,

де ентропiя iдеального газу

S_{id} = Nln ( V Ne^{1/2}λ^3 ) . Ентропiя є неперервною функцiєю температури при T = T_c.

Нарештi, обчислимо теплоємнiсть

C_V = ( ∂E ∂T ) V = T ( ∂S ∂T ) V = −T ( ∂^2F ∂T^2 ) V .

Використаємо знайдений вираз для ⟨Φ⟩, додамо середнє значення кiнетичної енергiї й отримаємо середню енергiю E. Пiсля цього вiзьмемо похiдну за T вiд E або вiд ентропiї S, або другу похiдну вiд F :

C_V N = 3 2 + V 16πNa^3 ( T_c T )_2 1 √ 1 − T_c/T

, T > T_c,

C_V N = 3 2 , T < T_c.

Теплоємнiсть також є неаналiтичною функцiєю температури i виявляє синґулярнiсть в точцi T = T_c. Хiд термодинамiчних функцiй в околi точки фазового переходу прийнято описувати степеневими законами за допомогою так званих критичних показникiв або критичних iндексiв^5.

Зокрема для теплоємностi:

C_V ∼ ( 1 − T_c T )_{−α} , T → T_c,

де α називають критичним показником для теплоємностi. У нашому випадку α = 1/2.

На рис. 5 зображена залежнiсть теплоємностi вiд температури. За класифiкацiєю П. Еренфеста^6, маємо приклад фазового переходу 2-го роду: коли розриву при T = T_c зазнає друга похiдна за температурою вiд вiльної енергiї F .

На завершення наведемо ще двi, може несподiванi, моделi, якi iлюструють механiзм фазового переходу. Прикладом неаналiтичностi може служити маятниковий рух кульки з дитячого бiльярду

5Для розрахунку цих величин були розвинутi потужнi математичнi методи, в основi яких є метод ренормалiзацiйної групи, що був запозичений з квантової теорiї поля. При цьому ефективним виявився спосiб американського фiзика К. Вiльсона обчислення критичних показникiв за допомогою теорiї збурень за малим параметром, що є вiдхиленням розмiрностi простору D вiд чотирьох, ε = 4 − D — так званий ε-розклад (Нобелiвська премiя 1982 року).

6П. Еренфест (1880–1933) — вiдомий фiзик-теоретик, який зробив внесок у рiзнi дiлянки фiзики. Вiн був ученим швидше з критичним, нiж прагматичним складом мислення, що позначилось як на його наукових працях, так i на особистому трагiчному життi. П. Еренфест звертався до багатьох унiверситетiв рiзних країн i також до Львiвського унiверситету, щоб зайняти посаду професора теоретичної фiзики.

Рис. 5. Теплоємнiсть модельної системи з фазовим переходом.

по дещо увiгнутiй поверхнi стола. Якщо привести кульку в рух невеликим зусиллям, то маємо звичайнi коливання. При збiльшеннi величини прикладеної сили також будемо мати коливний рух з усе бiльшою амплiтудою. Однак, якщо сила перевищує деяке порогове значення (точка неаналiтичностi), то амплiтуда зростає настiльки, що кулька просто падає зi столу, тобто вiдбувається рiзка якiсна змiна характеру руху кульки i отже, маємо фазовий перехiд.

Цiкавий, на наш погляд, приклад своєрiдної неаналiтичностi є у притчi вiдомого шотландського фiлософа, iсторика, економiста Девiда Г’юма (1711–1776) про гуску та селянина. “Щодня гуска чує ходу селянина, який приходить її годувати. З цього вона виводить такий закон: “Звуки крокiв селянина означають близьку годiвлю". Та на лихо, одного ранку селянин приходить, щоб скрутити їй шию. Ось i приклад того, як небезпечно виводити загальний закон на пiдставi окремих спостережень". (Жаклiн Рюс. Поступ сучасних iдей. Київ: Основи, 1998. Переклад з французької Вiктора Шовкуна).

§ 11. Ïàðíà ôóíêöiß ðîçïîäiëó

У структурному факторi

S_q = ⟨ρ_qρ_{−q}⟩

розпишемо усереднення явним чином:

S_q = ⟨ 1 √ N N∑ i=1 e^{−iqri} 1 √ N N∑ j=1 e^{iqrj} ⟩ = 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 ⟨e^{−iq(ri−rj )}⟩

= 1 N N∑ j=1 1 + 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j)

⟨e^{−iq(ri−rj )}⟩ = 1 N N

+ 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j)

∫ dr_1 . . . ∫ dr_N P_N (r_1, . . . , r_N )e^{−iq(ri−rj )}

= 1 + 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j)

∫ dr_i ∫ dr_j 1 V^2

F_2(r_i, r_j )e^{−iq(ri−rj )},

F_2(r_i, r_j ) = V^2 ∫ ′ dr_1 . . . ∫ ′ dr_N P_N (r_1, . . . , r_N ),

тут штрихи означають, що iнтеґрування за i-ою та j-ою координатами вiдсутнє.

Функцiю F_2(r_i, r_j ) називають парною функцiєю розподiлу або бiнарною функцiєю. Вона визначає густину ймовiрностi взаємного розташування i-тої та j-тої частинок при довiльних розмiщеннях усiх iнших (N − 2) частинок, причому 1 V^2 ∫ dr_i ∫ dr_j F_2(r_i, r_j ) = 1.

Ця умова випливає з умови нормування для функцiї P_N . Як i повна N-частинкова функцiя розподiлу P_N , величина F_2(r_i, r_j ) у просторово однорiднiй системi не залежить вiд трансляцiї у просторi на довiльний вектор a:

F_2(r_i, r_j ) = F_2(r_i + a, r_j + a).

Це означає, що F_2(r_i, r_j ) у такiй системi залежить лише вiд рiзницi координат r_i та r_j, а фактично вiд вiдстанi мiж частинками, якщо взаємодiя мiж ними не залежить вiд орiєнтацiї:

F_2(r_i, r_j ) = F_2(r_i − r_j ) = F_2(|r_i − r_j |).

Таким чином структурний фактор

S_q = 1 + 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j) 1 V^2 ∫ dr_i ∫ dr_j F_2(|r_i − r_j |)e^{−iq(ri−rj )}.

Перейдемо до нових змiнних r та R,

r_j = r,

r_i = r + R з якобiаном переходу, що дорiвнює одиницi:

S_q = 1 + 1 N N∑ i=1 N∑ j=1 (i≠j) 1 V^2 ∫ dr ∫ dR F_2(R)e^{−iqR}.

Тепер ми маємо змогу проiнтеґрувати за змiнною r (iнтеґрал дає об’єм V ) та пiдсумувати за i та j (що дає N(N −1)) i структурний фактор S_q = 1 +

N − 1 V ∫ F_2(R)e^{−iqR} dR.

На великих вiдстанях мiж частинками взаємодiя спадає i їхнє взаємне розташування не скорельоване: функцiя P (r_1, . . . , r_N ) → 1/V^N . Тому F_2(R) → 1 при R → ∞. У теорiї рiдин вводять також функцiю h(R) = F_2(R) − 1, яку називають повною кореляцiйною функцiєю, h(R) → 0, R → ∞. У зв’язку з цим пiд iнтеґралом зручно видiлити цю одиницю:

S_q = 1 +

N − 1 V ∫ [F_2(R) − 1 + 1]e^{−iqR} dR,

S_q = 1 +

N − 1 V ∫ (F_2(R) − 1)e^{−iqR} dR + (N − 1)δ_{q,0}.

Ми скористались тим, що ∫ dRe^{−iqR} = V δ_{q,0}.

Остаточно при q ≠ 0 знаходимо:

S_q = 1 +

N − 1 V ∫ [F_2(R) − 1]e^{−iqR} dR.

Зворотнє перетворення Фур’є за означенням дає:

F_2(R) = 1 + 1 N − 1 ∑ q≠0

(S_q − 1)e^{iqR}.

Ця формула дає змогу визначити парну функцiю розподiлу, якщо вiдомi значення структурного фактора, який визначається у дослiдах з розсiяння рентґенiвських променiв або нейтронiв.

Для фактичного розрахунку парної функцiї розподiлу за структурним фактором у виразi для F_2(R) переходимо вiд пiдсумовування за хвильовим вектором q до iнтеґрування, маючи на увазi термодинамiчний граничний перехiд V → ∞, N → ∞, N/V = ρ: F_2(R) = 1 + 1 (2π)^3ρ ∫ dq(S_q − 1)e^{iqR}.

Далi переходимо до сферичної системи координат у просторi q, спрямовуємо вiсь z уздовж вектора R, iнтеґруємо за кутами, так як це було зроблено у §3 i остаточно маємо

F_2(R) = 1 + 1 2π^2ρR ∞∫ 0 (S_q − 1)q sin qR dq.

Так само для структурного фактора пiсля iнтеґрування за кутами отримуємо

S_q = 1 + ρ 2π^2q ∞∫ 0 (F_2(R) − 1)R sin qR dR.

Саме цi вирази є тими “робочими формулами", якими користуються, опрацьовуючи експериментальнi значення для S_q.

Для прикладу на рис. 6 зображено графiк функцiї F_2(R) для рiдкого^4He. Цi результати ми взяли з [7].

Зробимо важливе зауваження. Оскiльки структурний фактор експериментально визначається для обмеженої областi значень хвильового вектора q, q_{min} < q < q_{max}, то перетворення Фур’є дає зайвi максимуми та осциляцiї на залежностi F_2 вiд R. Тому розрахунок бiнарної функцiї за експериментальними точками структурного фактора i одержання для неї достовiрних значень потребує неабияких зусиль та вмiння.

Рис. 6. Парна функцiя розподiлу рiдкого^4He.

§ 12. Ïàðíà ôóíêöiß ðîçïîäiëó ïëàçìè

Знайдемо парну функцiю розподiлу для класичного електронного газу. Використовуючи RPA-наближення для структурного фактора, S_q = 1 1 +^N_V βν_q та враховуючи, що для такої системи коефiцiєнт Фур’є енергiї парної взаємодiї ν_q =

4πe^2 q^2 , знаходимо

F_2(R) = 1 + 1 N − 1 V (2π)^3 ∫ e^{iqR} ( 1 1 + κ^2_D/q^2 − 1 ) dq

= 1 − κ^2_D 4π 1 N − 1 ∑ q≠0

e^{iqR} 4π q^2 + κ^2_D

= 1 − κ^2_D 4π V N − 1 e^{−κD R} R . Тут ми використали перетворення Фур’є для потенцiалу Юкави, яке знайшли ранiше в §3. Отже,

F_2(R) = 1 −

4πe^2 T R N V 1 4π V N − 1 e^{−κD R}.

Остаточно при N → ∞, V → ∞, N/V = const, нехтуючи членами ∼ 1/N знаходимо

F_2(R) = 1 − e^2 RT e^{−κDR}.

При R → ∞ повна кореляцiйна функцiя h(R) = F_2(R) − 1 прямує до нуля, як i повинно бути. Якщо би два заряди, кореляцiю мiж якими вона описує, перебували у вакуумi, коли κ_D = 0, то зменшення h(R) йшло б за кулонiвським законом ∼ 1/R. Урахування багаточастинкових ефектiв приводить до екранування зарядiв i як наслiдок маємо замiсть кулонiвського потенцiалу екранований потенцiал i швидке експоненцiальне прямування h(R) до нуля.

Як бачимо, для вiдстаней x = κ_DR < R_0, 1 − e^2 R_0T e^{−κD R0} = 0,

бiнарна функцiя розподiлу набуває вiд’ємних значень. Це нефiзична область, тобто область нефiзичних значень нашої функцiї розподiлу F_2(R), оскiльки за означенням вона має змiст густини iмовiрностi i F_2(R) ≥ 0. Нефiзична поведiнка функцiї F_2(R) — це результат наших наближень. Отже, наближення хаотичних фаз є коректним лише для великих значень R.

§ 13. Ïàðíà ôóíêöiß äëß ìîäåëi ç ôàçîâèì ïåðåõîäîì Дослiдимо парну функцiю розподiлу для системи, яка виявляє фазовий перехiд. Нагадаємо, що наша модель задається такою енергiєю парної взаємодiї:

Φ(R) = −Φ_0 e^{−R/a} R/a , а її коефiцiєнт Фур’є

ν_q = −

4πa^3Φ_0 1 + (qa)^2 . Тепер для парної функцiї розподiлу маємо:

F_2(R) = 1 + 1 N − 1 ∑ q≠0

e^{iqR} ( 1 1 +^N_V βν_q − 1 )

= 1 + 1 N − 1 ∑ q≠0

e^{iqR} ( 1 1 − T_c/T (1 + (qa)^2) − 1 )

= 1 + 1 N − 1 ∑ q≠0

e^{iqR}

T_c/T 1 + (qa)^2 − T_c/T

= 1 + 1 N − 1

T_c T 1 4πa^2 ∑ q≠0

e^{iqR} 4π (κ/a)^2 + q^2 , де κ^2 = 1 −

T_c T . Звiдси для T > T_c, коли величина κ є дiйсною, маємо перетворення Фур’є для потенцiалу Юкави або екранованого кулонiвського потенцiалу i тому легко знаходимо

F_2(R) = 1 +

T_c 4πa^3ρT e^{−κR/a} R/a ,

κ = √ 1 − T_c T , κ^2 > 0.

Отже, бiнарна функцiя наближається до одиницi при великих вiдстанях головним чином за показниковим законом, тобто кореляцiї мiж частинками швидко спадають. Величину ξ = aκ^{−1} називають кореляцiйною довжиною. Якщо температура досягає критичної, T = T_c, κ = 0, то кореляцiйна довжина ξ → ∞ i ми маємо далекосяжнi кореляцiї, якi спадають з вiдстанню за кулонiвським законом:

F_2(R) = 1 + 1 4πa^2ρR . Характерною ознакою точки фазового переходу є наявнiсть далекосяжних кореляцiй. Iншими словами, у точцi T = T_c система раптово стає сильно скорельованою, або “жорсткою", коли її вiддаленi областi добре “вiдчувають"одна одну.

Обернена кореляцiйна довжина 1/ξ = κ/a прямує до нуля за степеневим законом: κ = ( 1 − T_c T )_ν

, ν = 1/2.

Показник ν, який визначає закон зменшення оберненої кореляцiйної довжини, називають критичним показником. Мiж критичними показниками iснують певнi спiввiдношення, якi випливають з їх означення, загальних термодинамiчних рiвнянь та деяких припущень.

Вiдоме спiввiдношення мiж критичними показниками кореляцiйної довжини ν та теплоємностi α:

C_V = ( 1 − T_c T )_{−α} , α = 2 − Dν.

Якщо покласти D = 3 (тривимiрний випадок), то отримаємо, що

α = 2 − 3 1 2 = 1 2 , як у нас i було ранiше.

Перейдемо тепер до випадку, коли температура T нижча, нiж температура фазового переходу T_c. Отже, T < T_c i величина κ^2 < 0, тобто κ є уявною, κ = i|κ|. Для знаходження парної функцiї F_2(R) робимо потрiбнi обчислення: 1 V ∑ q≠0

e^{iqR} 4π q^2 − (|κ|/a)^2

=_{V →∞} 1 (2π)^3 ∫ e^{iqR} 4π q^2 − (|κ|/a)^2 dq

= (i i )

= 2 πR ∞∫ 0 q sin qR q^2 − (|κ|/a)^2 dq = cos(|κ|R/a) R ,

цей iнтеґрал розумiємо у сенсi головного значення за Кошi.

Для перевiрки обчислимо компоненту Фур’є цього виразу: ∫ e^{−iqR} cos(|κ|R/a) R dR = 4π q ∫_∞ 0 sin qR cos(|κ|R/a) dR

= 2π q lim_{ν→0}

∫_∞ 0 e^{−νR} {sin[(q − |κ|/a)R] + sin[(q + |κ|/a)R]} dR

= 2π q lim_{ν→0} Im

∫_∞ 0 e^{−νR}[e^{i(q−|κ|/a)R} + e^{i(q+|κ|/a)R}] dR

= 2π q lim_{ν→0} Im [ 1 ν − i(q − |κ|/a) + 1 ν − i(q + |κ|/a) ]

= 2π q lim_{ν→0} [ q − |κ|/a ν^2 + (q − |κ|/a)^2 + q + |κ|/a ν^2 + (q + |κ|/a)^2 ]

= 4π q^2 − (|κ|/a)^2 , як i повинно бути.

Як бачимо, парна функцiя розподiлу

F_2(R) = 1 +

T_c 4πa^2ρT cos(|κ|R/a) R виявляє далекосяжний характер кореляцiй i маємо степеневе з осциляцiями прямування до одиницi при R → ∞. Осциляцiї вказують на певне просторове впорядкування частинок у системi.

Виникнення неаналiтичностi по температурi, як у парнiй функцiї) розподiлу, так i в термодинамiчних функцiях, якi ми дослiджували в §10, пов’язане з поведiнкою структурного фактора S_q при q → 0. Простий аналiз показує, що точка неаналiтичностi при T = T_c виникає, коли знаменник структурного фактора S_q при q = 0 обертається в нуль:

1 + β_c N V ν_0 = 0, β_c = 1/T_c.

Зрозумiло, що це можливо лише коли фур’є-образ потенцiалу ν_q при q = 0 є величиною вiд’ємною, ν_0 < 0. Оскiльки структурний фактор S_{q=0} = ρT κ_T , то в точцi T = T_c (в дiйсностi — це лiнiя T_c = T_c(ρ)) обернена iзотермiчна стисливiсть κ^{−1}_T також обертається в нуль. Отже, мова йде про точку, в якiй (∂P/∂V )_T = 0 i порушується умова термодинамiчної стiйкостi системи (збiльшення об’єму при T = const повинно приводити до зменшення тиску). Нашi висновки не залежать вiд прийнятих наближень i мають загальний характер.

Г Л А В А III

ÊÂÀÍÒÎÂI ÑÈÑÒÅÌÈ

§ 14. Êâàíòîâi ðiâíßííß ðóõó äëß ôëþêòóàöié ãóñòèíè

У квантовiй механiцi кожнiй фiзичнiй величинi f ставлять у вiдповiднiсть оператор f̂ причому так, що визначене спецiальним чином середнє значення цього оператора дорiвнює середньому значенню фiзичної величини^1 [11]. Оператори дiють на хвильовi функцiї, якi визначають квантовомеханiчний стан дослiджуваної системи. Якщо хвильова функцiя задана як функцiя координат частинок, то оператор координати r_j дорiвнює самiй координатi, а оператор iмпульсу p̂_j = −iℏ∇_j , тобто з точнiстю до множника збiгається з оператором ґрадiєнта ∇_j. Оператор швидкостi частинки ^ṙ_j = ^p_j /m. Це спiввiдношення формально можна отримати з класичного виразу ṙ_j = p_j/m, якщо над величинами швидкостi та iмпульсу поставити символ оператора — ламану дужку. Так само формально отримуємо з класичних рiвнянь руху Ньютона

mr̈_j = −∇_jΦ,

ṗ_j = −∇_j Φ,

де Φ — потенцiальна енергiя, квантовi рiвняння Гайзенберґа^2 :

m^r̈_j = −∇_jΦ,

^ṗ_j = −∇_j Φ.

1Цi та наведенi нижче елементарнi вiдомостi з квантової механiки викладаються у курсi атомної фiзики i їх достатньо для подальшого розумiння матерiалу.

2Гайзенберґ Вернер Карл (1901–1976) — нiмецький фiзик–теоретик, 1925 року створив перший, матричний варiант квантової механiки (Нобелiвська премiя 1932 року).

Оператор ^p_j не переставляється з координатою r_j , як це було у класичнiй механiцi для величин p_j та r_j . Наприклад, для одновимiрного випадку

xp̂ − p̂x = iℏ,

p̂ = −iℏ d dx . Наша мета, як i у класичному випадку, — знайти рiвняння руху для флюктуацiї густини частинок ρ_k, звести його до рiвняння для гармонiчного осцилятора, обчислити частоти коливань ω_k та середньоквадратичну флюктуацiю ⟨ρ_kρ_{−k}⟩ i розрахувати за їх допомогою фiзичнi характеристики квантових систем.

Першим кроком у цiй програмi є побудова рiвняння руху, яку ми почнемо з того, що знайдемо похiдну за часом вiд флюктуацiї густини ρ_k:

ρ_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} .

Саме тому, що оператор p̂_j не переставляється з r_j , а отже, i оператор ^ṙ_j не переставляється, або як кажуть, не комутує з координатою r_j , ми повиннi уважно пiдходити до взяття похiдних у квантовiй механiцi. Похiдну вiд ρ_k за часом t вiзьмемо, попередньо розклавши в ряд експоненту в означеннi ρ_k:

ρ_k = 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} = 1 √ N N∑ j=1 { 1 + (−ikr_j) + 1 2! (−ikr_j)(−ikr_j )

+ 1 3! (−ikr_j )(−ikr_j)(−ikr_j ) + . . . } ,

ρ̇_k = 1 √ N N∑ j=1 {(−ikṙ_j ) + 1 2! [(−ikṙ_j )(−ikr_j) + (−ikr_j )(−ikṙ_j )]

+ 1 3! [(−ikṙ_j )(−ikr_j)(−ikr_j ) + (−ikr_j)(−ikṙ_j )(−ikr_j)

+ (−ikr_j )(−ikr_j )(−ikṙ_j )] + 1 4! [. . .] + . . . }

= 1 √ N N∑ j=1 { (−ikp_j ) m

+ 1 2! [ (−ikp_j) m (−ikr_j ) + (−ikr_j)

(−ikp_j ) m ]

+ 1 3! [ (−ikp_j) m (−ikr_j )(−ikr_j) + (−ikr_j )

(−ikp_j) m (−ikr_j )

+ (−ikr_j )(−ikr_j )

(−ikp_j) m ] + 1 4! [. . .] + . . . } . Для переходу до квантовомеханiчних рiвнянь ставимо у цьому виразi символи операторiв:

^̇ρ_k = 1√ N N∑ j=1 { (−ikp̂_j ) m

+ 1 2! [ (−ikp̂_j ) m (−ikr_j ) + (−ikr_j)

(−ikp̂_j ) m ]

+ 1 3! [ (−ikp̂_j ) m (−ikr_j )(−ikr_j) + (−ikr_j )

(−ikp̂_j ) m (−ikr_j )

+ (−ikr_j)(−ikr_j )

(−ikp̂_j ) m ] + 1 4! [. . .] + . . . } . Тепер нагадаємо, що оператор iмпульсу

p̂_j = −iℏ∇_j

i будемо почергово, пригадуючи векторний аналiз, розраховувати величини, якi входять у квадратнi дужки. Отже,

(−ikp̂_j ) m (−ikr_j ) = iℏ m [(k∇_j)(kr_j )] + (−ikr_j)

(−ikp̂_j ) m

= iℏ m k^2 + (−ikr_j)

(−ikp̂_j ) m . Далi

(−ikp̂_j ) m (−ikr_j )(−ikr_j) = − ℏ m [(k∇_j )(−ikr_j)](−ikr_j )

+(−ikr_j)

(−ikp̂_j ) m (−ikr_j ) = iℏ m k^2(−ikr_j )

−(−ikr_j) ℏ m [(k∇_j )(−ikr_j)] + (−ikr_j )(−ikr_j)

(−ikp̂_j ) m = 2 iℏ m k^2(−ikr_j ) + (−ikr_j)(−ikr_j )

(−ikp̂_j ) m . Нарештi

(−ikr_j)

(−ikp̂_j ) m (−ikr_j) = (−ikr_j ) iℏ m k^2 + (−ikr_j)(−ikr_j )

(−ikp̂_j ) m . Пiдставимо знайденi вирази у рiвняння для ^ρ̇_k:

^ρ̇_k = 1√ N N∑ j=1 { (−ikp̂_j ) m + iℏ 2m k^2 + (−ikr_j )

(−ikp̂_j ) m

+ 1 3! [ 3 iℏ m k^2(−ikr_j) + 3(−ikr_j)(−ikr_j )

(−ikp̂_j ) m ]

+ 1 4! [. . .] + . . . } = 1 √ N N∑ j=1 { iℏ 2m k^2[1 + (−ikr_j ) + . . .]

+ [1 + (−ikr_j ) + 1 2! (−ikr_j )(−ikr_j) + . . .]

(−ikp̂_j ) m } . Якщо би ми взяли бiльше доданкiв, то неважко зауважити, що ряди в квадратних дужках збираються в експоненту:

^ρ̇_k = 1√ N N∑ j=1 { iℏ 2m k^2e^{−ikrj} + e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m } .

Остаточно маємо:

^ρ̇_k = iℏ 2m k^2ρ_k + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m . Маючи цей вираз, беремо другу похiдну за часом. Отже,

^ρ̈_k = iℏ 2m k^2^ρ̇_k + 1 √ N N∑ j=1 d dt { e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m } . У перший доданок пiдставляємо знайдений вище вираз для ρ̇_k, а в другому доданку беремо похiдну як вiд добутку. Причому похiдну вiд експоненти ми щойно обчислювали при розрахунку ^ρ̇_k. Пiсля цього

^ρ̈_k = iℏ 2m k^2 iℏ 2m k^2ρ_k + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m

+ 1 √ N N∑ j=1 {( iℏ 2m k^2e^{−ikrj} + e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m )

× (−ikp̂_j ) m + e^{−ikrj}

(−ik^̇p_j) m } . Тепер маємо

^ρ̈_k = − ( ℏk^2 2m )_2

ρ_k + iℏ m k^2 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m

+ 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j )^2 m^2 + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ik^̇p_j) m . Нам залишилось явно розписати тут останнiй доданок. Оскiльки права частина рiвняння для оператора iмпульсу збiгається з класичним виразом, то використаємо для нього результат, який ми знайшли у §5:

(−ik^̇p_j) m = (ik∇_j)Φ m = ik m ∑ q≠0

(−iq) √ N V ν_qρ_{−q}e^{−iqrj} .

Отже,

1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ik^̇p_j ) m = ∑ q≠0

(kq) m ν_q V ρ_{−q} N∑ j=1 e^{−i(k+q)rj}

= − k^2 m ν_k N V ρ_k + ∑ q≠0 k+q≠0

(kq) m √ N V ν_qρ_{−q}ρ_{k+q},

тобто цей доданок у рiвняннi для ^ρ̈_k збiгається з вiдповiдним доданком у класичному рiвняннi для ρ̈_k.

Тепер ми можемо записати остаточний вигляд квантового рiвняння руху для флюктуацiй локальної густини частинок:

^ρ̈_k = − ( ℏk^2 2m )_2

ρ_k − k^2 m ν_k N V ρ_k + ∑ q≠0 k+q≠0

(kq) m √ N V ν_qρ_{−q}ρ_{k+q}

− 1 √ N ∑ j=1 e^{−ikrj}

(kp̂_j )^2 − ℏk^2(kp̂_j ) m^2 .

Це рiвняння, як бачимо, своєю структурою дуже нагадує вiдповiдне класичне рiвняння. Тому нашi подальшi кроки будемо робити, озираючись назад, але пам’ятаймо, що ми дослiджуємо все-таки квантову систему.

§ 15. Ðîçâ’ßçîê êâàíòîâîãî ðiâíßííß ðóõó äëß ôëþêòóàöié ãóñòèíè

Розв’язувати точнi рiвняння руху для ρ_k, як i у класичному випадку, немає змоги. Наше завдання полягає в тому, щоб знайти наближенi розв’язки. Для цього спростимо саме рiвняння, використовуючи деякi припущення. Перейдемо до цих наближень. По-перше, не будемо враховувати, як i у класичному випадку, членiв ∼ ρ_{−q}ρ_{q+k}, тобто квадратичних за флюктуацiями густини. По-друге, проведемо усереднення множникiв з операторами iмпульсiв. У класичному випадку йому вiдповiдає усереднення за швидкостями частинок. У квантовому випадку є додаткове наближення, яке полягає у розщепленнi усереднень за координатами та швидкостями. У класичному випадку цi усереднення незалежнi. Отже, нехай

(kp̂_j )^2 → ⟨(kp̂_j )^2⟩ = 1 3 k^2⟨p̂^2_j ⟩

= 1 3 k^22m⟨ p̂^2_j 2m ⟩ = 2 3 mk^2

⟨K̂⟩ N , де ⟨K̂⟩ — середнє значення кiнетичної енергiї системи N частинок, тобто середнє вiд оператора

K̂ = N∑ j=1 p̂^2_j 2m .

Ми скористались тим, що як i у класичному випадку, усереднення за напрямками дає 1/3. Крiм того, середнє значення p̂^2_j очевидно не залежить вiд iндексу j. Зрозумiло, що тепер кiнетична енергiя ⟨K̂⟩ вже не дорiвнює просто 3NT/2. Навiть при T = 0 K, внаслiдок принципу невизначеностей Гайзенберґа, кiнетична енергiя не дорiвнює нулевi (енергiя нульових коливань). Далi:

(kp̂_j ) → ⟨(kp̂_j )⟩ = (k⟨p̂_j ⟩) = 0, ⟨p̂_j ⟩ = 0

— оскiльки система, як цiле, нерухома, то середнє значення iмпульсу частинки дорiвнює нулевi.

Пiсля цих наближень маємо таке рiвняння:

^ρ̈_k + ω^2_kρ_k = 0,

де частота

ω_k = √( ℏk^2 2m )_2 + k^2 m ν_k N V + k^2 m 2 3 ⟨K̂⟩ N . Отже ми, як i сподiвались, отримали квантове рiвняння для гармонiчного осцилятора з частотою ω_k. Розв’язок його

ρ_k ∼ e^{iωkt}

описує незагасаючi гармонiчнi коливанння густини частинок системи.

Вираз для частоти ω_k є суттєво iншим у порiвняннi з класичною формулою. Важливим, однак, є те, що при переходi до класичного випадку формальним прямуванням сталої Планка до нуля (ℏ → 0), i коли при цьому ⟨K̂⟩ → 3NT/2 ми отримуємо для частоти класичний вираз знайдений ранiше у §6:

ω_k = √ k^2N mV ν_k + k^2T m . Це є ознакою узгодженостi нашого опису та прийнятих наближень у класичному i квантовому випадках.

§ 16. Åíåðãåòèœíèé ñïåêòð ðiäêîãî ãåëiþ^4He

Застосуймо отриманi результати для дослiдження енергетичного спектра квантових рiдин. Рiдина починає виявляти квантовi властивостi, коли довжина теплової хвилi де Бройля λ = (2πℏ^2/mT )^{1/2} стає спiвмiрною з середньою вiдстанню мiж частинками ⟨r⟩, яку ми визначимо спiввiдношенням 4π⟨r⟩^3/3 = V/N. При λ > ⟨r⟩ рiдина є квантовою, тобто за умови ( 2πℏ^2 mT )_{1/2} > ( 3V 4πN )_{1/3} , а отже, при температурах T < T_0, де так звана температура виродження

T_0 =

2πℏ^2 m ( 4πN 3V )_{2/3} . Прикладом такої квантової рiдини є рiдкий гелiй. У природi iснують два стiйких iзотопи гелiю, а саме^4He та^3He. Вiдповiдно маємо двi квантовi рiдини. Рiдкий^4He, атоми якого мають спiн, що дорiвнює нулевi, є бозе-частинками i утворюють, скраплюючись при температурi 4.2 K, бозе-рiдину. Для рiдкого^4He при його нормальнiй густинi N/V = 0.02185Å^{−3}, температура виродження T_0 ≃ 15.5 K. Тобто рiдкий^4He навiть в околi температури кипiння є суттєво квантовою рiдиною, яку потрiбно описувати законами квантової механiки.

Атоми^3He мають спiн 1/2 i є фермi-частинками. Вiдповiдно рiдкий^3He є фермi-рiдиною. Властивостi цих двох рiдин радикально рiзняться. Зокрема рiдкий^4He при температурi T_λ = 2.17 K переходить у надплинний стан — тобто набуває властивiсть протiкати через тонкi капiляри без тертя. Рiдкий^3He при такiй температурi не переходить у стан надплинностi. I лише при наднизьких температурах ∼ 3 mK переходить у надплинний стан з анiзотропними властивостями, причому механiзм переходу суттєво iнший, нiж у^4He. Цей механiзм подiбний до спарювання електронiв у куперiвськi пари в надпровiдниках.

Якщо у системi частинок є коливання густини з частотою ω_q, то для того, щоб перевести її у збуджений стан, потрiбно витратити квант енергiї E_q = ℏω_q. Такий процес вiдбувається при непружному розсiяннi нейтронiв у конденсованих тiлах, зокрема у квантових рiдинах. Наприклад, нехай нейтрон з початковим iмпульсом ℏk i енергiєю ℏ^2k^2/2M (M — маса нейтрона) розсiюється непружно на системi частинок. Пiсля розсiяння iмпульс нейтрона дорiвнює ℏk^′ , а енергiя ℏ^2k^{′2}/2M. У результатi такого процесу нейтрон “передає"квантовiй рiдинi iмпульс ℏq, q = k^′ −k i втрачає енергiю ℏ^2k^2/2M −ℏ^2k^{′2}/2M = E_q, яка йде на переведення рiдини як цiлого у збуджений стан. Такий збуджений стан трактують як виникнення елементарного збудження з iмпульсом ℏq i енергiєю E_q. Тому збуджений стан конденсованого тiла можна розглядати як сукупнiсть окремих елементарних збуджень.

Розв’язки квантових рiвнянь руху для коефiцiєнта Фур’є флюктуацiї густини частинок ρ_k, якi ми знайшли у попередньому параграфi, вказують на те, що в системi iснують елементарнi збудження з енергiєю E_k = ℏω_k:

E_k = ( ℏ^2k^2 2m )_2 + ℏ^2k^2 m ( N V ν_k + 2 3 ⟨K̂⟩ N ) . Якщо в цьому виразi використати нульове наближення для середнього значення кiнетичної енергiї ⟨K̂⟩ системи бозе-частинок, тобто взяти енергiю iдеального бозе-газу ⟨K̂⟩ = 0 при T = 0 K, то ми отримаємо формулу Боголюбова^3 [12]:

E_k = √( ℏ^2k^2 2m )_2 + ℏ^2k^2N mV ν_k.

Цей вираз М. Боголюбов знайшов ще у 1947 роцi за допомогою ориґiнального методу наближеного вторинного квантування. Фактично в цiй його працi вперше було показано як обчислювати енергетичний спектр конденсованого тiла

Для такої системи як рiдкий гелiй при k → 0 формула для E_k описує звуковi коливання, тобто фононну область спектра: E_k = cℏk, де c = 1 m ( ν_0 N V + 2 3 ⟨K̂⟩ N )

— швидкiсть звуку.

При k → ∞ маємо енергетичний спектр вiльних частинок:

E_k = ℏ^2k^2 2m . 3М. М. Боголюбов (1909–1992) — видатний учений, його основоположнi iдеї та фундаментальнi результати в механiцi, математицi i фiзицi значною мiрою визначили обличчя i рiвень сучасних дослiджень в цих галузях науки. У Києвi вiн заснував Iнститут теоретичної фiзики Академiї Наук України, який тепер названо його iм’ям. Неодноразово бував у Львовi, на кафедрi теоретичної фiзики Львiвського унiверситету та у Львiвському вiддiленнi Iнституту, який вiн створив.

На рис. 7 зображений експериментально вимiряний енергетичний спектр рiдкого^4He у дослiдах з непружного розсiяння нейтронiв [13].

Рис. 7. Спектр елементарних збуджень у рiдкому^4He.

Якiсно таку залежнiсть енергiї елементарних збуджень вiд iмпульсу ℏk постулював 1941 року Л. Д. Ландау у феноменологiчному поясненнi явища надплинностi рiдкого^4He, яке вiдкрив П. Л. Капiца 1937 року^4. Крива E_k має характерний мiнiмум, який називають ротонним мiнiмумом. Назва пiшла вiд помилкового припущення, що виникнення цього мiнiмуму є наслiдком вихрових (ротацiйних) рухiв у рiдинi. Насправдi, мiнiмум зумовлений наявнiстю ближнього порядку в рiдинi, тобто першим максимумом на структурному факторi S_k. Вiн є характерним для частот коливань структурно невпорядкованих як класичних, так i квантовоих систем (рiдини, аморфнi тiла) i перетворюється в нуль для

4За цi дослiдження властивостей рiдкого^4He Л. Д. Ландау (1908–1968) нагороджений 1962 року Нобелiвською премiєю. П. Л. Капiца (1894–1984) отримав Нобелiвську премiю 1978 року за фундаментальнi вiдкриття у галузi фiзики низьких температур.

кристалiчного тiла (на подвоєнiй вiдстанi до межi зони Брiллюена).

Ми говорили тут про енергетичний спектр рiдкого^4He. Спектр рiдкого^3He, як системи фермiонiв з яскравим виявом iндивiдуальних характеристик частинок, вiдрiзняється вiд спектра багатобозонної системи i для його опису необхiднi iншi пiдходи. Ми, однак, спробуємо дослiдити колективну гiлку спектра рiдкого^3He, природа якої — це також коливання густини. Причому не братимемо до уваги й те, що рiдкий^3He при наднизьких температурах є надплинним. Отже, у так званiй гiдродинамiчнiй межi, коли k → 0, маємо звуковi коливання з лiнiйною залежнiстю енергiї вiд хвильового вектора, яку ми виписали вище. Запишемо рiвняння для швидкостей звуку двох рiдин,^4He та^3He:

m_4c^2_4 = ρ_4ν_0 + 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 4 ,

m_3c^2_3 = ρ_3ν_0 + 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 3 , значки “3"та “4"бiля величин вказують, що вони стосуються до 3He та^4He вiдповiдно. Важливо, що коефiцiєнт Фур’є ν_0 для обидвох систем є однаковим. Справдi, енергiю мiжатомної взаємодiї визначають структури електронних оболонок, якi для атомiв^3He i^4He є однаковими, а не маси їхнiх ядер^5. Отже, ми маємо змогу вилучити з цих двох рiвнянь величину ν_0 i установити спiввiдношення

ρ_3 [ m_4c^2_4 − 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 4 ] = ρ_4 [ m_3c^2_3 − 2 3 ( ⟨K̂⟩ N ) 3 ] ,

з якого можна визначити, наприклад, середнi значення кiнетичної енергiї.

5Зрозумiло, що ми вiдволiкаємось вiд несуттєвої рiзницi, яка виникає у постадiабатичному наближеннi, внесок якого у мiжатомний потенцiал пропорцiйний до кореня квадратного з вiдношення маси електрона до маси ядра.

§ 17. Ñòðóêòóðíèé ôàêòîð êâàíòîâîĺ ðiäèíè

Тепер можемо перейти до розрахунку структурного фактора квантової системи багатьох частинок

S_k = ⟨|ρ_k|^2⟩ = ⟨ρ_kρ_{−k}⟩.

Почнемо зi знайденого нами виразу для першої похiдної за часом вiд ρ_k:

^ρ̇_k = iℏ 2m k^2ρ_k + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m , який помножимо справа на ρ_{−k}:

^ρ̇_kρ_{−k} = iℏ 2m k^2ρ_kρ_{−k} + 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m ρ_{−k}.

Обчислимо дiю оператора iмпульсу p̂_j , пам’ятаючи, що оператор ∇_j дiє як на величину ρ_{−k}, так i далi на хвильовi функцiї, якi тут, зрозумiло, не виписанi:

(−ikp̂_j ) m ρ_{−k} = − ik m N∑ l=1 (−iℏ)∇_j e^{ikrl} √ N + ρ_{−k}

(−ikp̂_j ) m

= (−ik)(ik)(−iℏ) m e^{ikrj} √ N + ρ_{−k}

(−ikp̂_j ) m . У результатi маємо

^ρ̇_kρ_{−k} = iℏ 2m k^2ρ_kρ_{−k} − iℏk^2 m 1 N N∑ j=1 1 + ρ_{−k} 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m .

Тепер помножимо оператор ^ρ̇_k злiва на ρ_{−k}:

ρ_{−k}^ρ̇_k = iℏ 2m k^2ρ_{−k}ρ_k + ρ_{−k} 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj}

(−ikp̂_j ) m .

Отже, рiзниця ρ_{−k}^ρ̇_k − ^ρ̇_kρ_{−k} = iℏ k^2 m . Ми знайшли переставнi або комутацiйнi спiввiдношення мiж оператором флюктуацiї густини частинок ρ_{−k} та її першою похiдною за часом.

З уваги на те, що рiвняння руху для ρ_{−k} у прийнятому наближеннi є рiвнянням для гармонiчного осцилятора, наведемо детальнiше аналогiю з квантовим лiнiйним гармонiчним осцилятором масою m та частотою ω. У класичному випадку функцiя Гамiльтона такого осцилятора H = p^2 2m + mω^2 2 x^2,

x — координата, p — iмпульс. У квантовому випадку вiдповiдний оператор енергiї або гамiльтонiан

Ĥ = p̂^2 2m + mω^2 2 x^2,

причому координата та оператор iмпульсу пiдкоренi умовi, яка визначає переставнi спiввiдношення мiж ними:

xp̂ − p̂x = iℏ.

Оператор iмпульсу пов’язаний з оператором швидкостi як i класичнi величини, спiввiдношенням

p̂ = m^ẋ,

а переставнi спiввiдношення мають вигляд:

x^ẋ − ^ẋx = iℏ 1 m . Тобто маємо повну аналогiю з переставним спiввiдношенням мiж ρ_{−k} та ^ρ̇_k для кожного k iз формальною замiною 1/m на k^2/m або m на m/k^2. Звертаємо увагу Читача на важливу деталь. А саме, наша замiна маси m на m/k^2 повнiстю узгоджується з тiєю, що ми мали у §4, де були намагання записати кiнетичну енергiю класичної системи частинок через узагальненi швидкостi ρ̇_k.

Далi повна енергiя осцилятора дорiвнює середньому значенню вiд оператора Гамiльтона

E = ⟨ p̂^2 2m ⟩ + mω^2 2 ⟨x^2⟩

i, як добре вiдомо, набуває таких значень [11]:

E = ℏω(n + 1/2), n = 0, 1, 2 . . . .

Отже, за аналогiєю можливi значення енергiї квантової рiдини

E_{..., nk, ...} = ∑ k ℏω_k(n_k + 1/2),

де кожне квантове число

n_k = 0, 1, 2, . . . .

Крiм того, як у класичному, так i квантовому випадках середнє значення потенцiальної енергiї осцилятора дорiвнює середньому значенню його кiнетичної енергiї, а отже,

mω^2 2 ⟨x^2⟩ = E 2 , таким чином ⟨x^2⟩ = E mω^2 або, пiдставляючи вираз енергiї, маємо:

⟨x^2⟩ = ℏ 2mω (1 + 2n).

Тому за аналогiєю знаходимо середньоквадратичну флюктуацiю густини (пам’ятаймо про замiну m → m/k^2):

⟨|ρ_k|^2⟩ = ℏk^2 2mω_k

(1 + 2n_k).

Ми отримали важливий результат. Фактично весь подальший розгляд властивостей квантових систем ґрунтується на цьому рiвнян- нi. Уведемо зручнi позначення, для цього перепишемо вираз для частоти ω_k так:

ω_k = ℏk^2 2m √ 1 + 2N V ν^∗_k / ℏ^2k^2 2m , де ефективний коефiцiєнт Фур’є енергiї мiжчастинкової взаємодiї

ν^∗_k = ν_k + 2 3 V N^2

⟨K̂⟩.

Далi позначимо скорочено радикал:

α_k = √ 1 + 2N V ν^∗_k / ℏ^2k^2 2m . Тепер частота: ω_k = ℏk^2 2m α_k,

а структурний фактор квантової рiдини

S_k = ⟨|ρ_k|^2⟩ =

1 + 2n_k α_k . Для основного стану, коли усi квантовi числа n_k = 0, тобто для температури T = 0 K структурний фактор

S_k = 1 α_k . Зробимо ще одне зауваження. У класичному випадку ми мали такий розв’язок: ⟨ρ_kρ_{−k}⟩ = k^2T mω^2_k . У квантовому випадку

⟨ρ_kρ_{−k}⟩ = ℏk^2 mω_k

(n_k + 1/2).

Тобто якщо формально температуру T замiнити на ℏω_k(n_k +1/2), то з класичного випадку отримаємо квантовий вираз. Така замiна означає, що енергiю класичного осцилятора T при переходi до квантового опису замiнюємо на середню енергiю квантового осцилятора^6 E = ℏω_k (n_k + 1/2).

Ми отримали вираз для структурного фактора S_k, який залежить вiд квантового числа n_k, тобто вiд того, в якому станi знаходиться вiдповiдний осцилятор. Для переходу до статистичного опису необхiдно виконати усереднення чисел заповнення n_k. Квантове число n_k дорiвнює кiлькостi осциляторiв зi значком k i тому його ще називають числом заповнення.

Iмовiрнiсть того, що осцилятор знаходиться при температурi T у станi з енергiєю E дорiвнює:

w = const e^{−E/T} ,

E = ℏω_k(n_k + 1/2).

Очевидно повинна виконуватись умова нормування: ∞∑ n_k=0

w = 1.

Остання рiвнiсть (сума усiх iмовiрностей дорiвнює одиницi) дає:

const ∞∑ n_k=0

e^{−ℏωk(nk +1/2)/T} = 1.

Звiдси знаходимо const — сталу нормування.

Тепер середнє значення n_k дорiвнює

⟨n_k⟩ = ∞∑ n_k=0

n_kw = ∞∑ n_k=0

n_ke^{−ℏωk (nk+1/2)/T} ∞∑ n_k=0

e^{−ℏωk (nk+1/2)/T}

6Не забуваймо про нашу домовленiсть вимiрювати температуру в енергетичних одиницях.

= ∞∑ n_k=0

n_ke^{−ℏωk nk/T} ∞∑ n_k=0

e^{−ℏωk nk/T} =

= − d dβ_k ln ∞∑ n_k=0

e^{−βknk} | | | | β_k=ℏω_k/T = − d dβ_k ln { 1 1 − e^{−βk} }| | β_k=ℏω_k/T = e^{−βk} 1 − e^{−βk} | | β_k=ℏω_k/T = 1 e^{ℏωk /T} − 1 . Цi очевиднi перетворення не потребують коментарiв.

Ми отримали розподiл Бозе-Айнштайна:

⟨n_k⟩ = 1 e^{ℏωk/T} − 1 . Отже, з урахуванням квантовомеханiчного i статистичного усереднення S_k = ⟨ρ_kρ_{−k}⟩ = ℏk^2 2mω_k

(1 + 2⟨n_k⟩), або S_k = ℏk^2 2mω_k ( 1 + 2 e^{ℏωk/T} − 1 ) = ℏk^2 2mω_k cth ( ℏω_k 2T ) . Цiкаво подивитись на цi вирази у низько- та високотемпературних межах. У першому випадку, коли T → 0, котанґенс гiперболiчний прямує до одиницi i

S_k = ℏk^2 2mω_k = 1 α_k . Причому у виразi для α_k середнє значення кiнетичної енергiї ⟨K̂⟩ потрiбно також брати при температурi абсолютного нуля.

Перша рiвнiсть у цiй формулi може бути записана через енергетичний спектр E_k = ℏω_k:

E_k = ℏ^2k^2 2mS_k . Отже, ми отримуємо зв’язок мiж спостережуваними величинами — енергiєю елементарних збуджень та структурним фактором, який випливає з теорiї М. Боголюбова 1947 року, а пiзнiше 1954 року цей зв’язок iншим методом встановив Р. Фейнман [5]. Формула Боголюбова-Фейнмана є точною лише при k → 0:

E_k = ℏkc, S_k = ℏk 2mc . Однак вона викриває механiзм формування ротонного мiнiмуму: максимум структурного фактора при k ∼ 1.91Å^{−1}, який зумовлений наявнiстю ближнього порядку у рiдинi й приводить до цього характерного прогину на кривiй E_k. Для кристалiчних тiл цей мiнiмум E_k, як зазначалось, дорiвнює нулевi i визначає подвоєну вiдстань до межi зони Брiллюена.

В областi високих температур T → ∞ маємо перехiд до класичної механiки (ℏ → 0). У цьому випадку використаємо розклад котанґенса при малих значеннях арґумента:

S_k = ℏk^2 2mω_k { 2T ℏω_k

+ . . . } . Таким чином, у цьому наближеннi

S_k =

T k^2 mω^2_k = k^2T m (_{k2} m ν_k^N_V +^{k2}_m^2_3^{⟨K̂⟩}_N ).

Для кiнетичної енергiї беремо класичний вираз ⟨K̂⟩ = 3NT/2 i остаточно S_k = k^2T/m (_{k2} m N V ν_k +^{k2}_m T ) = 1 1 + β^N_V ν_k

— як i повинно бути!

Отже, знайденi значення структурного фактора у цих граничних випадках демонструють повну узгодженiсть класичного i квантового опису структурних характеристик системи багатьох частинок, який ми запропонували. Ми отримали важливий результат. Завдяки тому, що у вираз для α_k входить середнє значення кiнетичної енергiї, знайденi формули працюють в низькотемпературнiй, тобто квантовiй областi, i виявляють можливiсть неперервного переходу до класичного випадку. Об’єднання в одному виразi цих двох граничних випадкiв в теорiї багаточастинкових систем є, радше, винятком, нiж правилом.

§ 18. Òåîðåìà ïðî äèôåðåíöiþâàííß ñåðåäíiõ çíàœåíü çà ïàðàìåòðîì

У класичному випадку середнi значення величин, якi залежать вiд координат q та iмпульсiв p, визначаються за допомогою функцiї розподiлу Ґiббса^7:

w(q, p) ∼ e^{−H(q,p)/T} ,

де гамiльтонiан H(q, p) = E — це енергiя системи, яка записана через канонiчно спряженi узагальненi iмпульси та координати. У квантовому випадку функцiя розподiлу залежить вiд номера квантового стану i визначається енергiєю системи в цьому станi E_n:

w_n ∼ e^{−En/T} .

Наприклад, середнє значення енергiї

E = ∑ n E_ne^{−En/T} ∑ n e^{−En/T} .

Надалi для визначеностi будемо розглядати квантовий випадок, а пiзнiше зробимо перехiд i до класичної механiки. Величина

7Ґiббс Джозайя-Уїллард (1839–1903) — американський фiзик-теоретик, основоположник статистичної фiзики, один з творцiв векторного числення.

e^{−En/T} є дiагональним матричним елементом оператора e^{−Ĥ/T} , де Ĥ — оператор енергiї або оператор Гамiльтона системи:

e^{−En/T} = (e^{−Ĥ/T} )_{nn}.

Далi для спрощення записiв позначаємо, як i ранiше, обернену температуру величиною β = 1/T . Тепер величина ∑ n e^{−βEn} = ∑ n (e^{−βĤ} )_{nn}

дорiвнює сумi дiагональних матричних елементiв, яка має назву “шпур"^8: Sp e^{−βĤ} = ∑ n (e^{−βĤ} )_{nn}.

Величина ∑ n E_ne^{−βEn} = ∑ n (Ĥe^{−βĤ} )_{nn}

також є шпуром матрицi Ĥe^{−βĤ} : ∑ n (Ĥe^{−βĤ} )_{nn} = Sp Ĥe^{−βĤ} .

Отже, середнє значення енергiї

E = ⟨Ĥ⟩ = Sp (Ĥe^{−βĤ} )/Sp e^{−βĤ} = − ∂ ∂β (Sp e^{−βĤ} )/Sp e^{−βĤ} = − ∂ ∂β ln(Sp e^{−βĤ} ).

Уведемо величину, яку називають “статистична сума"або “сума станiв":

Z = Sp e^{−βĤ} .

Тепер середнє значення енергiї

E = − ∂ ∂β (lnZ).

8Цю операцiю називають обчисленням слiду матриць. Звiдси назва “шпур": вiд нiмецького Spur, тобто слiд. Її часто позначають замiсть Sp також як Tr: вiд англiйського Trace — слiд.

Пригадаємо зв’язок мiж енергiєю E та вiльною енергiєю F E = ∂ ∂β (βF ).

Отже, порiвнюючи цей вираз з попереднiм, приймаємо, що

βF = −lnZ.

Строге доведення цiєї рiвностi ми залишаємо, оскiльки воно проводиться у загальному курсi статистичної механiки.

Нехай тепер вiльна енергiя F є функцiєю деякого параметра λ (наприклад, це m — маса частинки, e — її заряд, V — об’єм системи i т.п.). Вiзьмемо вiд вiльної енергiї

F = − 1 β lnZ похiдну за параметром λ: ∂F ∂λ = − 1 βZ ∂Z ∂λ . Пригадаємо, що шпур матрицi не залежить вiд представлення, тобто вiн є iнварiантом. Отже, для його розрахунку можна вибрати будь-яку повну систему функцiй, зокрема таких, якi не залежать вiд λ. Тому похiдну за λ можна внести пiд знак матричного елемента: ∂Z ∂λ = ∂ ∂λ Sp e^{−βĤ} = Sp { ∂ ∂λ (e^{−βĤ} ) } = −βSp ( ∂Ĥ ∂λ e^{−βĤ} ) . Отже, ∂F ∂λ = 1 Z Sp ( ∂Ĥ ∂λ e^{−βĤ} ) = Sp (_{∂Ĥ}

∂λ e^{−βĤ} ) Sp e^{−βĤ} = ⟨ ∂Ĥ ∂λ ⟩. Ми отримали дуже важливий результат: ∂F ∂λ = ⟨ ∂Ĥ ∂λ ⟩.

Тобто похiдна за параметром λ вiд вiльної енергiї дорiвнює середньому значенню похiдної вiд гамiльтонiану за цим параметром.

Ця рiвнiсть дає змогу отримати низку важливих формул. Нехай оператор енергiї

Ĥ = N∑ j=1 p̂^2_j 2m + Φ

Вiзьмемо за λ масу частинки m, λ = m: ∂Ĥ ∂m = − 1 m^2 N∑ j=1 p̂^2_j 2 = − 1 m N∑ j=1 p̂^2_j 2m ,

−m ∂Ĥ ∂m = N∑ j=1 p̂^2_j 2m . Уважаємо, що потенцiальна енергiя не залежить вiд маси частинок. Отже, −m ∂F ∂m = −m⟨ ∂Ĥ ∂m ⟩ = ⟨ N∑ j=1 p̂^2_j 2m ⟩ — середнє значення кiнетичної енергiї. Тобто середнє значення кiнетичної енергiї

⟨K̂⟩ = ⟨ N∑ j=1 p̂^2_j 2m ⟩ = −m ∂F ∂m . Розглянемо тепер такий приклад. Нехай Ĥ = Ĥ(λ), де

Ĥ(λ) = N∑ j=1 p̂^2_j 2m + λΦ,

λ — параметр вмикання взаємодiї. Тепер ∂F ∂λ = ⟨ ∂Ĥ(λ) ∂λ ⟩ = ⟨Φ⟩.

Отже, якщо вiдоме середнє значення потенцiальної енергiї ⟨Φ⟩, то можна знайти повну вiльну енергiю F = ∫ ⟨Φ⟩dλ + const.

“Сталу"величину const виберемо так, щоб при λ = 0 ми мали вiльну енергiю системи невзаємодiючих частинок (без потенцiальної енергiї), яку позначимо як F_0:

F = F_0 + 1∫ 0 ⟨Φ⟩dλ.

Отже виходить, якщо ми знайдемо середнє значення потенцiальної енергiї, то можна обчислити повну вiльну енергiю, а за нею середнє значення кiнетичної енергiї та iншi термодинамiчнi функцiї.

Якщо температура T = 0, то з рiвняння F = E − T S, маємо F = E. Тому при T = 0 знаходимо: ∂E ∂λ = ⟨ ∂Ĥ ∂λ ⟩. У класичному випадку формула ∂F ∂λ = ⟨ ∂H ∂λ ⟩ зберiгає свою силу: необхiдно лише пiд знаком ⟨. . .⟩ розумiти класичне усереднення та те, що H = H(q, p) — це класична функцiя Гамiльтона.

Наведемо приклад. У теорiї класичної плазми ми знайшли, що

⟨Φ⟩ = − T V 8π κ^3,

де обернений радiус Дебая κ = ( N V 4πe^2 T )_{1/2} .

За параметр вмикання взаємодiї λ виберемо множник бiля потенцiальної енергiї: формально необхiдна замiна e^2 на λe^2. Отже,

⟨λΦ⟩ = − T V 8π λ^{3/2}κ^3,

а вiльна енергiя

F = F_{id} − T V 8π κ^3 1∫ 0 λ^{1/2}dλ = F_{id} − T V 8π 2 3 κ^3.

В остаточних результатах зрозумiло покладемо λ = 1 i

F = F_{id} − T V 12π κ^3 = F_{id} − 2 3 |e|^3 √ πN T V N. Саме цей результат ми знайшли ранiше.

Якщо за параметр λ вибрати коефiцiєнт Фур’є енергiї взаємодiї ν_q, то наша теорема дає ⟨ δĤ δν_q ⟩ = δF δν_q . Ми використовуємо тут позначення функцiональної похiдної, маючи на увазi перехiд V → ∞, N → ∞, N/V = const до неперервних значень компонент хвильового вектора q. Крiм того, для визначеностi бiля ν_q ставимо векторний значок q. Якщо компоненти вектора q є дискретними, маємо звичайну похiдну. З виразу для оператора енергiї Ĥ одержуємо δĤ δν_q = N 2V (ρ_qρ_{−q} − 1).

З цих формул отримаємо зручне рiвняння для обчислення структурного фактора: S_q = 1 + 2V N δF δν_q . Якщо для вiльної енергiї класичної системи взяти вираз у наближеннi хаотичних фаз з § 8, то отримаємо знайому нам формулу для S_q.

§ 19. Òåîðåìà ïðî âiðiàë

Скористаймось теоремою про те, що середнє значення похiдної вiд оператора Гамiльтона за деяким параметром λ дорiвнює похiднiй вiд вiльної енергiї за цим параметром: ∂F ∂λ = ⟨ ∂Ĥ ∂λ ⟩. Нехай гамiльтонiан дослiджуваної системи має стандартний вигляд суми кiнетичної енергiї та потенцiальної енергiї попарних мiжчастинкових взаємодiй:

Ĥ = ∑ j≥1 p̂^2_j 2m + ∑ 1≤i<j≤N

Φ(|r_i − r_j|).

Зробимо замiну змiнних,

r_j = λr^′_j,

у результатi якої гамiльтонiан

Ĥ = 1

λ^2 ∑ j≥1 p̂^{′2}_j 2m + ∑ 1≤i<j≤N

Φ(λ|r^′_i − r^′_j|),

а похiдна ∂Ĥ ∂λ = − 2 λ^3 ∑ j≥1 p̂^{′2}_j 2m + ∑ 1≤i<j≤N ∂ ∂λ Φ(λ|r^′_i − r^′_j |).

Очевидно, що

∂Φ(λR^′ ) ∂λ = R^′ λ ∂Φ(λR^′ ) ∂R^′ = 1 λ (R^′ ∇^′ )Φ(λR^′ ),

тому ∂ ∂λ Φ(λ|r^′_i − r^′_j |) = 1 λ (r^′_i − r^′_j )∇^′_{ij} Φ(λ|r^′_i − r^′_j|).

Знiмаємо штрихи замiною r^′_j = r_j/λ:

∂Ĥ ∂λ = − 2 λ ∑ j=1 p̂^2_j 2m + 1 λ ∑ 1≤i<j≤N

(r_i − r_j )∇_{ij} Φ(|r_i − r_j |).

Тепер ∂F ∂λ = − 2 λ ⟨K⟩ + 1 λ ⟨ ∑ 1≤i<j≤N

(r_i − r_j )∇_{ij} Φ(|r_i − r_j|)⟩,

де середнє значення кiнетичної енергiї

⟨K⟩ = ⟨ N∑ j=1 p̂^2_j 2m ⟩. Нехай параметр λ = L = V^{1/3} — ребро куба, в якому є наша система,

dλ = 1 3 V^{−2/3}dV.

Отже, маємо

3V^{2/3} ∂F ∂V = − 2 V^{1/3}

⟨K⟩ + 1 V^{1/3} ⟨ ∑ 1≤i<j≤N

(r_i − r_j )∇_{ij} Φ(|r_i − r_j |)⟩, або 3V ∂F ∂V = −2⟨K⟩ + ⟨ ∑ 1≤i<j≤N

(r_i − r_j)∇_{ij}Φ(|r_i − r_j|)⟩.

Пригадаємо, що тиск P = −(∂F/∂V )_T i запишемо, цю рiвнiсть так: P = 2⟨K⟩ 3V − 1 3V ⟨ ∑ 1≤i<j≤N

(r_i − r_j )∇_{ij} Φ(|r_i − r_j|)⟩.

Другий доданок у правiй частинi цiєї рiвностi має назву вiрiалу (лат. vis, мн. viries — сила, потужнiсть, енергiя). Тому цю рiвнiсть називають теоремою вiрiалу. У класичнiй фiзицi її встановив i дав назву нiмецький фiзик Р. Ю. Е. Клаузiус ще 1870 року.

Неважко побачити, що для D-вимiрної системи замiсть числа 3 у цих формулах слiд поставити значення D.

§ 20. Âiëüíà åíåðãiß êâàíòîâîĺ ðiäèíè

Маючи вираз для структурного фактора квантової системи, знайдемо середнє значення потенцiальної енергiї:

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1)

= N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q { 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 } ,

⟨n_q⟩ = 1 e^{βαq ℏ2q2/2m} − 1 ,

α_q = √ 1 + 2N V ν^∗_q / ℏ^2q^2 2m ,

ν^∗_q = ν_q + 2 3 V N^2

⟨K̂⟩.

Перед тим, як переходити до обчислення вiльної енергiї, зробимо таке зауваження. Скористаємось тим фактом, що парна функцiя розподiлу

F_2(R) = 1 + 1 N − 1 ∑ q≠0

(S_q − 1)e^{iqR}

для такої бозе-рiдини як^4He дорiвнює нулевi при R = 0, оскiльки атоми мають розмiри i ймовiрнiсть їх взаємного розташування на вiдстанi меншiй, нiж “дiаметр"атома дорiвнює нулевi. Отже, 1 N − 1 ∑ q≠0

(S_q − 1) = −1.

Це дає змогу записати середню потенцiальну енергiю так:

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ( ν^∗_q − 2 3 V N^2

⟨K̂⟩ ) (S_q − 1)

= N(N − 1) 2V ν_0 −

⟨K̂⟩ 3N ∑ q≠0

(S_q − 1) + ∑ q≠0 N 2V ν^∗_q (S_q − 1)

= N(N − 1) 2V ν^∗_0 + ∑ q≠0 N 2V ν^∗_q (S_q − 1).

Тобто вдалось записати величини ⟨Φ⟩ та S_q лише через ефективний коефiцiєнт Фур’є мiжатомної взаємодiї ν^∗_q .

Будемо дослiджувати систему з бозе-частинок, прикладом якої є рiдкий^4He. Така система характеризується тим, що при температурi абсолютного нуля за вiдсутностi взаємодiї мiж частинками її енергiя дорiвнює нулевi: усi частинки мають нульовi значення iмпульсiв. Це так зване явище Бозе-Айнштайнiвської конденсацiї — конденсацiї частинок в iмпульсному просторi.

Використаймо нульове наближення для середнього значення кiнетичної енергiї ⟨K̂⟩ = 0 — тобто вiзьмiмо кiнетичну енергiю iдеального бозе-газу при T = 0 K так, що ν^∗_q = ν_q.

Уведемо параметр вмикання взаємодiї, ν_q → λν_q, i обчислимо вiльну енергiю

F = F_{id} + 1∫ 0 ⟨Φ⟩dλ,

де F_{id} — вiльна енергiя iдеального газу, а

⟨λΦ⟩ =

N(N − 1) 2V λν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_qλ { 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 } , тут α_q = √ 1 + 2N V λν_q / ℏ^2q^2 2m . — ми не навантажуємо α_q додатковим iндексом λ, який свiдчив би її залежнiсть вiд нього, оскiльки це тимчасове позначення.

Далi маємо:

F = F_{id} + 1∫ 0 dλ N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q [ 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 ]

= F_{id} +

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ − 1 .

Розглянемо iнтеґрал 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ =

α_q∫

1 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ dα_q dα_q.

Ми зробили замiну змiнної iнтеґрування: замiсть λ ввели α_q. Обчислимо похiдну dα_q dλ = ( N V ν_q / ℏ^2q^2 2m ) 1 α_q , dλ dα_q

= α_q ℏ^2q^2 2m / N V ν_q.

Тепер iнтеґрал 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ = ℏ^2q^2/2m Nν_q/V

α_q∫

1 (1 + 2⟨n_q⟩)dα_q

= ℏ^2q^2/2m Nν_q/V

(α_q − 1) + 2

α_q∫

1 dα_q e^{βℏ2 q2αq /2m} − 1 . Поза iнтеґралом та на його верхнiй межi величина α_q береться при λ = 1:

α_q = √ 1 + 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2m . Далi йде замiна x = e^{βℏ2q2αq /2m}, dx = β^{ℏ2q2}_{2m} x dα_q. Отже, наш iнтеґрал

α_q∫

1 dα_q e^{βℏ2 q2αq /2m} − 1 = e^{βℏ2q2αq /2m} ∫ e^{βℏ2q2/2m} dx xβ^{ℏ2q2}_{2m} (x − 1)

= − 1 βℏ^2q^2/2m

e^{βℏ2q2αq /2m} ∫ e^{βℏ2q2/2m} dx ( 1 x − 1 x − 1 )

= 1 βℏ^2q^2/2m { ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) − ln ( 1 − e^{−βℏ2q2/2m} )} . Тепер вiльна енергiя

F = F_{id} +

N(N − 1) 2V ν_0 + 1 2 ∑ q≠0 [ ℏ^2q^2 2m (α_q − 1) − N V ν_q ]

+ 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) − 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2/2m} ) . Перетворимо вираз у квадратних дужках:

ℏ^2q^2 2m (α_q − 1) − N V ν_q = − ℏ^2q^2 4m (α_q − 1)^2.

Отже, остаточно

F = F_{id} +

N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2

+ 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) − 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2/2m} ) . Якщо покласти температуру T = 0 K, то вiльна енергiя збiгається з внутрiшньою енергiєю, яку називають енергiєю основного стану:

E_0 =

N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2.

Вiльна енергiя iдеального бозе-газу при T = 0 K дорiвнює нулевi.

Уведемо позначення

ΔF_{id} = F_{id} − 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2 q2/2m} ) i запишемо вiльну енергiю так:

F = ΔF_{id} + E_0 + 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βαq ℏ2q2/2m} ) .

У такiй квантовiй бозе-рiдинi як рiдкий^4He вiдбувається фазовий перехiд при деякiй температурi T = T_λ — перехiд у надплинний стан. Фазовий перехiд вiдбувається i в iдеальному бозе-газi при T = T_c. Причому для температур T < T_c

F_{id} = 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−β ℏ2q22m} ) , тому ΔF_{id} = 0. Отже, для T < T_c

F = E_0 + 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) . Ми знайшли вiльну енергiю у наближеннi Боголюбова. Повна внутрiшня енергiя при T < T_c E = ∂ ∂β (βF ) = E_0 + ∂ ∂β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} )

= E_0 + ∑ q≠0 ℏ^2q^2

2m α_qe^{−βℏ2q2αq /2m} 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} або E = E_0 + ∑ q≠0

E_q e^{Eq /T} − 1 , де E_q = ℏ^2q^2 2m α_q.

Дослiдимо залежнiсть внутрiшньої енергiї E вiд температури. При T → 0 важливими в iнтеґралi за q є малi значення хвильового вектора, коли E_q = ℏcq, q → 0 i E = E_0 + ∑ q≠0 ℏcq e^{ℏcq/T} − 1 . Переходимо тут вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування:

E = E_0 + V (2π)^3 ∫ dq ℏcq e^{ℏcq/T} − 1

= E_0 + V (2π)^3 4π ∞∫ 0 q^2dq ℏcq e^{ℏcq/T} − 1 .

Замiна змiнної iнтеґрування: ℏcq T = x, q = T ℏc x. Тепер

E = E_0 + V 2π^2 T ( T ℏc )_3^∞∫ 0 x^3 e^x − 1 dx. Цей iнтеґрал добре вiдомий: ∞∫ 0 x^3 e^x − 1 dx = π^4 15 .

Остаточно E = E_0 +

V π^2T^4 30(ℏc)^3 , а теплоємнiсть C_V = V

2π^2 15 ( T ℏc )_3 . Саме таку залежнiсть теплоємностi вiд температури i спостерiгають у рiдкому^4He при T → 0 K. Зауважимо, що вирази для залежностi енергiї E та теплоємностi C_V вiд температури такi як i у чорного випромiнювання (Закон Стефана-Больцмана). Це є наслiдком лiнiйної залежностi енергетичного спектра E_q вiд хвильового вектора q як для фотонiв, так i для звукових коливань у рiдинi. Потрiбно лише пам’ятати, що у фотонiв є двi незалежнi поляризацiї, а для фононiв у рiдинi лише одна — поздовжна. Тому для фотонiв цi вирази удвiчi бiльшi.

Iсторично склалося так, що саме ця “кубiчна поведiнка"теплоємностi рiдкого гелiю при низьких температурах i навела Л. Д. Ландау на думку постулювати початкову дiлянку енергетичного спектра рiдкого^4He акустичною, тобто лiнiйною залежнiстю вiд хвильового вектора.

Цiкаво обчислити енергiю нульових коливань рiдкого^4He, тобто енергiю основного стану E_0. Для цього перепишемо величину E_0 лише через спостережуванi величини, а саме через швидкiсть звуку c i структурний фактор S_q. Скористаємось тим самим прийомом, що й у класичнiй теорiї. Отже, знайдемо тиск при T = 0 K:

E_0 =

N^2 2V ν_0 − V ∫ dq (2π)^3 ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2,

P = −

∂E_0 ∂V = N^2ν_0 2V^2 + ∫ dq (2π)^3 ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2

+ V ∫ dq (2π)^3 ℏ^2q^2 8m α_q − 1 α_q ( − 2Nν_q V^2 / ℏ^2q^2 2m ) , або P = ρ^2 ν_0 2 − ∫ dq (2π)^3 ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2 α_q . Далi беремо похiдну за густиною ∂P/∂ρ = mc^2 i знаходимо, що

mc^2 = N V ν_0 − V 2N ∫ dq (2π)^3 ℏ^2q^2 8m 1 α_q ( α_q − 1 α_q

)_2 . Пiдставимо звiдси ν_0 у вираз для енергiї E_0:

E_0 N = mc^2 2 − V N ∫ dq (2π)^3 ℏ^2q^2 8m ( 1 − 1 α_q

)_3 (

α^2_q + 3 4 α_q + 1 4 ) .

Враховуючи, що в цьому наближеннi α_q = 1/S_q i повертаючись до пiдсумовування за iмпульсами остаточно маємо

E_0 N = mc^2 2 + 1 N ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (S_q − 1)^3 ( 1 4 + 3 4S_q + 1 S^2_q ) . Ми досягли мети: для розрахунку енергiї основного стану нам не потрiбно знати потенцiальну енергiю Φ(R). Отже, значення E_0/N не залежатиме вiд параметрiв потенцiалу, що моделює взаємодiю мiж атомами^4He.

Наведемо результат комп’ютерного iнтеґрування з використанням експериментальних значень для c та S_q: E_0/N = −5.31 K. Це добре узгоджується з експериментальним значенням E^{exp}_0 /N = −7.13 K, зважаючи на те, що ми використали лише нульове наближення.

Ми могли би вилучити сталу ν_0 i вiдразу з рiвняння для тиску:

E_0 = P V + ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (S_q − 1)^3 S^2_q .

§ 21. Ñåðåäíß êiíåòèœíà åíåðãiß i ðîçïîäië œàñòèíîê çà iìïóëüñàìè ó êâàíòîâié ðiäèíi

Середнє значення кiнетичної енергiї K = ⟨K̂⟩ розраховуємо з вiльної енергiї, диференцiюючи її за “параметром"λ = m, де m — маса частинки: K = −m ∂F ∂m . Вiзьмемо для вiльної енергiї багатобозонної системи вираз, справедливий при низьких температурах:

K = −m ∂ ∂m E_0 + 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−β ℏ2q22m αq} ) = K_0 + K_1,

де кiнетична енергiя в основному станi

K_0 = −m

∂E_0 ∂m = m ∑ q≠0 ∂ ∂m { ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2 }

= m ∑ q≠0 { − ℏ^2q^2 8m^2

(α_q − 1)^2 + ℏ^2q^2 4m (α_q − 1) 1 2α_q 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2 }

= ∑ q≠0 { − ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2 + ℏ^2q^2 8m (α_q − 1) α_q

(α^2_q − 1) }

i отже, K_0 = ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m (α_q − 1)^2

4α_q . Частина кiнетичної енергiї, яка описує збудженi стани

K_1 = −m ∂ ∂m 1 β ∑ q≠0 ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) =

= m 1 β ∑ q≠0 1 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} e^{−βℏ2 q2αq /2m}

× ( β ℏ^2q^2 2m^2 α_q − β ℏ^2q^2 2m 1 2α_q 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2 )

= ∑ q≠0

ℏ^2q^2/2m e^{Eq /T} − 1 [ α_q − 1 2α_q

(α^2_q − 1) ] . Таким чином,

K_1 = ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m 1 2 ( α_q + 1 α_q ) ⟨n_q⟩.

Повне середнє значення кiнетичної енергiї: K = ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m [ (α_q − 1)^2

4α_q + 1 2 ( α_q + 1 α_q ) ⟨n_q⟩ ] .

Якщо додати середнi значення кiнетичної енергiї K = ⟨K̂⟩ та потенцiальної енергiї, ми повиннi отримати повну внутрiшню енергiю E. Перевiримо це:

E = ⟨K̂⟩ + ⟨Φ⟩ = ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m [ (α_q − 1)^2 4α_q + 1 2 ( α_q + 1 α_q ) ⟨n_q⟩ ]

+ N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q ( 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 ) = N(N − 1) 2V ν_0

+ ∑ q≠0 [ ℏ^2q^2 2m (α_q − 1)^2 4α_q + N 2V ν_q ( 1 α_q − 1 )]

+ ∑ q≠0 [ ℏ^2q^2 2m 1 2 ( α_q + 1 α_q ) ⟨n_q⟩ + N V ν_q

⟨n_q⟩ α_q ] = N(N − 1) 2V ν_0

+ ∑ q≠0 [ ℏ^2q^2 2m (α_q − 1)^2 4α_q + ℏ^2q^2 2m (α^2_q − 1) 4 ( 1 α_q − 1 )]

+ ∑ q≠0

⟨n_q⟩ ℏ^2q^2 2m 1 2 [ α_q + 1 α_q + α^2_q − 1

α_q ]

= N(N − 1) 2V ν_0 + 1 4 ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m (α_q − 1)^2 ( 1 α_q − α_q + 1 α_q )

+ ∑ q≠0

⟨n_q⟩ ℏ^2q^2 2m α_q.

Отже, ми отримали вираз

E = E_0 + ∑ q≠0

E_q⟨n_q⟩,

E_0 =

N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2,

який збiгається з ранiше знайденим.

Середню кiнетичну енергiю системи за допомогою рiвняння α_q = 1/S_q легко переписати через структурний фактор S_q. Зокрема для основного стану з розрахунку на одну частинку

K_0 N = 1 N ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m (S_q − 1)^2 4S_q . Цей вираз дає змогу розрахувати середнє значення кiнетичної енергiї надплинного^4He при температурi абсолютного нуля [14]: K_0/N = 12.1 K.

Знайдемо тепер розподiл частинок за iмпульсами. Будемо виходити з таких мiркувань. Якщо частинка має кiнетичну енергiю ℏ^2q^2/2m, а середнє число частинок дорiвнює N_q, то середня кiнетична енергiя K = ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m N_q.

Тому, порiвнюючи цей вираз зi знайденим вище значенням K, маємо N_q =

(α_q − 1)^2 4α_q + 1 2 ( α_q + 1 α_q ) ⟨n_q⟩,

коли q ≠ 0. Нагадаємо, що ⟨n_q⟩ — це середнє число елементарних збуджень. Зауважимо, що пiдсумовування за хвильовим вектором q вiдбувається за усiма значеннями за винятком q = 0. Тому i N_q маємо лише для q ≠ 0. Якщо α_q = 1, тобто ν_q = 0 (iдеальний газ), то середнє значення кiлькостi частинок, iмпульс яких дорiвнює q набуває вигляду розподiлу Бозе-Айнштайна:

N_q = 1 e^{βℏ2q2/2m} − 1 . Нагадаймо, що температура T < T_c.

Нехай тепер температура T = 0, а отже i ⟨n_q⟩ = 0. Тому

N_q =

(α_q − 1)^2 4α_q

, q ≠ 0.

Повна кiлькiсть частинок N = N_0 + ∑ q≠0

N_q, де N_0 = N_{q=0}. Звiдси

N_0 = N − ∑ q≠0

(α_q − 1)^2 4α_q − 1 2 ∑ q≠0 ( α_q + 1 α_q ) ⟨n_q⟩

— це так званий бозе-конденсат: тобто кiлькiсть частинок рiдини, iмпульс яких дорiвнює нулевi. Iншими словами, це число частинок, якi “сконденсованi"у стан з q = 0.

Вiдносне заповнення бозе-конденсату (БК) при T = 0 K:

N_0 N = 1 − 1 N ∑ q≠0

(α_q − 1)^2 4α_q .

Явище бозе-конденсацiї є характерним для багатобозонних систем, для яких немає принципу заборони Паулi. Яскравим прикладом є лазер, у якому в станi бозе-конденсацiї знаходяться фотони. Явище бозе-конденсацiї спостерiгається i у надплинному^4He. Однак для розрахунку кiлькостi БК у реальному^4He ця формула непридатна. Якщо пiдставити α_q = 1/S_q i розрахувати N_0/N для основного стану, то iнтеґральний член є бiльшим за одиницю i число N_0 стає вiд’ємним. Це просто означає, що на вiдмiну, скажiмо, вiд енергiї величина N_0 є чутливiшою до наближень. Ця її “вередливiсть"змушує розвивати потужнiшi методи розрахунку, нiж тi простi наближення, якi ми тут пропонуємо. Виявляється, що знайдена тут формула для N_0/N при T = 0 K — це лише першi два члени розкладу експоненти.

Зi зростанням температури БК розмивається, оскiльки збiльшується середнє число елементарних збуджень ⟨n_q⟩. Температуру T_c, при якiй N_0 = 0, називають точкою бозе-конденсацiї. У цiй точцi вiдбувається фазовий перехiд. Вважають, що перехiд рiдкого^4He у надплинний стан супроводжує виникнення БК. Тобто, що точка бозе-конденсацiї T_c збiгається з температурою λ-переходу T_λ. Зауважимо, однак, що зв’язок мiж явищем бозе-конденсацiї i надплиннiстю не такий простий. При T = 0 K в iдеальному бозегазi N_0 = N, тобто маємо стовiдсотковий БК, але ця система не є надплинною. У рiдкому^4He при T = 0 K БК становить лише невелику долю, N_0/N ∼ 6%, але рiдина є повнiстю надплинною.

Температуру бозе-конденсацiї T_c легко знайти з умови N_0 = 0 для iдеального бозе-газу, коли α_q = 1: N = ∑ q≠0 1 e^{ℏ2q2/2mTc} − 1 . Переходимо вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування й iнтеґруємо за кутами у сферичних координатах: N = V (2π)^3 4π ∫_∞ 0 q^2dq e^{ℏ2q2/2mTc} − 1 . Уведемо нову змiнну iнтеґрування x = ℏ^2q^2/2mT_c й отримаємо: N = V (2π)^2 ( 2mT_c ℏ^2

)_{3/2} ∫_∞ 0 √ xdx e^x − 1 , або √ π 2 N V λ^3_c =

∫_∞ 0 √ xdx e^x − 1 , де λ_c = (2πℏ^2/mT_c)^{1/2} — довжина теплової хвилi де Бройля при температурi бозе-конденсацiї T_c.

Обчислюємо iнтеґрал:

∫_∞ 0 √ x e^x − 1 dx =

∫_∞ 0 √ xe^{−x} 1 − e^{−x} dx = (розклад у ряд за степенями e^{−x}) = ∫_∞ 0 √ x ∞∑ n=1 e^{−nx}dx = (замiна y = nx) =

= ∞∑ n=1 1 n^{3/2}

∫_∞ 0 √ ye^{−y}dy,

цей iнтеґрал дорiвнює гамма-функцiї вiд 3/2, Γ(3/2) = √ π/2, а сума за означенням є дзета-функцiєю Рiмана ζ(3/2) = 2.612. Отже, ∫_∞ 0 √ x e^x − 1 dx = √ π 2 ζ(3/2).

У результатi маємо таке рiвняння на температуру бозеконденсацiї в iдеальному газi: N V λ^3_c = ζ(3/2).

Звiдси температура бозе-конденсацiї

T_c =

2πℏ^2 m [ N V / ζ(3/2)

]_{2/3} . Чисельно для густини рiдкого^4He N/V = 0.02185Å^{−3} температура T_c ≃ 3.13 K, i є досить близькою до температури λ-переходу T_λ = 2.17 K. Саме ця близькiсть температур i наштовхнула на думку, що явища надплинностi та бозе-конденсацiї є супутнiми.

§ 22. Çàðßäæåíèé áîçå-ãàç ïðè T = 0 K

Розглянемо квантову систему заряджених безспiнових бозечастинок, тобто частинок, що пiдкоряються статистицi Бозе- Айнштайна. Вважаємо, що частинки рухаються в однорiдному нейтралiзуючому фонi. Таку систему називають зарядженим бозе-газом. Вона є аналогом електронного газу в компенсуючому полi, класичну теорiю якого ми мали в § 9. Зазначимо, що у квантовому випадку електронний газ — це фермi–газ, оскiльки електрони мають спiн рiвний 1/2 i пiдкоряються статистицi Фермi-Дiрака. Важко знайти реалiзацiю у природi системи, яку б моделював заряджений бозе-газ^9. Однак така модель дає змогу випробовувати ефективнiсть математичних методiв та наближень, що застосовують в теорiї багаточастинкових систем [15,16].

Оскiльки в системi є кулонiвська взаємодiя, то її коефiцiєнт Фур’є

ν_q =

4πe^2 q^2

, q ≠ 0; ν_q = 0 q = 0

9Таке утворення як куперiвська електронна пара в моделi надпровiдника Бардiна-Купера-Шриффера важко трактувати, як бозе-частинку, оскiльки електрони в нiй роздiленi у просторi на вiдстань∼ 10^3 ÷ 10^4Å.

i середня потенцiальна енергiя

⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1),

з урахуванням того, що структурний фактор S_q = 1/α_q при T = 0 K, дорiвнює

⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q ( 1 / √ 1 + 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2m − 1 ) .

Ми взяли для α_q наближений вираз з ⟨K̂⟩ = 0, як i у попередньому параграфi.

Уведемо характерний для цiєї задачi хвильовий вектор q_0 таким рiвнянням: 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2m = 2N V 4πe^2 ℏ^2 2m 1 q^4 = ( q_0 q )_4 , тобто q^4_0 = 16N V πe^2m ℏ^2 = 16πN V a_B ,

a_B = ℏ^2 me^2 — радiус Бора.

Тепер

⟨Φ⟩ = V (2π)^3 4π N 2V 4πe^2 ∞∫ 0 dq ( 1 √ 1 + (q_0/q)^4 − 1 ) ,

а замiна змiнної x = q/q_0 дає

⟨Φ⟩ = N e^2 π q_0 ∞∫ 0 dx ( 1 √ 1 + 1/x^4 − 1 ) .

Отже,

⟨Φ⟩/N = e^2 π q_0I,

а потрiбний нам iнтеґрал

I = ∞∫ 0

( 1 √ 1 + 1/x^4 − 1 ) dx,

iнтеґруємо частинами:

I = x ( 1 √ 1 + 1/x^4 − 1 )| | | ∞

0 − ∞∫ 0 x ( − 1 2 ) ( − 4 x^5 ) ( 1 + 1 x^4

)_{−3/2} dx

= 0 − 2 ∞∫ 0 1 x^4 ( 1 + 1 x^4

)_{−3/2} dx.

Замiна:

x = t^{−1/4}, dx = − 1 4 t^{−5/4}dt; x = 0, t = ∞; x = ∞, t = 0.

Тепер наш iнтеґрал

I = − 1 2 ∞∫ 0 t(1 + t)^{−3/2}t^{−5/4}dt = − 1 2 ∞∫ 0 t^{−1/4}(1 + t)^{−3/2}dt.

Пригадаємо означення B-iнтеґрала Ейлера [17]:

B(x, y) = ∞∫ 0 t^{x−1}(1 + t)^{−y−x}dt =

Γ(x)Γ(y) Γ(x + y) , де Γ(x) — гамма-функцiя. У нас: − 1 4 = x − 1, x = 3/4, − 3 2 = −y − x,

тобто y = −x + 3/2 = 3/4.

Отже, I = −

Γ(3/4)Γ(3/4) 2Γ(3/2) , i оскiльки

Γ(3/2) = Γ ( 1 + 1 2 ) = 1 2 Γ(1/2) = √ π 2 , то остаточно I = −

Γ^2(3/4) √ π . Середня потенцiальна енергiя

⟨Φ⟩/N = − e^2 π q_0

Γ^2(3/4) √ π ,

q_0 = ( 16πN V a_B

)_{1/4} . Запровадимо природний для кулонiвських систем параметр неiдеальностi r_s, який увiв K. Бракнер, як вiдношення середньої вiдстанi мiж частинками ⟨r⟩ до борiвського радiуса a_B:

r_s = ⟨r⟩/a_B .

Цей параметр часто називають параметром Бракнера. Середню вiдстань визначаємо з об’єму, що припадає на одну частинку: 4 3 π⟨r⟩^3 = V N ,

4 3 π(a_B r_s)^3 = V N . У нових позначеннях

q_0 = ( 16π3 a_B 4πa^3_B r^3_s

)_{1/4} = 1 a_B

12^{1/4}r^{−3/4}_s ,

⟨Φ⟩/N = − e^2 a_B

12^{1/4} π^{3/2} r^{−3/4}_s Γ^2(3/4) = − e^2 2a_B r^{−3/4}_s

2 · 12^{1/4} π^{3/2}

Γ^2(3/4).

Уведемо характерну одиницю вимiру енергiї кулонiвських систем, яку називають рiдберґом:

1 Ry = e^2 2a_B = me^4 2ℏ^2 , чисельно 1Ry = 13.6 eV.

Отже, у рiдберґах

⟨Φ⟩/N = − ( 2 π )_{3/2}

3^{1/4}Γ^2(3/4)r^{−3/4}_s Ry,

чисельно ⟨Φ⟩/N = −1.003848 × r^{−3/4}_s Ry.

Повну енергiю знайдемо iнтеґруванням за параметром вмикання взаємодiї λ:

E = E_{id} + 1∫ 0 ⟨Φ⟩dλ,

параметр λ вводимо замiною e^2 на λe^2. Крiм того, у нашiй задачi

E_{id} = 0.

Отже, E = 1∫ 0 ( − e^2 π N ) Γ^2(3/4) √ π q_0λ^{1/4}dλ = − e^2 π N Γ^2(3/4) √ π q_0 4 5 ,

E = 4 5 ⟨Φ⟩,

E/N = −0.803079 × r^{−3/4}_s Ry.

Кiнетичну енергiю визначаємо через похiдну за масою вiд повної енергiї

⟨K⟩ = −m dE dm = (−m) 4 5 ( − e^2 π ) Γ^2(3/4) √ π × ( 16πNe^2 V ℏ^2

)_{1/4} d dm m^{1/4} = − 1 4 E. Отже, ⟨K⟩ = − 1 4 E, так що ⟨K⟩ + ⟨Φ⟩ = E — як i повинно бути.

Для перевiрки узгодженостi знайдених виразiв скористаймось теоремою вiрiалу з §19.

Якщо потенцiал кулонiвський

Φ(|r_i − r_j |) = e^2 |r_i − r_j | , то вiрiал

(r_i − r_j)∇_{ij} e^2 |r_i − r_j|

= R_{ij} d dR_{ij} e^2 R_{ij} = − e^2 R_{ij} , R_{ij} = |r_i − r_j | дорiвнює самому потенцiаловi з протилежним знаком. Тому за теоремою вiрiалу 3V ∂F ∂V = −2⟨K⟩ − ⟨Φ⟩.

Оскiльки 4 3 π(a_B r_s)^3 = V N , то V ∂ ∂V = ∂ ∂lnV = ∂ 3∂lnr_s = r_s 3 ∂ ∂r_s . Отже, для кулонiвського потенцiалу теорема вiрiалу має такий вигляд: r_s ∂F ∂r_s

= −2⟨K⟩ − ⟨Φ⟩.

При T = 0 K вiльна енергiя F = E i оскiльки

E = −const × r^{−3/4}_s , то r_s ∂E ∂r_s = − 3 4 E. Маємо повну узгодженiсть з теоремою вiрiалу тому, що

⟨K⟩ = − 1 4 E,

⟨Φ⟩ = 5 4 E. Енергетичний спектр зарядженого бозе-газу знаходимо з загальної формули, в яку необхiдно пiдставити явний вираз для коефiцiєнта Фур’є ν_k:

E_k = √ (ℏω_0)^2 + ( ℏ^2k^2 2m )_2 , де ω_0 = √ 4πe^2N/mV — частота плазмових коливань, яку ми вводили ранiше. Отже, при k → 0 енергiя збуджень не прямує до нуля, а дорiвнює ℏω_0.

Дослiдимо парну функцiю розподiлу, яку з урахуванням явного вигляду структурного фактора S_k = 1/ √ 1 + (q_0/k)^4 записуємо так:

F_2(R) = 1 + 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 ( 1 √ 1 + (q_0/k)^4 − 1 ) k sin kR dk.

Пiсля переходу до безрозмiрних змiнних q = k/q_0 та x = Rq_0 маємо:

F_2(R) = 1 + 4 π ( 4 3 )_{1/4} r^{3/4}_s x ∫_∞ 0 ( 1 √ 1 + 1/q^4 − 1 ) q sin qx dq.

Цей вираз можна значно спростити i привести до зручного для чисельних розрахункiв вигляду, використовуючи iнтеґральне перетворення Меллiна [18]. Перетворення Меллiна фактично є перетворенням Лапласа (якщо замiсть змiнної використовувати її логарифм)^{10}, яке своєю чергою є перетворенням Фур’є у комплекснiй площинi. Маємо [18]:

sin qx = 1 2πi ∫ −1<Re s<1

(qx)^{−s}Γ(s) sin (πs 2 ) ds,

iнтеґрування за комплексною змiнною s йде уздовж уявної осi вiд (−i∞) до (+i∞) так, щоб дiйсна частина s залишалась у смузi

10Мiж iншим, наш органiзм також використовує логарифмiчну шкалу для опрацювання iнформацiї з навколишнього свiту. Спiввiдношення мiж стимулом I фiзичного подразника i вiдповiдним фiзiологiчним вiдчуттям S є логарифмiчним, S ∼ k lnI, k — стала величина.

Таке спiввiдношення iснує, наприклад, мiж висотою i частотою звуку, мiж звуковим тиском i гучнiстю. Вiдношення частот сусiднiх октав музичного ладу дорiвнює двом. Для порiвняння нот за висотою в долях пiвтонiв використовують одиницю з назвою “цент"(логарифм десятковий, а k = 1200/lg2). Рiвень iнтенсивностi звуку визначають в белах, k = 1 (також для десяткового логарифма) або в децибелах, коли k = 10. Саме тому, що закон є логарифмiчним, вiн дає змогу нашому вуху сприймати надзвичайно широкий дiапазон частот та iнтенсивностей: за частотою ν людина розпiзнає звуки в дiапазонi ν1 ÷ν2, ν2/ν1 ∼ 10^3 , а за амплiтудою тиску вiд P1 до P2, причому P2/P1 ∼ 10^7!

Шкала зоряних величин m також є логарифмiчною. Зоряна величина не має жодного вiдношення до розмiру зiрки i характеризує лише її блиск або свiтнiсть (силу свiтла) I: m = −0.4 lg(I/I0), стала I0 є довiльною, її встановлюють за “стандартними"зiрками (наприклад, Вега має вiзуальну зоряну величину m = 0). Наше неозброєне око може бачити зiрки до 6-ї величини, а у сучасний телескоп — до m = 22 ÷ 23. А, взагалi, чутливiсть нашого ока є несподiвано великою — воно може реєструвати декiлька фотонiв. Його фiзiологiчний порiг — це один фотон, тобто, щоб збудити рецептор достатньо одного фотона, однак для того, щоб мозок сприйняв це “повiдомлення"потрiбно 5 ÷ 8 фотонiв. Отже, порiг сприйняття дорiвнює декiльком фотонам. Хоча мабуть є i пiдпорогове сприйняття...

−1 < Re s < 1. Пiдставляємо це зображення синуса у попередню формулу:

F_2(R) = 1 + 4 π ( 4 3 )_{1/4}

r^{3/4}_s ∫ −1<Re s<1

x^{−s−1}Γ(s)Q(s) sin

( πs 2 ) ds 2π_i ,

Q(s) =

∫_∞ 0 q^{−s+1} ( 1 √ 1 + 1/q^4 − 1 ) dq. Iнтеґруємо в Q(s) частинами:

Q(s) = q^{−s+2} (−s + 2) ( 1 √ 1 + 1/q^4 − 1 )| | | ∞

0 − 2 2 − s

∫_∞ 0 q^{−s+3}(1 + q^4)^{−3/2}dq.

Перший доданок дорiвнює нулевi i пiсля замiни q^4 = t

Q(s) = − 1 2(2 − s)

∫_∞ 0 t^{−s/4}(1 + t)^{−3/2}dt,

а з використанням B-iнтеґрала Ейлера, який ми вже мали в цьому параграфi, отримуємо:

Q(s) = −

Γ(1 − s/4)Γ(1/2 + s/4) 2(2 − s)Γ(3/2) = Γ(1 − s/4)Γ(−1/2 + s/4) 8Γ(3/2) . Друга рiвнiсть тут отримана за допомогою спiввiдношення zΓ(z) = Γ(z + 1). Далi використаємо iншу властивiсть Γ-функцiї:

Γ(z)Γ(1 − z) = π/ sin(πz),

у нас Γ ( s 4 − 1 2 ) = −π/Γ ( 3 2 − s 4 ) cos (πs 4 ) .

Пiдставимо цей вираз у Q(s), а Q(s) у формулу для парної функцiї:

F_2(R) = 1 − 4 π ( 4 3 )_{1/4}

r^{3/4}_s π 4Γ(3/2) × ∫ −1<Re s<1

x^{−s−1}

Γ(s)Γ(1 − s/4) Γ(3/2 − s/4) sin ( πs 4 ) ds 2πi .

Скористаймось ще одним означенням B-iнтеґрала Ейлера:

Γ(z)Γ(y) Γ(z + y) = ∫_1 0 t^{z−1}(1 − t)^{y−1}dt.

Тепер, поклавши y = 1/2, z = 1 − s/4, знайдемо

F_2(R) = 1 − 4 π ( 4 3 )_{1/4} r^{3/4}_s π 4Γ(3/2)Γ(1/2) × ∫_1 0 dt(1 − t)^{−1/2} ∫ −1<Re s<1 1 x (xt^{1/4})^{−s}Γ(s) sin (πs 4 ) ds 2πi .

Використаємо тепер обернене перетворення Меллiна [18] i остаточно отримаємо:

F_2(R) = 1 − 2 π ( 4 3 )_{1/4}

r^{3/4}_s x ∫_1 0 (1 − t)^{−1/2}e^{−x(t/4)1/4} sin[x(t/4)^{1/4}]dt.

Цей вираз зручний для дослiджень парної функцiї розподiлу як на малих, так i на великих мiжчастинкових вiдстанях. Крiм того, скiнченнi межi iнтеґрування значно спрощують виконання комп’ютерного iнтеґрування. Вже безпосередньо з цього виразу легко бачити, що на великих вiдстанях F_2(R) прямує до одиницi як осцилююча експоненцiально спадна функцiя. На малих вiдстанях використаємо таке зображення:

F_2(R) = 1 − 2 π ( 4 3 )_{1/4} r^{3/4}_s x Im ∫_1 0 (1 − t)^{−1/2} exp ( −xe^{−i π4} t^{1/4} ) dt.

Розкладаємо експоненту у ряд i, пам’ятаючи означення Biнтеґрала Ейлера, отримаємо парну функцiю розподiлу при малих x: F_2(R) = 1 − 2 π ( 4 3 )_{1/4} r^{3/4}_s x Im ∫_1 0 dt(1 − t)^{−1/2}

× ∞∑ m=0 (−x)^m m! t^{m/4}e^{−iπm/4} = 1 − 2 π ( 4 3 )_{1/4} r^{3/4}_s

× ∞∑ m=0 (−x)^{m−1} m! sin (mπ 4 ) ∫ 1 0 (1 − t)^{−1/2}t^{m/4}dt.

i отже,

F_2(R)=1 − 2 π ( 4 3 )_{1/4} r^{3/4}_s ∞∑ m=0 (−x)^{m−1} m! Γ(1 + m/4)Γ(1/2) Γ(3/2 + m/4) sin (mπ 4 )

=1 − 0.84557r^{3/4}_s (1 − 0.63541x + 0.13708x^2 + . . .).

Наведенi перетворення парної функцiї розподiлу є яскравою iлюстрацiєю практичного застосування iнтеґрального перетворення Меллiна. Сподiваємось, що Читач вiдчув його ефективнiсть i зможе використати це в iнших задачах.

§ 23. Áîçå-êîíäåíñàò ó çàðßäæåíîìó áîçå-ãàçi

Перейдемо тепер до обчислення кiлькостi бозе-конденсату в зарядженому бозе-газi при температурi абсолютного нуля залежно вiд параметра неiдеальностi Бракнера r_s. Виходимо з виразу

N_0 N = 1 − 1 N ∑ q≠0

(α_q − 1)^2 4α_q . Переходимо вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування, i оскiльки α_q залежить лише вiд модуля q, то у сферичних координатах iнтеґрування за кутами дає:

N_0 N = 1 − V N(2π)^3 4π ∞∫ 0 q^2

(α_q − 1)^2 4α_q dq

= 1 − V 8π^2N q^3_0 ∞∫ 0 x^2 ( √ 1 + 1/x^4 − 1)^2 √ 1 + 1/x^4 dx, отже, N_0 N = 1 −

V q^3_0 8π^2N

I_1,

де iнтеґрал

I_1 = ∞∫ 0 x^2 ( √ 1 + 1/x^4 − 1)^2 √ 1 + 1/x^4 dx. Повчально навести детальний розрахунок цього iнтеґрала:

I_1 = ∞∫ 0 x^2 { √ 1 + 1/x^4 − 2 + 1 √ 1 + 1/x^4 } dx,

I_1 = I_{11} + I_{12},

I_{11} = ∞∫ 0 x^2( √ 1 + 1/x^4 − 1)dx,

I_{12} = ∞∫ 0 x^2 ( 1 √ 1 + 1/x^4 − 1 ) dx. Неважко дослiдити пiдiнтеґральнi функцiї у цих iнтеґралах на верхнiй та нижнiй межах i перевiрити, що iнтеґрали iснують. Iнтеґруємо частинами:

I_{11} = x^3 3 (√ 1 + 1/x^4 − 1 )| |^∞ 0

− ∞∫ 0 x^3 3 1 2 1 √ 1 + 1/x^4 ( − 4 x^5 ) dx

= 2 3 ∞∫ 0 1 x^2 1 √ 1 + 1/x^4 dx.

Робимо замiну: 1 x^4

= t, x = t^{−1/4}, dx = − 1 4 t^{−1/4−1}dt,

причому x = 0, t = ∞; x = ∞, t = 0.

У результатi

I_{11} = 1 6 ∞∫ 0 t^{−3/4}(1 + t)^{−1/2}dt =

Γ(x)Γ(y) 6Γ(x + y) ,

де ми знову скористалися означенням B-iнтеґрала Ейлера [17]: − 3 4 = x − 1, −y − x = − 1 2 , тобто x = 1 4 , y = 1 4 . Остаточно I_{11} =

Γ^2 (1/4) 6Γ (1/2) = Γ^2 (1/4) 6 √ π . Переходимо до обчислення другого iнтеґрала

I_{12} = ∞∫ 0 x^2 ( 1 √ 1 + 1/x^4 − 1 ) dx

= x^3 3 ( 1 √ 1 + 1/x^4 − 1 )| | | ∞

0

− ∞∫ 0 x^3 3 ( − 1 2 ) ( 1 + 1 x^4

)_{−3/2} ( − 4 x^5 ) dx i оскiльки перший член дорiвнює нулевi, то

I_{12} = − 2 3 ∞∫ 0 1 x^2 ( 1 + 1 x^4

)_{−3/2} dx

= − 1 6 ∞∫ 0 t^{−3/4}(1 + t)^{−3/2}dt.

Ми скористались тiєю ж замiною змiнних, що й у попередньому iнтеґралi i знову зводимо I_{12} до B-iнтеґрала:

x − 1 = −3/4, −y − x = −3/2, x = 1/4, y = 5/4.

Отже, I_{12} = −

Γ(1/4)Γ(5/4)

6Γ(3/2) . Скористаємось тим, що

Γ(5/4) = Γ ( 1 + 1 4 ) = 1 4 Γ ( 1 4 ) , а Γ(3/2) = Γ ( 1 + 1 2 ) = 1 2 Γ ( 1 2 ) = √ π 2 i I_{12} = − 1 6 Γ^2(1/4) 2 √ π = − 1 2 I_{11}.

Таким чином,

I_1 = I_{11} + I_{12} = I_{11} − 1 2 I_{11} = 1 2 I_{11}

i остаточно: I_1 =

Γ^2(1/4) 12 √ π .

Для кiлькостi бозе-конденсату маємо

N_0 N = 1 −

V q^3_0 8π^2N

Γ^2(1/4) 12 √ π . Оскiльки

q_0 = 1 a_B

12^{1/4}r^{−3/4}_s , то N_0 N = 1 − 4 3 πa^3_Br^3_s

12^{3/4}r^{−9/4}_s a^3_B

Γ^2(1/4) 8π^212 √ π = 1 − r^{3/4}_s

Γ^2(1/4) 6 · 12^{1/4}π √ π = 1 − r^{3/4}_s × 0.2114.

Бачимо, що зi збiльшенням параметра неiдеальностi r_s бозеконденсат розмивається. При значному збiльшеннi r_s наш вираз дає вiд’ємнi значення числа частинок бозе-конденсату. Очевидно, це вказує на незастосовнiсть цього виразу до вивчення сильнонеiдеальних систем: теорiя працює при r_s → 0.

На цьому можна було б завершити наш розгляд. Цiкаво однак розрахувати ще раз iнтеґрал I_1 iншим шляхом i звести його до повного елiптичного iнтеґрала першого роду K(z).

Почнемо з iнтеґрала I_{12} у виглядi, який вiн має перед переходом до змiнної t:

I_{12} = − 2 3 ∫_∞ 0 x^4 (1 + x^4)^{3/2} dx = (iнтеґруємо частинами)

= 1 3 x(1 + x^4)^{−1/2} | |^∞ 0 − 1 3 ∫_∞ 0 (1 + x^4)^{−1/2}dx = − 1 2 I_{11},

I_1 = I_{11} + I_{12} = 1 3 ∫_∞ 0 dx √ 1 + x^4 . Замiна 1 − x^2 1 + x^2

= cos φ, x^2 =

1 − cos φ 1 + cos φ , dx = dφ 1 + cos φ дає I = 1 3 ∫_π 0 dφ √ 2(1 + cos^2 φ) = 1 3 ∫_{π/2} 0 dφ √ 1 −^1_2 sin^2 φ = 1 3 K(1/ √ 2),

де повний елiптичний iнтеґрал першого роду^{11} [19]

K(k) =

∫_{π/2} 0 dφ √ 1 − k^2 sin^2 φ . У результатi

N_0 N = 1 − r^{3/4}_s 1 4π ( 4 3 )_{5/4} K ( 1 √ 2 ) ,

K ( 1 √ 2 ) = 1.8541.

Порiвнюючи цей вираз з попереднiм, знаходимо цiкаве спiввiдношення: 1 4π ( 4 3 )_{5/4} K ( 1 √ 2 ) = Γ^2(1/4) 6 · 12^{1/4}π √ π , тобто K ( 1 √ 2 ) = π^{3/2} 2(π √ 2)^2

Γ^2(1/4) = 1 4 √ π Γ^2(1/4).

За допомогою вiдомого спiввiдношення для гамма-функцiй,

Γ(z)Γ(−z) = − π z sin πz , при z = 1 4 маємо, що

11Мiж iншим, саме цей iнтеґрал при k = 1/ √ 2 визначає перiод коливань математичного маятника з максимальним кутом вiдхилення π/2.

Γ ( − 1 4 ) = − 4 √ 2π Γ(1/4) ,

Γ ( 3 4 ) = Γ ( 1 − 1 4 ) = − 1 4 Γ ( − 1 4 ) = π √ 2 Γ(1/4) i отже, K ( 1 √ 2 ) = π^{3/2} 2Γ^2(3/4) . § 24. Îäíîâèìiðíèé áîçå-ãàç

Перейдемо тепер до дослiдження ще однiєї модельної системи — одновимiрного бозе-газу з δ-подiбним, тобто контактним, вiдштовхуванням мiж частинками. Ця модель цiкава ще й тим, що для неї є точний розв’язок. Отже, на нiй можна перевiряти наскiльки добре працюють наближенi методи.

Нехай парний потенцiал

Φ(x) = Φ_0δ(x), величина Φ_0 має розмiрнiсть “енергiя × довжина", оскiльки розмiрнiсть дельта-функцiї є оберненою до її арґумента. Коефiцiєнт Фур’є

ν_q = ∫ e^{−iqx}Φ(x)dx = Φ_0,

а функцiя

α_q = √ 1 + 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2m = √ 1 + ( q_0 q )_2 , де характерний iмпульс, а точнiше хвильовий вектор

q^2_0 = 2N V Φ_0 2m ℏ^2 ,

q_0 = √ 4Φ_0mρ

ℏ^2

, ρ = N V .

Обчислимо енергiю основного стану E = N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2.

У термодинамiчнiй межi N → ∞, V → ∞ переходимо до iнтеґрування:

E = N^2 2V Φ_0 − V 2π ∞∫ −∞ dq ℏ^2q^2 8m √ 1 + ( q_0 q )_2 − 1 2

= N^2 2V Φ_0 − V 2π ℏ^2 8m 2q^3_0 ∞∫ 0 x^2 (√ 1 + 1 x^2 − 1 )_2 dx.

Тут ми зробили замiну змiнної: x = q/q_0. Отже, енергiя E N = ρΦ_0 2 − q^3_0ℏ^2 8πρm I, де iнтеґрал I = ∞∫ 0 x^2 (√ 1 + 1 x^2 − 1 )_2 dx. Уведемо одиницю вимiру енергiї ℏ^2ρ^2/2m. У цих одиницях енергiя з розрахунку на одну частинку

ε = E / ℏ^2ρ^2 2m N. Уведемо також безрозмiрний параметр неiдеальностi

γ = Φ_0 / ℏ^2ρ m , ρΦ_0 2 / ℏ^2ρ^2 2m = γ.

Тепер

ε = γ − q^3_0ℏ^2 8πρm × I ℏ^2ρ^2/2m

= γ − q^3_0 4πρ^3 I. Оскiльки ( q_0 ρ )_3 = (√ 4Φ_0mρ ℏ^2ρ^2

)_3 = ( γ ℏ^2ρ m 4mρ/ℏ^2ρ^2

)_{3/2} = 8γ^{3/2}, то ε = γ − 2 π γ^{3/2}I.

Обчислимо iнтеґрал I: I = ∞∫ 0 x^2 { 1 + 1 x^2 − 2 √ 1 + 1 x^2 + 1 } dx

= ∞∫ 0 { 2x^2 + 1 − 2x √ 1 + x^2 } dx

= ( 2 3 x^3 + x − 2 3 (1 + x^2)^{3/2} )| | | ∞ 0 . При x → ∞ дужка

lim_{x→∞} ( 2 3 x^3 + x − 2 3 (1 + x^2)^{3/2} )

= lim_{x→∞} [ 2 3 x^3 + x − 2 3 x^3 ( 1 + 1 x^2

)_{3/2}]

= lim_{x→∞} [ 2 3 x^3 + x − 2 3 x^3 ( 1 + 3 2 1 x^2 + 3 2 ( 3 2 − 1 ) 1 2 1 x^4

+ . . . )]

= lim_{x→∞} [ − 1 4x + 0 ( 1 x^3 )] = 0.

Отже, внесок дає лише нижня межа: I = 2 3 . Енергiя ε = γ − 4 3π γ^{3/2} + . . . .

Наведемо для довiдки з точного розв’язку наступний член розкладу: (1/6 − 1/π^2)γ^2. Цiкаво, що при γ → ∞, точне значення ε = π^2 2 . Використаємо теорему про вiрiал: DV ∂F ∂V = −2⟨K⟩ + ⟨ ∑ 1≤i<j≤N

(r_i − r_j)∇_{ij}Φ(|r_i − r_j|)⟩.

У нас D = 1 — одновимiрна задача. Маємо

(x∇)Φ(x) = x d dx Φ(x) = xΦ_0 d dx δ(x)

= −Φ_0δ(x) d dx x = −Φ_0δ(x) = −Φ(x),

тут ми скористались властивiстю дельта-функцiї (похiдна вiд дельта-функцiї дорiвнює похiднiй з мiнусом вiд “цивiлiзованої"функцiї, що стоїть поруч з нею), а також тим, що похiдна вiд парної функцiї розподiлу F^′_2(0) = const (див. кiнець цього параграфа) i, отже, xF^′_2(x)δ(x) = 0. Ми знову маємо приклад, коли вiрiал сил дорiвнює з мiнусом самому потенцiаловi:

V ∂F/∂V = −2⟨K⟩ − ⟨Φ⟩.

Обчислимо лiву частину (T = 0 K i F = E):

V ∂E ∂V = N ( − ρΦ_0 2 + 1 2 q^3_0 ℏ^2 8πρm I )

= N ℏ^2ρ^2 2m { −γ + 2 3π γ^{3/2} } . Отже, N ℏ^2ρ^2 2m { −γ + 2 3π γ^{3/2} } = −2⟨K⟩ − ⟨Φ⟩ або N ℏ^2ρ^2 2m { −γ + 2 3π γ^{3/2} } = −⟨K⟩ − E.

Звiдси середня кiнетична енергiя

⟨K⟩ = −E − ℏ^2ρ^2 2m N { −γ + 2 3π γ^{3/2} }

= ℏ^2ρ^2 2m N { −γ + 4 3π γ^{3/2} + γ − 2 3π γ^{3/2} }

= ℏ^2ρ^2 2m N 2 3π γ^{3/2}.

З розрахунку на одну частинку

⟨K⟩ / ℏ^2ρ^2 2m N = 2 3π γ^{3/2},

а середнє значення потенцiальної енергiї ⟨Φ⟩ = E − ⟨K⟩:

⟨Φ⟩ / N ℏ^2ρ^2 2m = γ ( 1 − 4 3π γ^{1/2} ) − 2 3π γ^{3/2} = γ − 2 π γ^{3/2}.

Тепер розглянемо проблему бозе-конденсату. Вiдносна кiлькiсть частинок бозе-конденсату

N_0 N = 1 − 1 N ∑ q≠0

(α_q − 1)^2

4α_q , або N_0 N = 1 − V 2πN 2 ∞∫ 0 dq (α_q − 1)^2 4α_q

= 1 − V 4πN q_0 I_1,

де iнтеґрал

I_1 = ∞∫ 0 ( √ 1 + 1/x^2 − 1)^2 √ 1 + 1/x^2 dx

= ∞∫ 0

{√ 1 + 1 x^2

− 2 + 1 √ 1 + 1/x^2 } dx

= ∞∫ 0

{√ 1 + x^2 x − 2 + x √ 1 + x^2 } dx

при x → ∞ функцiя пiд iнтеґралом ∼ 1/x^4 → 0, а при x → 0, вона ∼ 1/x, тому iнтеґрал є логарифмiчно розбiжним. Це вказує на те, що бозе-конденсат в одновимiрному бозе-газi вiдсутнiй.

Перейдемо до парної функцiї розподiлу

F_2(R) = 1 + 1 2πρ ∫_∞ −∞ e^{ikR} ( 1 √ 1 + (q_0/k)^2 − 1 ) dk

= 1 + q_0 πρ ∫_∞ 0 ( 1 √ 1 + 1/q^2 − 1 ) cos qxdq.

Тут безрозмiрнi змiннi q = k/q_0, x = q_0R, крiм того, ми врахували, що iнтеґрал вiд непарної функцiї якою є sin kR у симетричних межах дорiвнює нулевi.

Використаємо, як i в теорiї зарядженого бозе-газу, iнтеґральне перетворення Меллiна [18]:

cos qx = 1 2πi ∫ 0<Re s<1

(qx)^{−s}Γ(s) cos (πs 2 ) ds, iнтеґрування йде уздовж уявної осi комплексної змiнної s вiд (−i∞) до (+i∞), причому дiйсна частина змiнної s залишається у смузi 0 < Re < 1.

Отже,

F_2(R) = 1 + q_0 πρ ∫ 0<Re s<1

x^{−s}Γ(s)Q_1(s) cos

( πs 2 ) ds 2πi ,

Q_1(s) =

∫_∞ 0 q^{−s} [ (1 + 1/q^2)^{−1/2} − 1 ] dq. Перетворимо Q_1(s), iнтеґруючи його частинами:

Q_1(s) = q^{−s+1} 1 − s [ (1 + 1/q^2)^{−1/2} − 1 ]| |^∞_0 − 1 1 − s

∫_∞ 0 q^{−s−2}(1 + 1/q^2)^{−3/2}dq.

Перший доданок дорiвнює нулевi тому, що 0 < Re s < 1, а в iнтеґралi робимо замiну q^2 = t i пишемо ланцюжок перетворень, подiбних до тих, якi ми мали в теорiї зарядженого бозе-газу:

Q_1(s) = − 1 2(1 − s)

∫_∞ 0 t^{−s/2}(1 + t)^{−3/2}dt

= − Γ(1 − s/2)Γ(1/2 + s/2)

2Γ(3/2)(1 − s) = Γ(1 − s/2)Γ(s/2 − 1/2) 4Γ(3/2) = − πΓ(1 − s/2) 4Γ(3/2)Γ(3/2 − s/2) cos(πs/2) . Отже, для парної функцiї розподiлу маємо:

F_2(R) = 1 − q_0 4ρΓ(3/2) ∫ 0<Re s<1

x^{−s}

Γ(s)Γ(1 − s/2) Γ(3/2 − s/2) ds 2πi . Тепер використаємо iнше означення B-iнтеґрала Ейлера з межами iнтеґрування вiд 0 до 1 i отримаємо:

F_2(R) = 1− q_0 4ρΓ(3/2)Γ(1/2)

∫_1 0 dt(1−t)^{−1/2} ∫ 0<Re s<1 (x √ t)^{−s}Γ(s) ds 2πi .

Нарештi у довiднику [18] знаходимо обернене перетворення Меллiна:

F_2(R) = 1 − q_0 4ρΓ(3/2)Γ(1/2)

∫_1 0 (1 − t)^{−1/2}e^{−x} √ tdt.

Оскiльки q_0 = 2ρ √ γ, то остаточно

F_2(R) = 1 − √ γ π ∫_1 0 (1 − t)^{−1/2}e^{−x} √ tdt,

або замiною t = sin^2 θ зводимо цей вираз до такого [15]:

F_2(R) = 1 − 2 √ γ π ∫_{π/2} 0 sin θ e^{−x sin θ}dθ.

Звiдси, розкладаючи експоненту в ряд, пiсля елементарного iнтеґрування знайдемо поведiнку парної функцiї розподiлу на малих вiдстанях:

F_2(R) = 1 − 2 √ γ π ( 1 − π 4 x + x^3 3 + . . . ) . На великих вiдстанях ведучий член асимптотики легко знайти, якщо зробити замiну x sin θ = z:

F_2(R) = 1 − 2 √ γ πx^2

∫_x 0 z(1 − z^2/x^2)^{−1/2}e^{−z}dz.

Тепер при x → ∞ маємо

F_2(R) = 1 − 2 √ γ πx^2

∫_∞ 0 ze^{−z} dz = 1 − 2 √ γ πx^2 . Ми ще раз переконались в ефективностi перетворень Меллiна в задачах такого типу, як дослiдження парної функцiї розподiлу модельних систем.

§ 25. Áîçå-ãàç ç òâåðäèõ ñôåð Розглянемо тепер тривимiрну систему, що складається з бозечастинок, для яких потенцiальна енергiя взаємодiї Φ(R) вiдмiнна вiд нуля лише при R = 0 (контактне вiдштовхування), тобто Φ(R) = const · δ(R), ν_q = const.

Ми поки що не конкретизуємо цю сталу величину const, лише зауважимо що її розмiрнiсть дорiвнює “енергiя×(довжина)^3 ". Якщо за характерну довжину вибрати “дiаметр"атома a, то характерною енергiєю є величина ∼ ℏ^2/ma^2 i тому

const ∼ ℏ^2 ma^2 a^3 = ℏ^2a m . Виберемо множник пропорцiйностi рiвним 4π, тодi

ν_q =

4πℏ^2 m a. У такому випадку значення диференцiального перерiзу розсiяння частинок одна на однiй збiгається в головному наближеннi з тим, що отримуємо з потенцiальною енергiєю для твердих сфер дiаметра a: Φ(R) = ∞ при R ≤ a i Φ(R) = 0 при R > a.

Iншими словами, вираз Φ(R) з дельта-функцiєю можна використовувати для системи твердих сфер замiсть справжнього потенцiалу. Тому виписаний вище вираз для Φ(R) називають ще псевдопотенцiалом твердих сфер^{12}.

Пiдрахуємо з цим псевдопотенцiалом енергiю основного стану багатобозонної системи: E = N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (α_q − 1)^2

= N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (√ 1 + 2N V ν_0 / ℏ^2q^2 2m − 1 )2 , 12Його увiв ще 1936 року iталiйський фiзик Е. Фермi (1901–1954) для опису взаємодiї нейтронiв з ядрами. Вiн лауреат Нобелiвської премiї 1938 року за вiдкриття штучної радiоактивностi, спричиненої бомбардуванням повiльними нейтронами. Детальне вивчення моделi твердих сфер наведено у [20].

ми врахували, що ν_q = ν_0. Оскiльки функцiя ν_q не малiє зi збiльшенням q, то цей вираз мiстить розбiжнiсть при q → ∞. Справдi, у другому доданку вираз пiд знаком суми при q → ∞ має ведучу асимптотику ∼ 1/q^2, а сам цей доданок дорiвнює − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m ( N V ν_0 / ℏ^2q^2 2m )_2

=_{V →∞} − ( N V ν_0

)_2 V (2π)^3 m 2ℏ^2 ∫ dq q^2

= − ( N V ν_0

)_2 V (2π)^3 m 2ℏ^2 4π ∫_∞ 0 dq = −∞.

Ця розбiжнiсть зумовлена тим, що ми використовуємо наближений псевдопотенцiал. Її можна позбутись, i для цього вчинимо так. Додамо i вiднiмемо цей вираз у правiй частинi формули для енергiї: E = N(N − 1) 2V ν_0 − ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m ( N V ν_0 / ℏ^2q^2 2m )_2

− ∑ q≠0

ℏ^2q^2 8m (√ 1 + 2N V ν_0 / ℏ^2q^2 2m − 1 )2 − ( N V ν_0 / ℏ^2q^2 2m )_2

=_{V →∞}

N^2 2V ν_0

1 − 1 V ∑ q≠0

ν_0 ℏ^2q^2/m

− V (2π)^3 ℏ^2q^2_0 8m 4πq^3_0

∫_∞ 0 x^4 (√ 1 + 1 x^2 − 1 )_2 − 1 4x^4 dx.

Ми перейшли вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування, виконали, як звично, iнтеґрування за кутами i увели безрозмiрну змiнну iнтеґрування x = q/q_0, де характерний масштаб вимiру хвильових векторiв q_0 вибрано з умови 2N V ν_0 / ℏ^2q^2 2m = ( q_0 q )_2 , тобто q_0 = √ 4mN ℏ^2V ν_0.

Обчислимо iнтеґрал, що виник:

∫_∞ 0 x^4 [(√ 1 + 1/x^2 − 1

)_2 − 1 4x^4 ] dx

= ∫_∞ 0 x^4 ( 2 + 1 x^2 − 2 √ 1 + 1/x^2 − 1 4x^4 ) dx

= ( 2 5 x^5 + x^3 3 − x 4 )| | | ∞ 0 − 2 ∫_∞ 0 x^4 √ 1 + 1/x^2dx

= (i ) = ( 2 5 x^5 + x^3 3 − x 4 − 2 5 x^5 √ 1 + 1/x^2 )| | | ∞ 0 − 2 5 ∫_∞ 0 x^3 √ 1 + x^2 dx = ( 2 5 x^5 + x^3 3 − x 4 − 2 5 x^5 √ 1 + 1/x^2 )| |^∞ 0 − 2 5 ∫_∞ 0 x √ 1 + x^2 dx + 2 5 ∫_∞ 0 x √ 1 + x^2 dx

= ( 2 5 x^5 + x^3 3 − x 4 − 2 5 x^5 √ 1 + 1/x^2 − 2 15 (1 + x^2)^{3/2}

+ 2 5 √ 1 + x^2 )| | | ∞ 0 = 2 15 − 2 5 = − 4 15 . Тут внесок дають лише два останнiх доданки на нижнiй межi. Верхня межа дає нульовий внесок. У цьому легко переконатись, якщо здiйснити розклад радикалiв у ряд за степенями 1/x^2.

Отже, енергiя E = N^2 2V ν_0

1 − 1 V ∑ q≠0

ν_0 ℏ^2q^2/m + V (2π)^3 ℏ^2q^2_0 8m 4πq^3_0 4 15 .

А зараз вчинимо щось “жахливе". Покладемо, що не ν_0, a ν_0 помножене на круглу дужку у цьому виразi дорiвнює 4πℏ^2a/m, тобто покладаємо розбiжний вираз рiвним скiнченнiй величинi:

ν_0

1 − 1 V ∑ q≠0

ν_0 ℏ^2q^2/m

= 4πℏ^2a m . Ми вважаємо, що у точнiй теорiї тут не повинно виникати розбiжностi^{13}. З цього виразу визначаємо ν_0 i пiдставляємо у другий доданок в енергiї E. Оскiльки перший доданок у енергiї ∼ a, а другий пропорцiйний до q^5_0 ∼ a^{5/2}, то нам достатньо у другий пiдставити лише нульове наближення ν_0 = 4πℏ^2a/m i остаточно знаходимо

E/N =

2πℏ^2a m ρ ( 1 + 128 15 √ ρa^3 π ) . Парна функцiя розподiлу нашої моделi пiсля переходу до безрозмiрних змiнних є такою:

F_2(R) = 1 + 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 ( 1 √ 1 + (q_0/k)^2 − 1 ) k sin kR dk

= 1 + q^2_0 2π^2ρR

∫_∞ 0 ( 1 √ 1 + 1/q^2 − 1 ) q sin qx dq.

Застосуємо до цього виразу, як i для моделi зарядженого бозе-газу та одновимiрного бозе-газу, перетворення Меллiна:

F_2(R) = 1 + q^3_0 2π^2ρx ∫ −1<Re s<1

x^{−s}Γ(s)Q_2(s) sin

( πs 2 ) ds 2πi ,

13Це нагадує процедуру реґуляризацiї розбiжностей у квантовiй електродинамiцi: розбiжностi, що виникають, вдається заховати у масу та заряд електрона, тобто перенормувати їх. Вважають, що цi розбiжностi компенсуються силами неелектромагнiтного походження, так що спостережуванi маса та заряд електрона є скiнченними величинами. В цьому i виявляється внутрiшня неузгодженiсть квантової електродинамiки. Тут у нас ситуацiя дещо краща, оскiльки у точнiй теорiї пiд знаком суми за q у цьому виразi замiсть ν0 стоїть так звана амплiтуда розсiяння, яка залежить вiд q i забезпечує збiжнiсть цiєї суми.

Q_2(s) =

∫_∞ 0 q^{−s+1} ( 1 √ 1 + 1/q^2 − 1 ) dq

= пiсля iнтеґрування частинами i усiх перетворень аналогiчних до попереднiх з § 22 та § 24 = − πΓ(3/2 − s/2) 4Γ(3/2)Γ(2 − s/2) sin(πs/2) .

F_2(R) = 1 − q^3_0 4π^2ρx

∫_1 0 t^{1/2}(1 − t)^{−1/2}e^{−x} √ t dt, або F_2(R) = 1 − 8a πR ∫_{π/2} 0 sin^2 θ e^{−x sin θ} dθ.

При малих x iнтеґрал дорiвнює π/4 i парна функцiя ∼ (1 − 2a/R), це вiдповiдає першим двом доданкам у виразi (1 − a/R)^2, який прямує до нуля при R → a, як i повинно бути для моделi твердих сфер. На великих вiдстанях замiна змiнної iнтеґрування x sin θ = z дає

F_2(R) = 1 − 8a πRx^3

∫_x 0 z^2(1 − z^2/x^2)^{−1/2}e^{−z}dz.

Звiдси при x → ∞ iнтеґрал дорiвнює 2 i парна функцiя

F_2(R) = 1 − 1 4π(πρa^3)^{3/2} ( a R )_4 , R → ∞.

Пiдрахуємо ще вiдносну кiлькiсть бозе-конденсату при T = 0 K:

N_0 N = 1 − 1 N ∑ q≠0

(α_q − 1)^2

4α_q

=_{V →∞} 1 −

V 4πq^3_0 4(2π)^3N

∫_∞ 0 x^2 (√ 1 + 1 x^2

− 2 + 1 √ 1 + 1/x^2 ) dx

= 1 − q^3_0 8π^2ρ

∫_∞ 0 ( x √ 1 + x^2 − 2x^2 + x^3 √ 1 + x^2 ) dx

= 1 − q^3_0 8π^2ρ

∫_∞ 0 ( 2x √ 1 + x^2 − 2x^2 − x √ 1 + x^2 ) dx

= 1 − q^3_0 8π^2ρ [ 2 3 (1 + x^2)^{3/2} − 2 3 x^3 − √ 1 + x^2 ]| | | ∞ 0 = 1 − q^3_0 8π^2ρ · 1 3 , верхня межа не дає внеску. Отже,

N_0 N = 1 − 8 3 √ ρa^3 π . Можна спробувати знайти з цього виразу чисельне значення кiлькостi бозе-конденсату для рiдкого^4He при температурi абсолютного нуля. Виберемо дiаметр атома a = 2.556 Å(саме це значення фiґурує у модельному потенцiалi Леннарда-Джонса для гелiю), а рiвноважну густину ρ = 0.02185 Å^{−3}:

N_0 N ≃ 0.091.

Це число достатньо добре узгоджується з багатьма теоретичними розрахунками та експериментальними вимiрами, якi ґрунтуються на результатах дослiдiв з глибоко непружного розсiяння нейтронiв на рiдкому^4He.

§ 26. Êâàíòîâèé åëåêòðîííèé ãàç

Прикладом системи, яку моделює квантовий електронний газ є електрони провiдностi в металах. Температура виродження такої системи, внаслiдок малої маси електрона, є високою T_0 = 2πℏ^2(4πρ/3)^{2/3}/m = 4πRy/r^2_s ∼ 10^5 K. Тому при звичайних температурах електронний газ у металах є сильно виродженою квантовою системою i у зв’язку з цим важливим є дослiдження його властивостей при абсолютному нулi. Електрони, як фермi-частинки з власним механiчним моментом (спiном), який дорiвнює ℏ/2, пiдкоряються принциповi Паулi. Це означає, що якщо не брати до уваги кулонiвської взаємодiї, то з певним значенням iмпульсу p = ℏk у системi можуть перебувати лише два електрони: один з проекцiєю спiну ℏ/2 уздовж деякої осi (наприклад, осi z) i другий — з протилежною проекцiєю спiну. Отже, при температурi абсолютного нуля N/2 електронiв зi спiном “уверх", прагнучи мати найменшу енергiю, поступово заповнюють “позицiї"вiд |p| = 0 до максимального значення |p| = ℏk_F , яке називають iмпульсом Фермi: N 2 = ∑ k k<k_F 1,

або пiсля звичайного переходу до iнтеґрування N 2 = V (2π)^3 4π ∫_{kF} 0 k^2dk,

N = V π^2 k^3_F 3 . Звiдси k_F = (3π^2ρ)^{1/3}.

Кожна частинка має кiнетичну енергiю ℏ^2k^2/2m, тому їх повна енергiя при T = 0 K дорiвнює

⟨K̂⟩_0 = 2 ∑ k k<k_F

ℏ^2k^2 2m = 2 V (2π)^3 4π ℏ^2 2m ∫_{kF} 0 k^4dk

= V 2π^2 ℏ^2 m k^5_F 5 = V π^2 k^3_F 3 3 5 ℏ^2k^2_F 2m = N 3 5 ℏ^2k^2_F 2m . Величину ε_F = ℏ^2k^2_F /2m називають енергiєю Фермi. Таким чином, середня кiнетична енергiя системи невзаємодiючих фермiонiв з розрахунку на одну частинку

⟨K̂⟩_0 N = 3 5 ε_F .

Перейдемо тепер до обчислення середнього значення потенцiальної енергiї електронного газу:

⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1),

ν_q =

4πe^2 q^2 ,

S_q = ( 1 + 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩_0 N / ℏ^2q^2 2m )_{−1/2} . Ми пiдставили в структурний фактор нульове наближення кiнетичної енергiї. Це вiдповiдає наближенню, яке ми ранiше прийняли для бозе-газу з тiєю рiзницею, що там нульове наближення середнього значення кiнетичної енергiї дорiвнює нулевi.

Якщо у виразi для S_q поставити ν_q = 0, то ми повиннi отримати структурний фактор iдеального фермi-газу:

S^0_q = ( 1 + 4 3 ⟨K̂⟩_0 N / ℏ^2q^2 2m )_{−1/2} , або S^0_q = [ 1 + 4 5 ( k_F q )_2]−1/2 . Насправдi, ця функцiя є лише наближеним виразом до точного значення структурного фактора iдеального фермi-газу при T = 0 K. Ми не маємо змоги тут розраховувати її i для довiдки подаємо результат:

S^0_q = 3 4 q k_F − 1 16 ( q k_F

)_3

, q ≤ 2k_F

1, q ≥ 2k_F .

Така неузгодженiсть очiкувалась, i вона є наслiдком того, що наближення, якi ми прийняли при усередненi за iмпульсами в рiвняннi руху для ρ_k, добре працюють для бозе-частинок, але не дають точного результату для фермi-частинок. Хоча наш вираз для S^0_q якiсно достатньо добре описує функцiональну залежнiсть при малих i великих значеннях хвильового вектора:

S^0_q = √ 5 2 q k_F − 5 √ 5 16 ( q k_F

)_3

+ . . . , q → 0

1, q → ∞ . Тому можна сподiватись, що iнтеґральнi характеристики типу середньої енергiї будуть достатньо близькi до точних.

Ми продовжимо нашi дослiдження, i, використовуючи вираз для S^0_q , запишемо повний структурний фактор так:

S_q = S^0_q /√ 1 + 2N V ν_q(S^0_q )^2 / ℏ^2q^2 2m . Тепер середня потенцiальна енергiя

⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q

S^0_q √ 1 + 2N V ν_q(S^0_q )^2 / ℏ^2q^2 2m − 1

= ∑ q≠0 N 2V ν_q(S^0_q − 1)

+ ∑ q≠0 N 2V ν_qS^0_q 1 √ 1 + 2N V ν_q(S^0_q )^2 / ℏ^2q^2 2m − 1 .

Будемо по черзi розраховувати цi два доданки. Перший доданок, який називають обмiнною енергiєю, розрахуємо точно^{14}:

Δ_1⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q(S^0_q − 1)

14Назва походить вiд того, що Δ1⟨Φ⟩ ≠ 0 лише тому, що структурний фак-

= V (2π)^3 N 2V 4πe^24π

∫_∞ 0 (S^0_q − 1)dq

= N e^2 π ∫_∞ 0 √ 5q/2k_F √ 1 + 5q^2/4k^2_F − 1 dq

= N e^2 π ( 2k_F √ 5 √ 1 + 5q^2/4k^2_F − q )| |^∞ 0 = −N e^2 π 2k_F √ 5 , на верхнiй межi вираз у дужках дорiвнює нулевi. Справдi:

2k_F √ 5 √ 1 + 5q^2/4k^2_F − q = q √ 1 + 4k^2_F /5q^2 − q

=_{q→∞} q ( 1 + 1 2 · 4k^2_F 5q^2

+ . . . ) − q =_{q→∞} 2 5 k^2_F q + 0 ( 1 q^3 ) = 0.

Як i в теорiї зарядженого бозе-газу використаємо параметр неiдеальностi Бракнера r_s, а енергiю вимiрюємо в рiдберґах:

Δ_1⟨Φ⟩ N = − e^2 π 2k_F √ 5 = − 4 π √ 5 a_B k_F Ry

= − 4 π √ 5 ( 9π 4 )_{1/3} 1 r_s

Ry = −

1.092788 r_s Ry. Точний результат для цiєї величини (його легко пiдрахувати, використовуючи наведений вище точний вираз для S_q) є такий [5]:

Δ_1⟨Φ⟩ N = − e^2 π 3 4 k_F = −

0.916331 r_s Ry. тор iдеального квантового газу, на вiдмiну вiд класичного, не дорiвнює одиницi (для бозе-газу S^0_q = 1 лише при T = 0 K). А своєю чергою S^0_q ≠ 1, внаслiдок так званого обмiнного ефекту, що випливає з квантовомеханiчного принципу тотожностi частинок, i який вимагає, щоб хвильовi функцiї однакових частинок мали певну симетрiю вiдносно обмiну частинок мiсцями: вони є симетричнi для бозе-частинок i антисиметричнi для фермi-частинок.

Переходимо до обчислення другого доданка в ⟨Φ⟩, який називають обмiнно-кореляцiйною енергiєю:

Δ_2⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_qS^0_q ( 1 /√ 1 + 2N V ν_q(S^0_q )^2 / ℏ^2q^2 2m − 1 )

= N e^2 π ∫_∞ 0 1 √ 1 + q^4_0/q^4 + 4k^2_F /5q^2 − 1 √ 1 + 4k^2_F /5q^2 dq, де характерну величину хвильового вектора

q_0 = (16πN/V a_B )^{1/4} = 12^{1/4}r^{−3/4}_s /a_B

ми вже мали в теорiї зарядженого бозе-газу.

Якщо ми спробуємо розкласти пiдiнтеґральний вираз у ряд за константою взаємодiї e^2 або q^4_0 , то отримаємо в лiнiйному наближеннi розбiжний на нижнiй межi iнтеґрал:

Δ_2⟨Φ⟩ = − N 2 e^2 π ∫_∞ 0 (q_0/q)^4 [ 1 + 4k^2_F /5q^2

]_{3/2} dq

∼_{q→0} −

Ne^2 2π ( 5 4 )_{3/2} q^4_0 k^3_F ln q.

Оскiльки вихiдний iнтеґрал є, як неважко перевiрити, збiжним, то це означає, що величина Δ_2⟨Φ⟩ є неаналiтичною функцiєю константи взаємодiї. А логарифмiчна розбiжнiсть “натякає"на логарифмiчну залежнiсть обмiнно-кореляцiйної енергiї вiд параметра неiдеальностi r_s при r → 0.

Для того, щоб “видерти"цю неаналiтичнiсть, зробимо низку перетворень:

Δ_2⟨Φ⟩ = N e^2 π ∫_∞ 0 q^2 √ q^4 + 4k^2_F q^2/5 + q^4_0 − q √ q^2 + 4k^2_F /5 dq,

а пiдкореневий вираз у першому iнтеґралi

q^4 + 4 5 k^2_F q^2 + q^4_0 = (q^2 + κ^2_1 )(q^2 + κ^2), κ^2_1 = 2 5 k^2_F (1 + √ 1 − ε),

κ^2 = 2 5 k^2_F (1 − √ 1 − ε),

ε = 25 4 ( q_0 k_F

)_4 = 100 3πa_B k_F = 100 3π ( 4 9π )_{1/3}

r_s.

Пiдставляємо цi вирази у Δ_2⟨Φ⟩ й iнтеґруймо частинами у першому iнтеґралi, а другий вiзьмiмо точно:

Δ_2⟨Φ⟩ = N e^2 π ∫_∞ 0 q^2 √ (q^2 + κ^2_1 )(q^2 + κ^2 ) − q √ q^2 + 4k^2_F /5 dq

= N e^2 π {√ q^2 + κ^2_1 q √ q^2 + κ^2 | | | ∞

0 − ∫_∞ 0 √ q^2 + κ^2_1 d dq ( q √ q^2 + κ^2 ) dq − √ q^2 + 4 5 k^2_F | | | ∞

0 } .

На безмежностi вираз у першому доданку у фiгурних дужках скорочується з вiдповiдним виразом у третьому доданку:

Δ_2⟨Φ⟩ = N e^2 π ( 2 √ 5 k_F − κ^2

∫_∞ 0 √ q^2 + κ^2_1 q^2 + κ^2 dq q^2 + κ^2 ) .

Робимо замiну

q = κ_2tgφ, φ = 0 q = 0 i φ = π/2 q = ∞.

Тепер

Δ_2⟨Φ⟩ = N e^2 π ( 2 √ 5 k_F − κ_1

∫_{π/2} 0 √ 1 − k^2 sin^2 φ dφ ) , де k^2 = 1 − ( κ_2 κ_1

)_2 . Перед нами повний елiптичний iнтеґрал другого роду [19]:

E(k) =

∫_{π/2} 0 √ 1 − k^2 sin^2 φ dφ.

Отже, остаточно:

Δ_2⟨Φ⟩ = N e^2 π 2 √ 5 k_F 1 − √ 1 + √ 1 − ε 2 E(k) ,

де модуль елiптичного iнтеґрала k = √ 2 √ 1 − ε 1 + √ 1 − ε . Дослiдимо поведiнку величини Δ_2⟨Φ⟩ як функцiї ε при ε → 0.

Для елiптичного iнтеґрала маємо [19]:

E(k) = 1 + 1 2 ( ln 4 k^′ − 1 2 ) k^{′2} + . . . ,

де додатковий модуль

k^′ = √ 1 − k^2.

При ε → 0 модуль k = 1 − ε 8 + . . . ,

а додатковий модуль k^′ = √ ε 2 .

Тепер легко отримуємо

E(k) = 1 − ε 16 ln ε + ε 8 ( 3 ln 2 − 1 2 ) + . . . , ε → 0.

Обмiнно-кореляцiйна енергiя при ε → 0

Δ_2⟨Φ⟩ = N e^2k_F ε π √ 5 [ 1 8 ln ε + 3 4 ( 1 6 − ln 2 )] , або в рiдберґах на одну частинку в записi через параметр Бракнера^{15}

Δ_2⟨Φ⟩ NRy = 5 √ 5 3π^2 ln r_s + 5 √ 5 3π^2 { ln [ 100 3π ( 4 9π )_{1/3}] + 3 ( 1 3 − 2ln 2 )}

= 0.377602 ln r_s − 0.547123.

Вiдповiдний внесок до повної енергiї знаходимо iнтеґруванням за параметром умикання взаємодiї λ. Отже, замiна e^2 на λe^2 дає:

Δ_2⟨λΦ⟩ = λ^2C_1 ln(λr_s) + C_2λ^2,

тут тимчасово ми позначили C_1 = 0.377602NRy i C_2 = −0.547123NRy. Тепер

15Серед фiзикiв-теоретикiв iснує цiкаве повiр’я. Якщо в остаточних результатах теорiї виникає число 5, то з цiєю теорiєю щось не гаразд або просто вона неправильна. Хоча є i такi винятки як момент iнерцiї твердої кулi та середня енергiя iдеального фермi-газу, де воно виникає як (D + 2), D — розмiрнiсть простору, завдяки чому число 5 i увiйшло до Δ2⟨Φ⟩. Мова йде саме про множник 5, а не, скажiмо, про 1/2 = 0.5, чи про золотий перерiз грекiв ( √ 5−1)/2, який, зокрема, визначає рiвнi енергiї електронiв на π-зв’язках у молекулi бутадiєну. А взагалi, цiкавим є таке запитання: як часто трапляються у формулах тi чи тi числовi коефiцiєнти типу 2, 1/3, √ 2, π, (2π)^3, . . . Скажiмо, число 7 трапляється ще рiдше, нiж 5, а коефiцiєнти у виглядi суми числа π або iншого трансцендентного числа з рацiональним числом — настiльки рiдкiсне явище, що мимоволi викликає пiдозру у правильностi таких формул. Хоча i такi “кентаври"можуть виникати при наближеному розв’язку задач, наприклад, варiацiйним методом.

Δ_2E =

∫_1 0 Δ_2⟨Φ⟩ dλ =

∫_1 0 (λC_1 ln r_s + C_1λ ln λ + C_2λ) dλ

= [ λ^2 2 C_1 ln r_s + C_1 ( λ^2 2 ln λ − λ^2 4 ) + C_2 λ^2 2 ]| |^1 0 = C_1 2 ln r_s −

C_1 4 + C_2 2 або Δ_2E/ NRy = 0.188801 ln r_s − 0.367962.

Як ми i очiкували, маємо логарифмiчну залежнiсть обмiннокореляцiйної енергiї вiд параметра r_s при r_s → 0. Саме таку логарифмiчну залежнiсть дає i точна теорiя, однак сталi, зрозумiло, є iншими [5]: множник перед логарифмом дорiвнює 2(1 − ln 2)/π^2 = 0.062181, а вiльний член — (−0.096). Точнiший результат можна отримати, якщо з цих виразiв диференцiюванням за масою частинки m знайти середню кiнетичну енергiю системи ⟨K̂⟩ i використати її у формулi для структурного фактора S_q замiсть нульового наближення ⟨K̂⟩_0.

Правда, ми i не сподiвались, що для системи фермi-частинок з їх яскраво вираженим “iндивiдуалiзмом"наш пiдхiд на основi врахування колективних ефектiв через флюктуацiю густини частинок буде таким успiшним, як i для багатобозонної системи. Однак, i при такому пiдходi можна дещо полiпшити ситуацiю, якщо вдатись до такої хитростi. Усереднення за швидкостями, яке ми застосовували при розв’язуваннi рiвняння руху для величини ρ_k, у квантовому випадку є значно складнiшим, заплутанiшим, нiж у класичному. Тому до величини ⟨K̂⟩, що виникає, слiд додати внески, якi ми не врахували, i з огляду на це ⟨K̂⟩ можна вважати “вiльним параметром". Цей “вiльний параметр"прямує у класичнiй межi до середнього значення кiнетичної енергiї системи 3NT/2. У квантовому випадку, зокрема при T = 0 K, його можна вибрати так, щоб скажiмо, обмiнна енергiя в нашiй теорiї збiглась з точним результатом, або можна вибрати її з умови мiнiмуму повної енергiї. Залишаємо цi простi вправи Читачевi.

§ 27. Âiëüíà åíåðãiß êâàíòîâîĺ ðiäèíè.

Ñàìîóçãîäæåíèé ïiäõiä

У параграфi §20 ми знайшли вiльну енергiю квантової рiдини iнтеґруванням середнього значення потенцiальної енергiї за параметром вмикання взаємодiї. Причому ми обмежились там наближенням, коли у виразi для функцiї α_k середнє значення кiнетичної енергiї покладено рiвним нулевi, ⟨K̂⟩ = 0. Це вiдповiдає тому, що кiнетична енергiя iдеального бозе-газу дорiвнює нулевi, хоча середнє значення кiнетичної енергiї рiдкого^4He дорiвнює ∼ 14 K з розрахунку на одну частинку. Таке наближення приводить до результатiв теорiї Боголюбова i є справедливим при температурах, близьких до абсолютного нуля. При вищих температурах, зокрема для дослiдження властивостей рiдкого^4He в околi точки λ-переходу в надплинний стан потрiбно враховувати величину ⟨K̂⟩ у функцiї α_k. Про це свiдчить те, що вже iдеальний бозе-газ, де повна внутрiшня енергiя дорiвнює ⟨K̂⟩, виявляє (як ми вже зазначали) фазовий перехiд i теплоємнiсть є неаналiтичною функцiєю температури. Фазовий перехiд у рiдкому^4He є “спотвореним"мiжатомною взаємодiєю фазовим переходом в iдеальному бозе-газi. Тобто механiзм λ-переходу диктується статистикою Бозе-Айнштайна, якiй пiдкоряються атоми^4He.

Отже, виникає проблема обчислення вiльної енергiї за форму- лою F = F_{id} + 1∫ 0 ⟨Φ⟩dλ,

⟨λΦ⟩ =

N(N − 1) 2V λν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_qλ { 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 } ,

α_q = √ 1 + 2N V λν_q / ℏ^2q^2 2m + 4 3 ⟨K⟩_λ N / ℏ^2q^2 2m . Цi вирази ми виписали з § 20, з тим, що ввели параметр вмикання взаємодiї замiною ν_q на λν_q. Причому значок λ при середньому значеннi кiнетичної енергiї ⟨K⟩_λ пiдкреслює її залежнiсть вiд параметра вмикання взаємодiї λ. Таким чином:

F = F_{id} + 1∫ 0 dλ N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q [ 1 + 2⟨n_q⟩ α_q − 1 ]

= F_{id} +

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ − 1 .

Зосередимо увагу на iнтеґралi за λ i зробимо в ньому замiну змiнних: 1∫ 0 1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ =

α_q∫

α^0_q

1 + 2⟨n_q⟩ α_q dλ dα_q dα_q,

тут верхня межа

α_q = √ 1 + 2N V ν_q / ℏ^2q^2 2m + 4 3 ⟨K⟩ N / ℏ^2q^2 2m ,

⟨K⟩ = ⟨K⟩_{λ=1}

— кiнетична енергiя системи взаємодiючих частинок, а нижня ме- жа α^0_q = √ 1 + 4 3 ⟨K⟩_0 N / ℏ^2q^2 2m , ⟨K⟩_0 = ⟨K⟩_{λ=0}

— кiнетична енергiя iдеального газу. Тепер

dα_q dλ = 1 2α_q 2N V ( ν_q + 2 3 V N^2 d⟨K⟩_λ dλ )/ ℏ^2k^2 2m .

Ми не маємо явної залежностi величини ⟨K⟩_λ вiд параметра λ, тому скористаємось для похiдної d⟨K⟩_λ/dλ її деяким усередненим значенням:

d⟨K⟩_λ dλ = ⟨K⟩_{λ=1} − ⟨K⟩_{λ=0} Δλ = ⟨K⟩ − ⟨K⟩_0,

оскiльки Δλ = 1. Або можна записати ще й так:

d⟨K⟩_λ dλ = d⟨K⟩_λ dλ = 1∫ 0 dK dλ dλ /_1∫

0 dλ = ⟨K⟩ − ⟨K⟩_0.

Можна також скористатись наближеним виразом для ⟨K⟩_λ, який ми отримали в §21, що вiдповiдає теорiї Боголюбова. Однак вiн, як ми знаємо, є добрим лише при низьких температурах.

Пiсля такого усереднення потрiбний нам iнтеґрал легко береться подiбно до того, який ми мали у §20. Випишемо результат для вiльної енергiї:

F = F_{id} +

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ q≠0 N 2V ν_q

× [ (α_q − α^0_q )ℏ^2q^2/m 2Nν_q/V + 4(⟨K⟩ − ⟨K⟩_0)/3N − 1 ]

+ 1 β ∑ q≠0

2Nν_q/V 2Nν_q/V + 4(⟨K⟩ − ⟨K⟩_0)/3N × { ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) − ln ( 1 − e^{−βℏ2q2α0q /2m} )} , де F_{id} — вiльна енергiя iдеального бозе-газу.

Якщо прийняти тут, що ⟨K⟩ = ⟨K⟩_0 = 0, то для вiльної енергiї F ми приходимо до виразу, знайденого у §20, який детально дослiджено для модельних систем. Важливою є також iнша властивiсть цiєї формули: у квазiкласичнiй границi, коли формально покласти ℏ → 0, вона переходить у вiльну енергiю класичної системи частинок у наближеннi RPA. Справдi, при такому переходi перший доданок у квадратних дужках дорiвнює нулевi, а рiзниця логарифмiв { ln ( 1 − e^{−βℏ2q2αq /2m} ) − ln ( 1 − e^{−βℏ2q2α0q /2m} )} =_{ℏ→0} ln(α_q/α^0_q )

=_{ℏ→0} ln √( 2N V ν_q + 4 3 ⟨K⟩ N ) / 4 3 ⟨K⟩_0 N = 1 2 ln ( 1 + β N V ν_q ) . Ми врахували, що у цiй границi середня кiнетична енергiя ⟨K⟩ = ⟨K⟩_0 = 3NT/2.

У результатi для вiльної енергiї отримуємо вираз, який збiгається з тим, що був знайдений у §8 для класичних систем.

Отже, ми маємо у розпорядженнi для вiльної енергiї формулу яку узгоджено на усьому iнтервалi температур.

Г Л А В А IV

ÍÅËIÍIÉÍI ÔËÞÊÒÓÀÖIÏ

§ 28. Âèùi íàáëèæåííß ó òåîðiĺ êëàñèœíèõ ðiäèí

До цього часу ми дослiджували властивостi системи багатьох частинок на основi лiнiйного рiвняння руху для флюктуацiй густини. Якiсно новi особливостi фiзичних властивостей виникають при врахуваннi нелiнiйностi флюктуацiй густини частинок. Поставимо собi за мету знайти першi постRPA-поправки до рiзних фiзичних характеристик дослiджуваних систем.

Повернемось до вихiдного рiвняння для ρ_k з §5 усередненого за швидкостями, коли ⟨ [ (kv_j )^2 − k^2T/m ] ⟩ = 0:

ρ̈_k = − k^2 m N V ν_kρ_k − k^2 T m ρ_k

+ ∑ q≠0 q+k≠0

√ N mV (kq)ν_qρ_{−q}ρ_{k+q}.

Запропонуємо тепер простий метод наближеного розв’язку цього рiвняння, який дає змогу знайти наступне постRPAнаближення. Приймаємо, що

ρ_{−q}ρ_{k+q} = A(k, q)ρ_k,

де A(k, q) — поки що невiдома величина. Зрозумiло, що це наближення. Однак видно, що при усередненнi лiва й права частини цiєї рiвностi дорiвнюють нулевi. Отже, суперечностi немає. Домножимо це рiвняння на величину ρ_{−k} i вiзьмемо середнє:

⟨ρ_{−k}ρ_{−q}ρ_{k+q}⟩ = A(k, q)⟨ρ_{−k}ρ_k⟩.

Якщо прийняти, що

A(k, q) =

⟨ρ_{−k}ρ_{−q}ρ_{k+q}⟩ ⟨ρ_kρ_{−k}⟩ , то знову суперечностi немає. Отже, вираз

ρ_{−q}ρ_{k+q} = ρ_k

⟨ρ_{−k}ρ_{−q}ρ_{k+q}⟩ ⟨ρ_kρ_{−k}⟩

є добрим наближенням до ρ_{−q}ρ_{k+q}.

Якщо пiдставити цей вираз у рiвняння для ρ_k, то ми знову приходимо до осциляторного рiвняння^1

ρ̈_k + ω^2_kρ_k = 0,

в якому частота ω_k визначається так:

ω^2_k = k^2 m N V ν_k + k^2T m − ∑ q≠0 q+k≠0

√ N mV (kq)ν_q

⟨ρ_{−k}ρ_{−q}ρ_{k+q}⟩ ⟨ρ_kρ_{−k}⟩ .

Маючи частоту, можемо тепер записати i вираз для структурного фактора

⟨ρ_kρ_{−k}⟩ = k^2T mω^2_k . Отже, ми отримуємо рiвняння:

⟨ρ_kρ_{−k}⟩ = k^2T m 1 k^2 m N V ν_k + k^2T m − ∑ q≠0 q+k≠0

√ N mV (kq)ν_q

⟨ρ_{−k}ρ_{−q}ρ_{k+q}⟩ ⟨ρ_kρ_{−k}⟩ .

Величина

⟨ρ_{−k}ρ_{−q}ρ_{k+q}⟩ = 1 √ N S_3(−k, −q, k + q)

1Див. виноску на с. 33.

за означенням є тричастинковим структурним фактором, а парний структурний фактор, як ми знаємо

⟨ρ_kρ_{−k}⟩ = S_2(k) = S_k.

Отже, маємо рiвняння, яке пов’язує парний та тричастинковий структурнi фактори:

S_k = 1 1 + β^N_V ν_k + Π_k , де так званий масовий оператор або поляризацiйний оператор^2

Π_k = − 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

βν_q

(kq) k^2

S_3(−k, −q, k + q) S_k .

Запропонуємо тепер для тричастинкового структурного фактора наближення, яке полягає у його факторизацiї на парнi структурнi фактори i яке називають конволюцiйним наближенням:

S_3(−k, −q, k + q) = S_kS_qS_{|k+q|}.

Тепер Π_k = − 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 βν_qS_qS_{|k+q|},

а для структурного фактора отримуємо:

S_k = 1 / 1 + β N V ν_k − 1 V ∑ q≠0 k+q≠0

(kq) k^2 βν_qS_qS_{|k+q|} .

2Назва пiшла з квантової електродинамiки, де для так званих електронних та фотонних функцiй Ґрiна структура рядiв теорiї збурень та остаточних рiвнянь для них є подiбною до того, що ми отримуємо тут. Масовий оператор дає перенормування маси електрона, а поляризацiйний оператор визначає поляризацiю вакууму. А взагалi, така аналогiя є наслiдком глибшого зв’язку мiж математичними методами квантової теорiї поля i статистичної механiки.

Цей вираз при заданому коефiцiєнтовi Фур’є енергiї взаємодiї ν_k є iнтеґральним рiвнянням для структурного фактора. Точний розв’язок такого iнтеґрального рiвняння — це окрема проблема, а тут ми обмежимось його наближеним розв’язком. Зазначимо лише, що на це рiвняння можна дивитись i як на iнтеґральне рiвняння для функцiї ν_k, якщо вiдомий є структурний фактор S_k. Тобто можна розв’язувати обернену задачу: за вiдомою структурою вiдтворювати мiжчастинкову енергiю взаємодiї.

Переходимо до наближеного розв’язку. З цiєю метою у поляризацiйний оператор пiдставляємо нульове наближення для структурного фактора S_q = 1 1 + β^N_V ν_q

i отримуємо:

Π_k = − 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 βν_q 1 1 + β^N_V ν_q 1 1 + β^N_V ν_{|q+k|} .

Зробимо деякi перетворення для того, щоб спростити цей вираз.

Отже,

Π_k = − 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 βν_q 1 + β^N_V ν_q

× [ 1 1 + β^N_V ν_{|k+q|}

− 1 + 1 ]

= 1 N ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 β^N_V ν_q 1 + β^N_V ν_q β^N_V ν_{|k+q|} 1 + β^N_V ν_{|k+q|}

− 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 βν_q 1 + β^N_V ν_q .

Останнiй доданок дорiвнює нулевi^3. Справдi, пiд знаком суми маємо непарну функцiю вiд q: при замiнi q на (−q) функцiя змiнює знак. Можна мiркування перенести на iнтеґрал за q: iнтеґрування за кутами дає нуль. Дiйсно, у термодинамiчнiй границi 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 βν_q 1 + β^N_V ν_q

= 1 V V (2π)^3 ∞∫ 0 q^2dq 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θ dθ

× kq k^2 cos θ βν_q 1 + β^N_V ν_q

= 0,

оскiльки_π ∫ 0 sin θ cos θ dθ = 1∫ −1 x dx = x^2 2 | | | 1 −1 = 0, де x = cos θ.

Тому поляризацiйний оператор

Π_k = 1 N ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 β^N_V ν_q 1 + β^N_V ν_q β^N_V ν_{|k+q|} 1 + β^N_V ν_{|k+q|} .

Далi (kq) = (k, q + k − k) = (k, q + k) − k^2,

(kq) k^2

= −1 +

(k, q + k) k^2

3Наведенi нижче мiркування мають силу лише за умови, що потенцiал νq достатньо швидко спадає при q → ∞ так, щоб забезпечити збiжнiсть iнтеґрала за модулем хвильового вектора q.

i тепер ми маємо

Π_k = − 1 N ∑ q≠0 q+k≠0

β^N_V ν_q 1 + β^N_V ν_q β^N_V ν_{|k+q|} 1 + β^N_V ν_{|k+q|}

+ 1 N ∑ q≠0 q+k≠0

(k, k + q) k^2 β^N_V ν_q 1 + β^N_V ν_q β^N_V ν_{|k+q|} 1 + β^N_V ν_{|k+q|} .

В останньому доданку зробiмо замiну змiнної пiдсумовування k + q = −q^′ , а отже, q = −k − q^′ = −(k + q^′ ). Ми бачимо, що при такiй замiнi вiн дорiвнює величинi Π_k зi знаком мiнус, якщо взяти до уваги попереднiй вираз для поляризацiйного оператора. Тобто ми отримали рiвняння для Π_k, з якого знаходимо остаточно:

Π_k = − 1 2N ∑ q≠0 q+k≠0

β^N_V ν_q 1 + β^N_V ν_q β^N_V ν_{|k+q|} 1 + β^N_V ν_{|k+q|} .

Зробимо деякi перетворення над поляризацiйним оператором. Уведемо ефективний потенцiал

Φ̃(R) = 1 N ∑ q≠0

β^N_V ν_q 1 + β^N_V ν_q e^{iqR},

для якого зворотне перетворення Фур’є є таким:

βν_q 1 + β^N_V ν_q = ∫ e^{−iqR}Φ̃(R)dR.

Тепер у цих позначеннях поляризацiйний оператор

Π_k = − 1 2N ( N V )_2 ∑

q≠0 q+k≠0

∫ dR ∫ dR^′

× e^{−iqR} Φ̃(R)e^{−i(q+k)R′} Φ̃(R^′ )

= − 1 2N ( N V )_2 ∫ dR ∫ dR^′ e^{−ikR′} Φ̃(R)Φ̃(R^′ )V δ(R + R^′ )

= − N 2V ∫ dR e^{−ikR}Φ̃^2(R).

Ми скористались тут одним iз зображень дельта-функцiї Дiрака:

δ(R) = 1 V ∑ q e^{iqR},

причому вилучення точок q = 0 та q = −k дає зникаюче малий внесок ∼ 1/V . Очевидно у термодинамiчнiй границi V → ∞

δ(R) = 1 (2π)^3 ∫ e^{iqR}dq.

Дельта-функцiя вiд векторного арґумента є просто добутком дельта-функцiй вiд компонент вектора:

δ(R) = δ(x)δ(y)δ(z).

Отже, остаточно поляризацiйний оператор набуває компактного вигляду: Π_k = − N 2V ∫ e^{−ikR}Φ̃^2(R)dR.

Нагадаємо, що ми знайшли цей вираз у конволюцiйному наближеннi. Якщо вийти за це наближення у тричастинковому структурному факторi S_3(−k, −q, k + q), то в ньому виникають доданки, що мають додаткове пiдсумовування за хвильовим вектором. Отже, поляризацiйний оператор знайдено тут, образно кажучи, в наближеннi “однiєї суми за хвильовим вектором". Така теорiя збурень за кiлькiстю сум за хвильовим вектором для деяких моделей рiвнозначна розкладовi за характерним для них малим параметром. Як це є, наприклад, для моделi електронного газу. Хоча, як ми побачимо, i в цiй моделi немає “чистого"розкладу за малим параметром. Однак для бiльшостi задач ця теорiя збурень є розкладом не за малим параметром, а радше числовою теорiєю збурень: тобто коли кожний наступний член ряду теорiї збурень чисельно значно менший, нiж попереднiй. Ця мализна пов’язана з додатковим iнтеґруванням, яке вiдбувається по усе топологiчно складнiшому i все меншому об’єму у просторi хвильових векторiв. Саме така теорiя збурень може бути ефективною, наприклад, у гiдродинамiцi при розвиненому турбулентному русi, коли важливим чинником є нелiнiйнiсть рiвнянь i немає малого параметра. Хоча зрозумiло, що “строгiсть"цих тверджень є на рiвнi заклинань i не може задовольняти нас.

§ 29. Ïàðíà ôóíêöiß ðîçïîäiëó ç óðàõóâàííßì âèùèõ ïîïðàâîê Нашим завданням є обчислення парної функцiї розподiлу F_2(R) у наближеннi, яке вiдповiдає запропонованому у попередньому параграфi для структурного фактора. Отже, знайдемо F_2(R) у лiнiйному наближеннi за поляризацiйним оператором. З цiєю метою структурний фактор запишемо так:

S_k = 1 1 + β^N_V ν_k × 1 1 + Π_k/(1 + β^N_V ν_k) = 1 1 + β^N_V ν_k { 1 − Π_k/(1 + β N V ν_k) + . . . }

= 1 1 + β^N_V ν_k

− Π_k/(1 + β N V ν_k)^2.

Ми обмежились тут лiнiйними членами за Π_k. Тепер ( 1 1 + β^N_V ν_k

)_2 = ( 1 1 + β^N_V ν_k

− 1 + 1

)_2

= ( − β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k + 1 )_2

= 1 − 2 β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k + ( β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

)_2 . Отже, в цьому наближеннi:

S_k − 1 = − β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

− Π_k + 2Π_k β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

− ( β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

)_2

Π_k.

За означенням парна функцiя розподiлу

F_2(R) = 1 + 1 N ∑ k≠0

(S_k − 1)e^{ikR}.

Пiдставляємо сюди наш вираз для структурного фактора:

F_2(R) = 1 − Φ̃(R) − 1 N ∑ k≠0

e^{ikR}Π_k

+ 2 N ∑ k≠0

β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

Π_ke^{ikR}

− 1 N ∑ k≠0 ( β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

)_2

Π_ke^{ikR},

де як i ранiше користуємось таким позначенням для ефективного потенцiалу: Φ̃(R) = 1 N ∑ k≠0

e^{ikR} β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k . Наступний доданок в F_2(R) такий: − 1 N ∑ k≠0

e^{ikR}Π_k = − 1 N ∑ k≠0

e^{ikR} ( − N 2V )

× ∫ e^{−ikR′} Φ̃^2(R^′ )dR^′ = 1 2 Φ̃^2(R).

Далi для передостаннього доданка у виразi для F_2(R) маємо:

Φ̃_1(R) = 2 N ∑ k≠0

β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

Π_ke^{ikR}

= 2 N ∑ k≠0

β^N_V ν_ke^{ikR} 1 + β^N_V ν_k ( − N 2V ) ∫ e^{−ikR′} Φ̃^2(R^′ )dR^′

= − N V ∫ dR^′Φ̃(|R − R^′ |)Φ̃^2(R^′ ).

Нарештi останнiй доданок в F_2(R) такий:

Φ̃_2(R) = − 1 N ∑ k≠0 ( β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

)_2

Π_ke^{ikR}

= − 1 N ∑ k≠0 ( β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

)_2( − N 2V ) e^{ikR} ∫ e^{−ikR′} Φ̃^2(R^′ )dR^′

= N 2V ∫ dR^′Φ̃^2(R^′ )Φ̃_3(|R − R^′ |).

Тут введено скорочене позначення для величини, яка просто зводиться до похiдної за оберненою температурою вiд ефективного потенцiалу:

Φ̃_3(R) = 1 N ∑ k≠0 ( β^N_V ν_k 1 + β^N_V ν_k

)_2 e^{ikR}

= 1 N β^2 ∑ k≠0 N V ν_k ( − d dβ ) 1 1 + β^N_V ν_k e^{ikR}

= β^2 ( − d dβ ) 1 β Φ̃(R).

Отже,

Φ̃_2(R) = N 2V ∫ dR^′Φ̃^2(R^′ )β^2 ( − d dβ ) 1 β Φ̃(|R − R^′ |).

Тепер парна функцiя розподiлу

F_2(R) = 1 − Φ̃(R) + 1 2 Φ̃^2(R) + Φ̃_1(R) + Φ̃_2(R).

Першi три доданки в F_2(R) є розкладом експоненти вiд (−Φ̃(R)). Зрозумiло, що таке твердження не є переконливим, оскiльки за трьома членами розкладу неможливо “вгадати"функцiю. Однак iншi потужнiшi методи розрахунку парної функцiї дають в головному наближеннi саме експонентний вигляд. До цього можна пiдiйти з iншого боку. Можна намагатись зобразити точний вираз для F_2(R) в експонентному виглядi, щоб вона мала структуру розподiлу Больцмана. Безрозмiрна функцiя, яка стоїть в показнику експоненти, має назву потенцiалу середньої сили. В головному наближеннi це i буде ефективний потенцiал Φ̃(R). Тому

F_2(R) = e^{−Φ̃(R)} + ΔΦ̃(R).

Це i є наш остаточний вираз.

§ 30. Ïàðíà ôóíêöiß ðîçïîäiëó åëåêòðîííîãî ãàçó

Розрахуємо явний вигляд парної функцiї розподiлу моделi електронного газу, використовуючи з попереднього параграфа загальний вираз:

F_2(R) = e^{−Φ̃(R)} + ΔΦ̃(R).

Насамперед, знайдемо ефективний потенцiал

Φ̃(R) = β 1 V ∑ q≠0

4πe^2/q^2 1 + βN4πe^2/V q^2 e^{iqR}

= β 1 V ∑ q≠0

4πe^2 q^2 + κ^2_D e^{iqR} = β e^2 R e^{−κD R},

де обернений радiус Дебая

κ_D = √ β 4πe^2N V . Саме цей, а не кулонiвський потенцiал “вiдчувають"частинки в такiй системi^4. Внаслiдок багаточастинкових кореляцiй кулонiвський потенцiал 4πe^2/q^2 екранується i стає рiвним 4πe^2/ε(q)q^2, де дiелектрична функцiя електронного газу

ε(q) = 1 + κ^2_D q^2 . Для обчислення величини ΔΦ̃(R), що складається iз суми Φ̃_1(R) та Φ̃_2(R), знайдемо спочатку явний вираз для похiдної за β вiд Φ̃(R), яка входить у функцiю Φ_2(R):

β^2 ( − d dβ ) 1 β Φ̃(R) = β^2 ( − d dβ ) 1 β [ βe^2 R e^{−κDR} ]

= β^2 ( − d dβ ) e^2 R e^{−κDR} = β^2e^2 dκ_D dβ e^{−κDR},

d dβ κ_D = d dβ ( 4πe^2βN V )_{1/2} = 1 2 β^{−1/2} ( 4πe^2N V )_{1/2} . Отже, маємо

β^2 ( − d dβ ) 1 β Φ̃(R) = βe^2κ^D 2 e^{−κD R}.

Тепер запишемо явний вигляд функцiї Φ̃_2(R):

Φ̃_2(R) = N 2V ∫ dR^′Φ̃^2(R^′ ) βe^2κ_D 2 e^{−κD |R−R′ |}

= N 2V βe^2κ_D 2 (βe^2)^2 ∫ e^{−2κD R′} R^{′2} e^{−κD |R−R′ |}dR^′

4Ми називаємо його потенцiалом Дебая-Юкави. П. Дебай i Е. Гюккель знайшли цей потенцiал при побудовi теорiї електролiтiв 1923 року. В 1934 роцi Х. Юкава запропонував обмiнну теорiю ядерних сил i отримав у такому виглядi потенцiал взаємодiї мiж нуклонами, в якому роль радiуса екранування, тобто радiуса дiї ядерних сил, вiдiграє комптонiвська довжина хвилi для пiона: Λ = ℏ/mπc, mπ — маса пiона. Юкава передбачив не лише саме iснування пiона, але знаючи, що цей радiус є ∼ 10^{−13} см “вгадав"також величину його маси. Природа й справдi розкошує рiзноманiтнiстю явищ, але є ощадливою щодо математичного арсеналу для їх опису (див. виноски на с. 33 та на с. 119, а також [11] на c. 417–419).

Функцiя

Φ̃_1(R) = −N V (βe^2)^3 ∫ dR^′ e^{−κD |R−R′ |} |R − R^′ | e^{−2κD R′} R^{′2} . Вiзьмемо суму функцiй Φ_1(R) та Φ_2(R):

ΔΦ̃(R) = Φ̃_1(R) + Φ̃_2(R) = − N V (βe^2)^3 ∫ dR^′ e^{−2κD R′}

R^{′2} [ e^{−κD |R−R′ |} |R − R^′ | − κ_D 4 e^{−κD |R−R′ |} ]

або ΔΦ̃(R) = − N V (βe^2)^3 ∫ dR^′ e^{−2κD R′ −κD|R−R′ |} R^{′2} [ 1 |R − R^′ | − κ_D 4 ] . Перейдемо до безрозмiрних змiнних i запишемо цю функцiю так:

ΔΦ̃(R) = − N V (βe^2)^3J(x), де J(x) = ∫ dx^′ e^{−2x′ −|x−x′ |} x^{′2} ( 1 |x − x^′ | − 1 4 ) , x = κ_DR можна виразити через iнтеґральну показникову функцiю.

Дiйсно, перепозначимо для зручностi змiнну iнтеґрування x^′ = y

J(x) = ∫ dy e^{−2y−|x−y|} y^2 ( 1 |x − y| − 1 4 )

i перейдемо до сферичних координат, вибираючи вiсь z уздовж вектора x:

J(x) = ∞∫ 0 y^2dy 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θ dθ e^{−2y−p} y^2 ( 1 p − 1 4 ) , де величина p = √ x^2 − 2xy cos θ + y^2.

Як нову змiнну iнтеґрування замiсть кута θ вiзьмемо p:

dp = xy sin θ p dθ,

p = |x − y| при θ = 0 i p = x + y при θ = π. Отже,

J(x) = 2π x ∞∫ 0 e^{−2y} y dy x+y∫

|x−y|

e^{−p} ( 1 − p 4 ) dp.

Далi, не коментуючи, робимо низку простих обчислень:

J(x) = 2π x ∞∫ 0 e^{−2y} y dy −e^{−p} | | | x+y

|x−y| + 1 4 (1 + p)e^{−p} | | | x+y

|x−y|

= 2π x ∞∫ 0 e^{−2y} y { − 3 4 ( e^{−(x+y)} − e^{−|x−y|} )

+ 1 4 [ (x + y)e^{−(x+y)} − |x − y|e^{−|x−y|} ]} dy

= π 2x ∞∫ 0 e^{−2y} y { e^{−(x+y)}(x + y − 3) − e^{−|x−y|}(|x − y| − 3) } dy

= π 2x e^{−x}

(x − 3) ∞∫ 0 e^{−3y} y dy + ∞∫ 0 e^{−3y}dy

− x∫ 0 e^{−x−y} y (x − y − 3)dy + ∞∫ x e^{x−3y} y (y − x − 3)dy

= π 2x e^{−x}(x − 3) ∞∫ 0 e^{−3y} y dy − x∫ 0 e^{−y} y dy

+ e^{−x} ∞∫ 0 e^{−3y}dy + x∫ 0 e^{−y} dy

+ (x + 3)e^x ∞∫ x e^{−3y} y dy − e^x ∞∫ x e^{−3y}dy

= π 2x e^{−x}(x − 3) ∞∫ 0 e^{−3y} − e^{−y} y dy + ∞∫ x e^{−y} y dy

+ e^{−x} [ 1 3 + 1 − e^{−x} ] + (x + 3)e^x ∞∫ x e^{−3y} y dy − e^x 1 3 e^{−3x} . Уведемо iнтеґральну показникову функцiю

E_1(z) = ∞∫ 1 e^{−zt} t dt i запишемо нашi iнтеґрали так: ∞∫ x e^{−y} y dy = ∞∫ 1 e^{−xt} t dt = E_1(x), ∞∫ x e^{−3y} y dy = ∞∫ 1 e^{−3xt} t dt = E_1(3x),

а рiзниця ∞∫ 0 e^{−3y} − e^{−y} y dy = lim_{ν→0} ∞∫ ν e^{−3y} − e^{−y} y dy = lim_{ν→0} [E_1(3ν) − E_1(ν)].

Використаємо розклад [21]:

E_1(z) = −γ − ln z − ∞∑ n=1 (−z)^n n · n!

, z → 0,

γ = 0.577215664 — стала Ейлера. За його допомогою знаходимо, що_∞ ∫ 0 e^{−3y} − e^{−y} y dy = −ln 3.

Отже, остаточно

J(x) = π 2x {4 3 (e^{−x} − e^{−2x}) + (x − 3)[−ln 3 + E_1(x)]e^{−x}

+ (x + 3)e^xE_1(3x) } , величина J(x) → 0, при x → ∞ i J(x) → −π ln x, при x → 0.

Поправка до ефективного потенцiалу

ΔΦ̃(R) = − ε^2 4π J(x),

де параметр неiдеальностi ε = βe^2κ_D. Як i ефективний потенцiал Φ̃(R), ця поправка за означенням не має розмiрностi.

§ 31. Ñòðóêòóðíèé ôàêòîð êëàñèœíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó ç óðàõóâàííßì âèùèõ ïîïðàâîê

Розрахуємо величину Π_k для плазми, коли ν_q = 4πe^2/q^2, q ≠ 0. Ефективний потенцiал Φ̃(R) був розрахований у попередньому параграфi, тому поляризацiйний оператор:

Π_k = − N 2V ∫ e^{−ikR} ( β e^2 R e^{−κD R}

)_2 dR

= − N 2V 4π k ∞∫ 0 sin kR R R^2

(βe^2)^2 R^2 e^{−2κD R}dR

= − N 2V 4π k (βe^2)^2 ∞∫ 0 e^{−2κD R} sin kR R dR.

Отже, Π_k = −2πρ(βe^2)^2 1 k I_k, де I_k = ∞∫ 0 e^{−2κD R} sin kR R dR. Для обчислення цього iнтеґрала вiзьмемо вiд нього похiдну за параметром k:

dI_k dk = ∞∫ 0 e^{−2κD R} cos kR dR = Re ∞∫ 0 e^{−2κD R}e^{ikR} dR

= Re e^{−2κD R+ikR} −2κ_D + ik | | ∞ 0 = Re 1 2κ_D − ik

= Re

2κ_D + ik (2κ_D)^2 + k^2 = 2κ_D (2κ_D)^2 + k^2 = 1 2κ_D 1 1 + (k/2κ_D)^2 . Отже, dI_k dk = 1 2κ_D 1 1 + (k/2κ_D)^2 . Тепер iнтеґруємо:

dI_k dk^∗ = 1 1 + k^{∗2}

, k^∗ = k 2κ_D ,

I_k = ∫ dk^∗ 1 + k^{∗2}

+ const,

I_k = arctg k^∗ + const.

Оскiльки з означення випливає, що

I_{k=0} = 0,

то const = 0, i остаточно

I_k = arctg k 2κ_D . Тепер

Π_k = − 2πρ k (βe^2)^2arctg k 2κ_D = − βe^2 2 κ^2_D k arctg k 2κ_D . Отже, структурний фактор електронного газу в цьому наближеннi [14]: S_k = 1 1 + κ^2_D/k^2 − βe^2κ^2_Darctg(k/2κ_D )/2k . Як видно з цього виразу, при k → ∞ структурний фактор прямує до одиницi вже не як 1/k^2, а пропорцiйно до 1/k, тобто слабше, нiж у першому наближеннi.

§ 32. Åíåðãiß êëàñèœíîãî åëåêòðîííîãî ãàçó. Âèùi íàáëèæåííß

Як було показано у §9, середнє значення потенцiальної енергiї електронного газу, який рухається в полi рiвномiрно розподiленого у просторi компенсуючого заряду

⟨Φ⟩ = ∑ q≠0 N 2V ν_q(S_q − 1),

ν_q =

4πe^2 q^2 .

Запишемо цей вираз через парну функцiю розподiлу F_2(R), використавши те, що структурний фактор

S_q = 1 +

N − 1 V ∫ [F_2(R) − 1]e^{−iqR}dR.

Отже, ⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ∫ Φ(R)[F_2(R) − 1]dR,

де кулонiвський потенцiал

Φ(R) = e^2 R . Для парної функцiї розподiлу вiзьмемо вираз, який ми знайшли у §29 i в результатi

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ∫ e^2 R ( e^{−Φ̃(R)} − 1 + ΔΦ̃(R) ) dR. Введемо позначення

Δ_1E =

N(N − 1) 2V ∫ e^2 R ( e^{−Φ̃(R)} − 1 ) dR,

Δ_2E =

N(N − 1) 2V ∫ e^2 R ΔΦ̃(R)dR,

так що ⟨Φ⟩ = Δ_1E + Δ_2E.

Спочатку розглянемо поправку Δ_1E. Уведемо безрозмiрну змiнну x = κ_DR i виконаємо iнтеґрування за кутами:

Δ_1E =

N(N − 1) 2V e^2 κ^2_D 4π ∞∫ 0 x [ exp ( − εe^{−x} x ) − 1 ] dx,

ε = βe^2κ_D.

Величина ε є малим параметром теорiї. Зручно замiною x = εt записати цю поправку у такому виглядi:

Δ_1E/(N − 1) = T ε^2 2 J_1(ε),

J_1(ε) = ∞∫ 0 t [ exp ( − e^{−εt} t ) − 1 ] dt. Аналогiчно знаходимо вираз для поправки

Δ_2E = −

N(N − 1) 2V N V (βe^2)^3 e^2 κ^2_D

J_2, де J_2 = ∫ dx ∫ dy e^{−2y−|x−y|} xy^2 ( 1 |x − y| − 1 4 ) . Оскiльки величина J_2 є звичайним числом, то поправка Δ_2E ∼ ε^2:

Δ_2E/(N − 1) = −T ε^2 32π^2

J_2.

Iнтеґрал J_2 неважко розрахувати. Робимо замiну змiнних, а саме замiсть x вводимо z = x − y:

J_2 = ∫ dy ∫ dz e^{−2y−z} y^2|z + y| ( 1 z − 1 4 ) . Для внутрiшнього iнтеґрала вводимо сферичнi координати i

J_2 = ∫ dy e^{−2y} y^2 2π∫ 0 dφ π∫ 0 sin θ dθ

× ∞∫ 0 z^2e^{−z} ( 1 z − 1 4 ) dz √ z^2 + 2zy cos θ + y^2 .

Iнтеґруємо за кутами i виконуємо простi вправи без коментарiв:

J_2 = − ∫ dy e^{−2y} y^2 2π ∞∫ 0 dz 1 zy z^2e^{−z} ( 1 z − 1 4 )

× √ z^2 + 2zy cos θ + y^2 | |^{θ=π}_{θ=0}

= ∫ dy e^{−2y} y^2 2π ∞∫ 0 z^2e^{−z} ( 1 z − 1 4 ) |z + y| − |z − y| zy dz

= ∫ dy e^{−2y} y^2 2π y∫ 0 z^2e^{−z} ( 1 z − 1 4 ) 2 y dz

+ ∞∫ y z^2e^{−z} ( 1 z − 1 4 ) 2 z dz

= ∫ dy e^{−2y} y^2 4π 1 y y∫ 0 ze^{−z}dz − 1 4y y∫ 0 z^2e^{−z}dz

+ ∞∫ y e^{−z}dz − 1 4 ∞∫ y ze^{−z}dz

= 4π ∫ dy y^2 e^{−2y} { 1 y (1 − e^{−y} − ye^{−y})

− 1 4y [2(1 − e^{−y}) − 2ye^{−y} − y^2e^{−y}] + e^{−y} − 1 4 (e^{−y} + ye^{−y}) }

= (4π)^2 ∞∫ 0 dy e^{−2y} { 1 − e^{−y} 2y + 1 4 e^{−y} }

= (4π)^2 1 2 ∞∫ 0 e^{−2y} − e^{−3y} y dy + 1 4 ∞∫ 0 e^{−3y}dy . Другий iнтеґрал дорiвнює 1 4 ∞∫ 0 e^{−3y}dy = 1 12 , а перший ∞∫ 0 e^{−2y} − e^{−3y} y dy = lim_{ν→0} ∞∫ ν e^{−2y} − e^{−3y} y dy

= lim_{ν→0} ∞∫ ν e^{−2y} y dy − ∞∫ ν e^{−3y} y dy = (замiна y = νt)

= lim_{ν→0} ∞∫ 1 e^{−2νt} t dt − ∞∫ 1 e^{−3νt} t dt

= lim_{ν→0} {E_1(2ν) − E_1(3ν)} ,

де iнтеґральна показникова функцiя E_1(z) має такий розклад [21], який ми вже використовували:

E_1(z) = −γ − ln z − ∞∑ n=1 (−z)^n n · n!

, z → 0,

γ = 0.577215664 — стала Ейлера. За допомогою цього розкладу знайдемо, що_∞ ∫ 0 e^{−2y} − e^{−3y} y dy = ln 3 2 . У результатi J_2 = (4π)^2 ( 1 2 ln 3 2 + 1 12 ) , а енергiя

Δ_2E/(N − 1) = −T ε^2 2 ( 1 2 ln 3 2 + 1 12 ) . Перейдемо тепер до дослiдження iнтеґрала J_1(ε) з метою його розкладу за степенями ε. Якщо покласти ε = 0, то видно, що J_1 = ∞ — iнтеґрал розбiгається. Оскiльки iнтеґрал iснує при ε ≠ 0, то це ознака того, що J_1(ε) є неаналiтичною функцiєю параметра неiдеальностi ε. Якщо експоненту пiд iнтеґралом розкласти у ряд, зберiгаючи лише два члени розкладу, то

J_1(ε) = − ∞∫ 0 e^{−εt}dt = − 1 ε .

При цьому

Δ_1E/(N − 1) = − T ε 2 = −T βe^2 2 κ_D = − T V 8πN κ^3_D

— результат теорiї Дебая-Гюккеля, який ми знайшли ранiше у § 9.

Якщо взяти ще наступний член розкладу експоненти у виразi для J_1(ε), то отримаємо розбiжнi iнтеґрали. Отже, для того, щоб знайти вигляд функцiї J_1(ε) при малих ε, потрiбний тонший аналiз:

J_1(ε) = ∞∫ 0 t { exp ( − e^{−εt} t ) − 1 + e^{−εt} t } dt − ∞∫ 0 e^{−εt}dt

= − 1 ε + ∞∫ 0 t { exp ( − e^{−εt} t ) − 1 + e^{−εt} t } dt.

Розiб’ємо цей iнтеґрал на два, увiвши деяким параметром t_0 промiжну межу iнтеґрування:

J_1(ε) = − 1 ε + J_{11}(ε) + J_{12}(ε),

J_{11}(ε) =

t_0∫

0 t { exp ( − e^{−εt} t ) − 1 + e^{−εt} t } dt,

J_{12}(ε) = ∞∫ t_0 t { exp ( − e^{−εt} t ) − 1 + e^{−εt} t } dt. Поки що довiльний параметр t_0 виберемо так, щоб t_0 → ∞ при ε → 0, а також, щоб εt_0 → 0, ε → 0.

У першому iнтеґралi робимо розклад за степенями ε, а в другому — за степенями e^{−εt}/t.

Отже,

J_{11}(ε) =

1 − e^{−εt0} ε − t^2_0 2 + t_0∫

0 t e^{−e−εt/t}dt.

Далi

J_{11}(ε) =

1 − e^{−εt0} ε − t^2_0 2 + e^ε

t_0∫

0 t e^{− 1t} dt

оскiльки наступнi члени розкладу дадуть в енергiю Δ_1E внесок, пропорцiйний до вищого степеня ε, нiж ε^2, що виводить нас за межi наближення, продиктованого величиною Δ_2E ∼ ε^2.

Робимо замiну x = t_0/t, t = t_0/x

J_{11}(ε) =

1 − e^{−εt0} ε − t^2_0 2 + t^2_0e^εE_3 ( 1 t_0 ) , де iнтеґральна показникова функцiя

E_n(z) = ∞∫ 1 e^{−zx} x^n dx,

у нас n = 3, використаємо розклад [21]:

E_3(z) = z^2 2 ( −lnz − γ + 3 2 ) + 1 2 − z + z^3 3! + . . . .

Тепер

J_{11}(ε) =

1 − e^{−εt0} ε − t^2_0 2 + e^ε 2 ( −ln 1 t_0

− γ + 3 2 ) + t^2_0 2 e^ε

− t_0e^ε + e^ε 6t_0 + O ( 1 t^2_0 ) . Звiдси при ε → 0 i t_0 → ∞, εt_0 → 0, знаходимо:

J_{11}(ε) = 1 2 ( ln t_0 − γ + 3 2 ) . Перейдемо до обчислення iнтеґрала

J_{12}(ε) = ∞∑ n=2 (−)^n n! ∞∫ t_0

e^{−nεt} t^{n−1} dt.

Замiна t = t_0x дає

J_{12}(ε) = ∞∑ n=2 (−)^n n! 1 t^{n−2}_0

E_{n−1}(nεt_0).

Елементарний аналiз показує, що при ε → 0 i t_0 → ∞, εt_0 → 0 виживає лише перший член цього ряду, який дає:

J_{12}(ε) = 1 2 E_1(2εt_0) = − 1 2 (γ + ln 2εt_0).

Тепер знаходимо суму

J_{11}(ε) + J_{12}(ε) = 1 2 ( ln t_0 − γ + 3 2 )

− 1 2 (γ + ln 2εt_0) = −γ + 3 4 − 1 2 ln 2ε

i, отже, остаточно

J_1(ε) = − 1 ε − γ + 3 4 − 1 2 ln 2 − 1 2 ln ε.

Важливим є те, що промiжний параметр t_0 випав з остаточного результату. Так i повинно бути, адже t_0 є допомiжним параметром, який не впливає на остаточний результат.

Для поправки Δ_1E маємо:

Δ_1E/(N − 1) = T 2 { −ε − ε^2 2 ln ε + ε^2 ( 3 4 − γ − 1 2 ln 2 )} . Середнє значення потенцiальної енергiї, яке визначається сумою виразiв Δ_1E та Δ_2E, набуває вигляду:

⟨Φ⟩/(N − 1) = − T 2 { ε + ε^2 2 ln ε + ε^2 ( γ + 1 2 ln 3 − 2 3 )} . Отже, маємо неаналiтичну залежнiсть енергiї вiд параметра неiдеальностi ε. Логарифмiчна залежнiсть фiзичних характеристик вiд константи взаємодiї є характерною рисою кулонiвських систем.

§ 33. Âïëèâ íåëiíiéíèõ ôëþêòóàöié íà òåðìîäèíàìiœíó íåñòiéêiñòü

Насамперед зробимо деякi висновки загального характеру щодо внеску нелiнiйних флюктуацiй у зсув точки неаналiтичностi вiльної енергiї. У §13 ми говорили, що точку нестiйкостi системи, коли (∂P/∂V )_T = 0 (за умови, що ν_{k=0} < 0) можна визначити з умови рiвностi нулевi знаменника структурного фактора S_k при k = 0. Отже, з урахуванням поляризацiйного оператора Π_k, знайденого у § 28, рiвняння для критичної температури T = T_c є таким: 1 − β_c N V |ν_0| + Π_{k=0} = 0, β_c = 1/T_c або T_c = N V |ν_0| +

T_c 2N ∑ q≠0 ( β_cNν_q/V 1 + β_cNν_q/V

)_2 . Тобто врахування нелiнiйностi флюктуацiй пiдвищує цю критичну температуру.

Подальший розгляд проведемо на прикладi моделi, яку ми ввели в § 10. Ефективний потенцiал Φ̃(R) для цiєї моделi пiсля пiдстановки явного вигляду коефiцiєнта Фур’є енергiї мiжчастинкової взаємодiї ν_q набуває вигляду

Φ̃(R) = 1 N ∑ q≠0

βρν_q 1 + βρν_q e^{iqR}

= −βΦ_0a 1 V ∑ q≠0 4π (κ/a)^2 + q^2 e^{iqR}

= −βΦ_0 e^{−κR/a} R/a , де κ = √ 1 − βρ|ν_0| = √ 1 − 4πρa^3Φ_0/T .

Оскiльки цей ефективний потенцiал формально збiгається з потенцiалом Дебая при замiнi (−aΦ_0) на e^2 i κ/a на κ_D, то i поляризацiйний оператор Π_k для нашої моделi збiгається з поляризацiйним оператором класичного електронного газу (див. § 31):

Π_k = −2πρ(−βaΦ_0)^2 1 k arctg ( ka 2κ )

= −2πρa^3 ( Φ_0 T )_2 arctg(ka/2κ) ka . Структурний фактор

S_k = 1 /{ 1 − 4πρa^3Φ_0 T (1 + k^2a^2)

− 2πρa^3 ( Φ_0 T )_2 arctg(ka/2κ) ka } . Нуль знаменника структурного фактора при k = 0 визначає рiвняння для критичної температури T = T_c:

1 − 4πρa^3

Φ_0 T_c − πρa^3 κ_c ( Φ_0 T_c

)_2 = 0, κ_c = √ 1 − 4πρa^3Φ_0 T_c . Уведемо позначення T^∗_c = T_c/ρ|ν_0| = T_c/4πρa^3Φ_0 i запишемо отримане рiвняння так: ( 1 − 1 T^∗_c

)_{3/2} = 1 16πρa^3T^{∗2}_c , або T^{∗1/3}_c (T^∗_c − 1) = ε, тут ε = (16πρa^3)^{−2/3}.

Оскiльки для реальних систем величина ε ∼ 1/10, то це рiвняння можна розв’язувати шляхом розкладу T^∗_c за малим параметром ε. При ε = 0 температура T^∗_c = 1, тому наш розклад починається з одиницi:

T^∗_c = 1 + a_1ε + a_2ε^2 + . . . .

Пiдставимо цей розклад у рiвняння, розкладемо його лiву частину у ряд за ε i прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях параметра ε у лiвiй та правiй частинах:

(1 + a_1ε + a_2ε^2 + . . .)^{1/3}(a_1ε + a_2ε^2 + . . .) = ε, звiдси a_1 = 1, a_2 + a^2_1/3 = 0, a_2 = −1/3, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Таким чином, знаходимо T^∗_c = 1 + ε − ε^2/3 + . . . .

Отже, нелiнiйнi флюктуацiї незначно (∼ 10%) пiдвищують критичну температуру, знайдену в наближеннi хаотичних фаз. Щодо термодинамiчних функцiй, то вони потребують, як ми бачили на прикладi класичного електронного газу, складнiших розрахункiв при обчисленнi середнього значення потенцiальної енергiї зi знайденим тут структурним фактором i ми їх розглядати не будемо.

§ 34. Íåëiíiéíi ôëþêòóàöiĺ ó êâàíòîâèõ ðiäèíàõ

Зупинимось тепер на аналiзi квантовомеханiчного рiвняння руху для флюктуацiй локальної густини частинок з урахуванням нелiнiйних членiв.

Повернемось до вихiдного рiвняння для ρ_q, знайденого у § 14. Оскiльки ми обмежуємось лише елементарною iнформацiєю щодо методiв квантової механiки, зведемо наше рiвняння для ρ_k усередненням “за iмпульсами"до класичного рiвняння. Отже, як i ранiше, робимо замiну:

(kp̂_j )^2 − ℏk^2(kp̂_j ) m^2 = ⟨ (kp̂_j )^2 − ℏk^2(kp̂_j ) m^2 ⟩

= 1 3 k^2⟨p̂^2_j ⟩

m^2 = 2k^2 3m ⟨K̂⟩ N , тут враховано, що середнє значення iмпульсу частинок дорiвнює нулевi ⟨kp̂_j ⟩ = k⟨p̂_j ⟩ = k · 0 = 0, а середня кiнетична енергiя з розрахунку на одну частинку

⟨K̂⟩ N = ⟨ p̂^2_j 2m ⟩. Тепер рiвняння для величини ρ_k стає таким:

^̈ρ_k =− ( ℏk^2 2m )_2 ρ_k− k^2 m ν_k N V ρ_k+ ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) m √ N V ν_qρ_{−q}ρ_{k+q}− 2 3 k^2 m ⟨K̂⟩ N ρ_k.

Наступний крок — це наближене урахування нелiнiйного доданка ∼ ρ_{−q}ρ_{k+q}. Ми свiдомi того, що усереднення за iмпульсами проведено дуже спрощено: без урахування того факту, що у квантовомеханiчному випадку усереднення за iмпульсами i усереднення за координатами не є незалежними. Акуратнiше усереднення породить у рiвняннi додатковий член, який також матиме пiдсумовування за хвильовим вектором q. Тобто його внесок буде такого ж типу, як i залишеного нелiнiйного доданка в рiвняннi. Крiм того, вiн приведе вже до загасаючих коливань для флюктуацiй густини частинок системи. Формально це усереднення можна провести i точнiше за допомогою того ж прийому, за яким ми враховували нелiнiйнi флюктуацiї у класичному випадку. Уважаємо, що обговорюваний доданок у рiвняннi руху є пропорцiйний до ρ_k, а множник пропорцiйностi знаходимо множенням цiєї рiвностi на ρ_{−k} з наступним усередненням: 1 √ N ∑ j=1 e^{−ikrj}

(kp̂_j )^2 − ℏk^2(kp̂_j ) m^2

= B_kρ_k,

B_k = 1 S_k

⟨ρ_{−k} 1 √ N ∑ j=1 e^{−ikrj}

(kp̂_j )^2 − ℏk^2(kp̂_j ) m^2 ⟩. Якщо усереднення за iмпульсами та координатами розчеплюється, як це є у класичнiй межi, то ми отримаємо знайомий результат: B_k = 2k^2⟨K̂⟩/3mN. Для точнiшого урахування квантовомеханiчного усереднення потрiбнi складнiшi розчеплення в цьому виразi, можна також вважати B_k “вiльним параметром"теорiї, але послiдовний пiдхiд — це знову писати рiвняння руху для обговорюваної величини.

Ми не будемо брати цього до розгляду, а продовжимо аналiз виписаного рiвняння

Величину ρ_{−q}ρ_{k+q} як i у класичному випадку замiнюємо таким виразом:

ρ_{−q}ρ_{k+q} = ρ_k 1 √ N S_3(−k, −q, k + q) S_k . У результатi рiвняння для величини ρ_k набуває такого вигляду:

^ρ̈_k + ω^2_kρ_k = 0, де частота

ω^2_k = ( ℏk^2 2m )_2 + k^2 m N V ν_k + 2 3 k^2 m ⟨K̂⟩ N − 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) m ν_q

S_3(−k, −q, k + q) S_k .

Використаємо конволюцiйне наближення для тричастинкового структурного фактора:

S_3(−k, −q, k + q) = S_kS_qS_{|k+q|},

частота

ω_k = ℏk^2 2m { 1 + 2N V ν^∗_k / ℏ^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_qS_{|k+q|} / ℏ^2k^2 2m }_{1/2} ,

де ν^∗_k = ν_k + 2V 3N^2

⟨K̂⟩.

Тепер структурний фактор

S_k = ℏk^2 2mω_k

(1 + 2⟨n_k⟩) = ℏk^2 2mω_k cth ( ℏω_k 2T ) , де ⟨n_k⟩ — це середнє число заповнення. При T = 0 K величина ⟨n_k⟩ = 0 i структурний фактор

S_k = ℏk^2 2mω_k ,

S_k = { 1 + 2N V ν_k / ℏ^2k^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩ N / ℏ^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_qS_{|k+q|} / ℏ^2k^2 2m }_{−1/2} .

Цей вираз подiбно до класичного випадку можна розглядати як iнтеґральне рiвняння для структурного фактора S_k при вiдомому потенцiалi мiжатомної взаємодiї ν_k. За ним можна також розв’язувати й обернену задачу про вiдтворення енергiї мiжчастинкової взаємодiї, якщо задати структурний фактор. Виконаємо деякi перетворення: 1 S^2_k

= 1 + 2N V ν_k / ℏ^2k^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩ N / ℏ^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_qS_{|k+q|} / ℏ^2k^2 2m .

Для швидшої збiжностi суми за q запишемо цей вираз так: 1 S^2_k

= 1 + 2N V ν_k / ℏ^2k^2 2m + 4 3 ⟨K̂⟩ N / ℏ^2k^2 2m

− 2 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q(S_{|k+q|} − 1) / ℏ^2k^2 2m .

Тобто ми додали нуль^5: 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq)ν_qS_q = 0,

5Див. виноску на с. 151

оскiльки пiдсумовування за вектором q iде по всьому простору, то число вiд’ємних i додатнiх однакових за модулем доданкiв у цiй сумi є однаковим. Внесок одного вилученого доданка з умовою q + k ≠ 0 не беремо до уваги, тому що вiн ∼ 1/V i прямує до нуля у термодинамiчнiй межi. Далi маємо

ν_k = V 2N ℏ^2k^2 2m ( 1 S^2_k − 1 )

+ 1 N ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_q(S_{|k+q|} − 1) − 2V 3N^2

⟨K̂⟩.

Як нульове наближення беремо перший доданок у правiй частинi цього рiвняння:

ν_k = V 2N ℏ^2k^2 2m ( 1 S^2_k − 1 ) . У наступному наближеннi пiд знак суми пiдставляємо це значення ν_q i зберiгаємо останнiй доданок у попереднiй формулi, що є пропорцiйним до середнього значення кiнетичної енергiї:

ν_k = V 2N ℏ^2k^2 2m ( 1 S^2_k − 1 )

+ V 2N^2 ∑ q≠0 q+k≠0

ℏ^2q^2 2m (kq) k^2

× ( 1 S_q

− S_q ) (S_{|k+q|} − 1) − 2V 3N^2

⟨K̂⟩.

Цей вираз вже цiлком придатний для проведення комп’ютерних розрахункiв фур’є-образу мiжатомного потенцiалу ν_k, за яким оберненим перетворенням Фур’є знайдемо i сам потенцiал Φ(R). Пiзнiше ми повернемось до цього питання.

§ 35. Åíåðãiß êâàíòîâèõ ìîäåëüíèõ ñèñòåì. Âèùi íàáëèæåííß

Перейдемо до аналiзу внеску нелiнiйних флюктуацiй густини частинок системи до такої фiзичної величини як середня енергiя. Наш розгляд будемо проводити на прикладi моделей зарядженого бозе-газу, одновимiрного бозе-газу з контактним вiдштовхуванням мiж частинками та квантового електронного газу. Ми детально дослiджували цi моделi у попереднiх параграфах у наближеннi RPA. Тепер обчислимо для них енергiю у постRPA-наближеннi при абсолютному нулi температури. Почнемо з того, що вираз для структурного фактора з попереднього параграфа запишемо як S_k = 1 α_k { 1 + 4 3 ⟨K̂⟩ N / α^2_k ℏ^2k^2 2m

− 2 α^2_kV ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_qS_qS_{|k+q|} / ℏ^2k^2 2m }_{−1/2} ,

α_k = √ 1 + 2N V ν_k / ℏ^2k^2 2m , i розкладемо в ряд за малою величиною, тобто за сумою другого i третього доданкiв, обмежуючись, зрозумiло, лiнiйними членами:

S_k = 1 α_k − 2 3 ⟨K̂⟩ N / α^3_k ℏ^2k^2 2m

+ 1 α^3_kV ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_q α_qα_{|k+q|} / ℏ^2k^2 2m .

Пiд знаком суми за q структурнi фактори взято у нульовому наближеннi. Пiдставляємо цей вираз у загальну форму для середнього значення потенцiальної енергiї

⟨Φ⟩ =

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ k≠0 N 2V ν_k(S_k − 1)

= ⟨Φ⟩_0 + ⟨Φ⟩_1, де ⟨Φ⟩_0 =

N(N − 1) 2V ν_0 + ∑ k≠0 N 2V ν_k ( 1 α_k − 1 )

— нульове наближення, яке ми дослiджували ранiше, а постRPAпоправка

⟨Φ⟩_1 = −

⟨K̂⟩ 3V ∑ k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

+ N 2V^2 ∑ k≠0 ∑ q≠0 q+k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

(kq) k^2 ν_q α_qα_{|k+q|} .

Нашi формули працюватимуть, якщо фур’є-образ мiжчастинкового потенцiалу ν_k забезпечить збiжнiсть цих сум.

Маючи цi загальнi вирази, перейдемо до конкретних розрахункiв. Почнемо з моделi зарядженого бозе-газу i обчислимо перший доданок у формулi для ⟨Φ⟩_1. При цьому виконуємо вже звичнi для нас обчислення, тому їх не коментуємо:

Δ_1 = −

⟨K̂⟩ 3V ∑ k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

= − ⟨K̂⟩ 3 1 (2π)^3 4π 4πe^22m

ℏ^2

∫_∞ 0 dk k^2(1 + q^4_0/k^4)^{3/2}

= (замiна x = k/q_0)

= −⟨K̂⟩ 4 3πa_B q_0

∫_∞ 0 x^4(1 + x^4)^{−3/2}dx

= (замiна x^4 = t)

= −⟨K̂⟩ 1 3πa_B q_0

∫_∞ 0 t^{1/4}(1 + t)^{−3/2}dt

= −⟨K̂⟩

Γ(5/4)Γ(1/4) 3πa_B q_0Γ(3/2)

= −⟨K̂⟩

Γ^2(1/4) 6π^{3/2}a_B q_0

пригадуємо, що для цiєї моделi q_0 = (16πN/V a_B)^{1/4}.

Середнє значення кiнетичної енергiї в нульовому наближеннi беремо з §22: ⟨K̂⟩ = N e^2q_0 5π √ π Γ^2(3/4).

Тепер Δ_1 = −N e^2 2a_B

Γ^2(1/4)Γ^2(3/4) 15π^3 i оскiльки Γ(1/4)Γ(3/4) = π/ sin (π 4 ) = π √ 2, то остаточно Δ_1/NRy = − 2 15π . Перейдемо до обчислення другого доданка в ⟨Φ⟩_1:

Δ_2 = N 2V^2 ∑ k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_q α_qα_{|k+q|} .

Займемось сумою за q: 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_q α_qα_{|k+q|}

=_{V →∞} 1 (2π)^3 2π ∫_∞ 0 dq 4πe^2 α_qk^2

∫_1 −1 dx kqx α_{|k+q|} . Ми перейшли тут вiд пiдсумовування за q до iнтеґрування у сферичнiй системi координат, вибравши вiсь z уздовж вектора k, проiнтеґрували за азимутальним кутом φ у межах вiд 0 до 2π i зробили замiну змiнних для полярного кута, x = cos θ, так що |k + q| = √ k^2 + q^2 + 2qkx. Далi 1 V ∑ q≠0 q+k≠0

(kq) k^2 ν_q α_qα_{|k+q|} = e^2 πk ∫_∞ 0 q dq √ 1 + q^4_0/q^4

× ∫_1 −1 dx x(k^2 + q^2 + 2kqx) √ (k^2 + q^2 + 2kqx)^2 + q^4_0

= (замiсть x замiна : p^2 = k^2 + q^2 + 2kqx, pdp = kqdx) = e^2 πk ∫_∞ 0 q dq √ 1 + q^4_0 /q^4 × 1 2k^2q^2

∫_{k+q}

|k−q|

(p^2 − k^2 − q^2)p^2 √ p^4 + q^4_0 p dp

= (iнтеґрал за p замiною y = p^2 зводиться до табличного) = e^2 πk ∫_∞ 0 q dq √ 1 + q^4_0 /q^4 1 2k^2q^2

× ( p^2 √ p^4 + q^4_0 4 − q^4_0 4 ln | | | p^2 + √ p^4 + q^4_0 q^2_0 | | | − k^2 + q^2 2 √ p^4 + q^4_0 )| | | k+q

|k−q| = e^2 8πk^3

∫_∞ 0 dq q √ 1 + q^4_0/q^4 { −(k − q)^2 √ (k + q)^4 + q^4_0

+ (k + q)^2 √ (k − q)^4 + q^4_0 − q^4_0ln | | | (q + k)^2 + √ (q + k)^4 + q^4_0 (q − k)^2 + √ (q − k)^4 + q^4_0 | | | } . Тепер пiдставимо цей результат у вираз для Δ_2, в якому перейдемо до iнтеґрування за k i пiсля iнтеґрування за кутами та знерозмiрювання змiнних iнтеґрування (x = k/q_0, y = q/q_0) отримуємо:

Δ_2 = N e^2 a_B B 4π^2 , де двократний iнтеґрал: B = ∫_∞ 0 dx ∫_∞ 0 dy xy (1 + x^4)^{3/2} √ 1 + y^4 { −(x − y)^2 √ 1 + (x + y)^4

+ (x + y)^2 √ 1 + (x − y)^4 − ln | | | | (x + y)^2 + √ 1 + (x + y)^4 (x − y)^2 + √ 1 + (x − y)^4 | | | | } . Комп’ютерне обчислення цього iнтеґрала дає:

B = 1.573

i тепер остаточно

Δ_2/N Ry = B 2π^2

= 0.0797.

Поправку E^{(1)} до повної енергiї E знайдемо iнтеґруванням середнього значення ⟨Φ⟩_1 за параметром вмикання взаємодiї λ, який вводимо замiною e^2 на λe^2:

⟨λΦ⟩_1 = λ^2N ( − 2 15π + B 2π^2 ) e^2 2a_B ,

E^{(1)} =

∫_1 0 dλ⟨Φ⟩_1,

E^{(1)}/N Ry = − 1 15π + B 4π^2

= 0.0186.

Отримане чисельне значення цiєї величини є дещо заниженим: точне її значення дорiвнює 0.0280.

Повна енергiя

E/NRy = −

0.803079 r^{3/4}_s

+ 0.0186.

Переходимо тепер до одновимiрної моделi, коли ν_q = Φ_0 для усiх значень q. У вихiдному виразi для ⟨Φ⟩_1 обчислимо перший доданок, позначивши його через Δ^{(1)}:

Δ^{(1)} = −

⟨K̂⟩ 3 2mΦ_0

ℏ^2 1 2π ∫_∞ −∞ dk k^2(1 + q^2_0/k^2)^{3/2} = − ⟨K̂⟩ 3 2mΦ_0 ℏ^2q_0π

∫_∞ 0 x dx (1 + x^2)^{3/2} = − ⟨K̂⟩ 3 2mΦ_0 ℏ^2q_0π ,

q_0 = √ 4Φ_0mρ/ℏ^2.

Оскiльки у нульовому наближеннi кiнетична енергiя (див. стор. 124)

⟨K̂⟩ / ℏ^2ρ^2 2m N = 2γ^{3/2}/3π, то Δ^{(1)} / ℏ^2ρ^2 2m N = − 2 9 γ^2 π^2 . Другий доданок у ⟨Φ⟩_1, який ми позначимо через Δ^{(2)}, перетворимо так:

Δ^{(2)} = N 2V^2 ∑ k≠0 ∑ q≠0 q+k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

(kq) k^2 ν_q 1 α_q 1 α_{|k+q|}

= N 2V^2 ∑ k≠0 ∑ q≠0 q+k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

(kq) k^2 ν_q 1 α_q ( 1 α_{|k+q|} − 1 )

= N 2V^2 ∑ k≠0 ∑ q≠0 q+k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

(kq) k^2 ν_q ( 1 α_q − 1 ) ( 1 α_{|k+q|} − 1 )

+ N 2V^2 ∑ k≠0 ∑ q≠0 q+k≠0

ν_k α^3_kℏ^2k^2/2m

(kq) k^2 ν_q ( 1 α_{|k+q|} − 1 ) ,

ми, як звично, додали тут нуль з усiма застереженнями, про якi йшла мова вище. Перший доданок в Δ^{(2)} позначимо через Δ^{(2)}_1 , перейдемо в ньому вiд пiдсумовування за k та q до iнтеґрування, знехтуємо зникаючою в межi V → ∞ величиною вiд умови q+k = 0 i знерозмiримо змiннi, x = k/q_0, y = q/q_0:

Δ^{(2)}_1 = N 2 1 (2π)^2

2mΦ^2_0

ℏ^2 × ∫_∞ −∞ dx ∫_∞ −∞ dy y x^3 ( 1 + 1 x^2

)_{−3/2} [( 1 + 1 y^2

)_{−1/2} − 1 ]

× [( 1 + 1 (x + y)^2

)_{−1/2} − 1 ]

або пiсля елементарних перетворень

Δ^{(2)}_1 / N ℏ^2ρ^2 2m = γ^2 π^2 C, де

C = ∫_∞ 0 dx (1 + x^2)^{3/2}

∫_∞ 0 dy ( y^2 (1 + y^2)^{1/2} − y )

× [ x + y √ 1 + (x + y)^2 − |x − y| √ 1 + (x − y)^2 ] . Видається, що цей iнтеґрал можна “взяти руками", якщо над ним трохи “почаклувати": iнтеґруючи частинами, розбиваючи його, наприклад, за змiнною y вiд 0 до x i вiд x до ∞, повертаючи потiм його до попереднього вигляду i т.п. Його комп’ютерний розрахунок дає: C = −0.182.

Величину Δ^{(2)}_1 можна перетворити замiною k + q = −p (тобто p замiсть q) ще й так:

Δ^{(2)}_1 =− N 2V^2 2m ℏ^2

Φ^2_0 ∑ k≠0 ∑ p≠0 k+p≠0 1 k^2α^3_k k(k + p) k^2 ( 1 α_p − 1 ) ( 1 α_{|k+p|} − 1 ) .

Запишемо цю рiвнiсть:

Δ^{(2)}_1 = − N 2V^2 2m ℏ^2

Φ^2_0 ∑ k≠0 ∑ p≠0 k+p≠0 1 k^2α^3_k ( 1 α_p − 1 ) ( 1 α_{|k+p|} − 1 ) − Δ^{(2)}_1 ,

i отже,

Δ^{(2)}_1 = − N 2V^2 m ℏ^2

Φ^2_0 ∑ k≠0 ∑ p≠0 k+p≠0 1 k^2α^3_k ( 1 α_p − 1 ) ( 1 α_{|k+p|} − 1 ) .

Остаточно

Δ^{(2)}_1 / N ℏ^2ρ^2 2m = − C^′ 2π^2 γ^2,

де стала

C^′ =

∫_∞ 0 dx x (1 + x^2)^{3/2}

∫_∞ 0 dy ( y √ 1 + y^2 − 1 )

× [ x + y √ 1 + (x + y)^2 + |x − y| √ 1 + (x − y)^2 − 2 ] . Очевидно, що повинна виконуватись рiвнiсть

C^′ = −2C,

що i пiдтверджує комп’ютерний розрахунок.

Перетворимо тепер другий доданок в Δ^{(2)}:

Δ^{(2)}_2 = N 2V^2 2m ℏ^2

Φ^2_0 ∑ k≠0 ∑ q≠0 q+k≠0 1 k^2α^3_k

(kq) k^2 ( 1 α_{|k+q|} − 1 )

= (i : q = −p − k) = − N 2V^2 2m ℏ^2

Φ^2_0 ∑ k≠0 ∑ p≠0 k+p≠0 1 k^2α^3_k k(k + p) k^2 ( 1 α_p − 1 )

= − mΦ^2_0 ℏ^2 N 1 V ∑ k≠0 1 k^2α^3_k 1 V ∑ p≠0 ( 1 α_p − 1 ) .

Тут, по-перше, доданок, що мiстить скалярний добуток (kp) внаслiдок непарностi виразу пiд знаком суми, дорiвнює нулевi. Подруге, ми знехтували умовою k + p ≠ 0: у термодинамiчнiй межi доданок з k + p = 0 не дає внеску. Суми, що залишились легко обчислити “руками". При V → ∞ маємо: 1 V ∑ k≠0 1 k^2α^3_k = 1 2π ∫_∞ −∞ dk k^2α^3_k = 1 π ∫_∞ 0 dk k^2α^3_k

= 1 πq_0

∫_∞ 0 xdx (1 + x^2)^{3/2} = − 1 πq_0 1 √ 1 + x^2 | | | | ∞

0 = 1 πq_0 ,

1 V ∑ p≠0 ( 1 α_p − 1 ) = 1 2π ∫_∞ −∞ dp ( 1 α_p − 1 )

= q_0 π ∫_∞ 0 ( x √ 1 + x^2 − 1 ) dx = q_0 π ( √ 1 + x^2 − x) | | | | ∞

0 = − q_0 π . Тепер Δ^{(2)}_2 = N mΦ^2_0 ℏ^2 1 π^2 або через безрозмiрний параметр неiдеальностi γ

Δ^{(2)}_2 / N ℏ^2ρ^2 2m = 2 π^2 γ^2.

У результатi, збираючи все разом, маємо:

⟨Φ⟩_1 = Δ^{(1)} + Δ^{(2)}_1 + Δ^{(2)}_2 ,

⟨Φ⟩_1 / N ℏ^2ρ^2 2m = γ^2 π^2 ( 2 + C − 2 9 ) = 0.162γ^2.

Вiдповiдний внесок в енергiю ε = E / N^{ℏ2ρ2}_{2m} визначаємо через параметр вмикання взаємодiї:

Δε = γ^2 2π^2 ( 2 + C − 2 9 ) = 0.081γ^2.

Точне значення коефiцiєнта бiля γ^2, як ми вже зазначали, дорiвнює (1/6 − 1/π^2) ≃ 0.06535.

Нарештi зупинимось на моделi квантового електронного газу, яку ми вивчали в § 26. Оскiльки для цiєї моделi середня кiнетична енергiя не є малою величиною, то у розкладi структурного фактора S_k використовуємо величину α_k, в якiй замiсть потенцiалу ν_k беремо ефективний потенцiал ν^∗_k , що мiстить у собi ⟨K̂⟩. У результатi у поправцi до середнього значення потенцiальної енергiї ⟨Φ⟩_1 залишиться тiльки другий доданок (з сумою за q), причому, оскiльки вiн ∼ ν_kν_q, то величини α_k в ньому можна взяти лише в нульовому наближеннi, α_k = √ 1 + 4k^2_F /5k^2, i, отже, пiсля переходу вiд пiдсумовування за хвильовими векторами до iнтеґрування

⟨Φ⟩_1 = N 2V^2 [ V (2π)^3

]_2 2m ℏ^2

(4πe^2)^2

× ∫_∞ 0 4πk^2dk

∫_∞ 0 2πq^2dq

∫_1 −1 dx x qk^5 ( 1 + 4k^2_F 5k^2

)_{−3/2}

× ( 1 + 4k^2_F 5q^2

)_{−1/2} ( 1 + 4k^2_F 5p^2

)_{−1/2} , p = |k + q| = √ k^2 + q^2 + 2kqx .

Обчислюємо iнтеґрал за x. Перейдемо до нової змiнної iнтеґрування p i зводимо iнтеґрали, що виникають, до табличних:

∫_1 −1 dx x √ 1 + 4k^2_F / 5p^2

= 1 16k^2q^2 { −(k + q) [ 2(k − q)^2 + 3 · 4 5 k^2_F ] √ (k + q)^2 + 4 5 k^2_F

+|k − q| [ 2(k + q)^2 + 3 · 4 5 k^2_F ] √ (k − q)^2 + 4 5 k^2_F

+ 4 5 k^2_F [ 4(k^2 + q^2) + 3 · 4 5 k^2_F ] ln | | | | k + q + √ (k + q)^2 +^4_5 k^2_F

|k − q| + √ (k − q)^2 +^4_5 k^2_F | | | | .

Тепер пiсля переходу в ⟨Φ⟩_1 до безрозмiрних змiнних iнтеґрування, y = k √ 5/2k_F , z = q √ 5/2k_F , знаходимо

⟨Φ⟩_1 / NRy = D 4π^2 , де число D визначає подвiйний iнтеґрал:

D = ∫_∞ 0 dy ∫_∞ 0 dz 1 y^2(1 + y^2)^{3/2} √ 1 + z^2 { −(y + z) [ 2(y − z)^2 + 3 ]

× √ (y + z)^2 + 1 + |y − z| [ 2(y + z)^2 + 3 ] √ (y − z)^2 + 1

+ [ 4(y^2 + z^2) + 3 ] ln | | | | y + z + √ (y + z)^2 + 1 |y − z| + √ (y − z)^2 + 1 | | | | } .

Комп’ютерне iнтеґрування дає: D = 5.44.

Поправка ΔE до енергiї через iнтеґрування за параметром вмикання взаємодiї дорiвнює половинi ⟨Φ⟩_1:

ΔE/NRy = D 8π^2

= 0.069.

Цю величину необхiдно додати до обмiнно-кореляцiйної енергiї Δ_2E/NRy з § 26.

Г Л А В А V

ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ ÌIÆŒÀÑÒÈÍÊÎÂÈÕ ÂÇÀC̃ÌÎÄIÉ I ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÐIÄÈÍ

§ 36. Åêðàíóâàííß çàðßäiâ. Äiåëåêòðèœíà ôóíêöiß

Зануримо деякий пробний заряд величини Ze в електронний газ у точцi R_0 i будемо вважати його нерухомим. Нас цiкавитиме потенцiал φ(R), який створює заряд у точцi R. У вакуумi потенцiал є кулонiвським φ(R) = Ze/|R − R_0|, а у середовищi заряд екранується, i його дiя стає короткосяжною.

Для обчислення цього потенцiалу виходимо з рiвняння Пуассона ∇^2φ(R) = −4πρ(R),

де густина зарядiв

ρ(R) = Zeδ(R − R_0) + eΔn(R).

Перший доданок — густина пробного точкового заряду, який ми занурили у середовище. Другий доданок — середнє значення вiдхилення густини електронного газу в точцi R вiд нуля, яке виникає внаслiдок його збурення пробним зарядом. Нагадаємо, що електронний газ рухається у полi компенсуючого фону, так що середнє значення заряду у будь-якiй точцi дорiвнює нулевi.

Здiйснимо Фур’є-перетворення:

φ(R) = 1 V ∑ k φ_ke^{ikR},

δ(R − R_0) = 1 V ∑ k e^{ik(R−R0)},

Δn(R) = 1 V ∑ k √ Nρ_ke^{ikR}.

Пiдставляємо цi вирази у рiвняння Пуассона i для компонент Фур’є отримаємо:

k^2φ_k = 4πeZe^{−ikR0} + 4πe √ Nρ_k.

Для визначення ρ_k скористаємось рiвняннями для ρ̈_k, класичним або квантовим, якi ми знайшли у § 5 та § 14. Цi рiвняння потрiбно доповнити членами, якi враховують взаємодiю пробного домiшкового заряду з електронним газом та компенсуючим фоном:

Φ^′ = N∑ j=1 Ze^2 |R_0 − r_j| − Ze^2N V ∫ dr r

= √ N V ∑ q≠0

4πe^2Z q^2 e^{iqR0} ρ_q.

Отже, у праву частину рiвняння для ρ̈_k потрiбно додати член 1 √ N N∑ j=1 e^{−ikrj} i

(k∇_j )Φ^′ m = ∑ q≠0

4πe^2Z q^2 e^{iqR0}

(kq) mV √ N N∑ j=1 e^{−i(k+q)rj}

= − √ N V 4πe^2Z m e^{−ikR0} + ∑ q≠0 k+q≠0

4πe^2Z q^2

(kq) mV e^{iqR0} ρ_{k+q}.

Другий доданок виводить нас за межi наближення RPA, тому в гармонiчному наближеннi рiвняння для флюктуацiї густини частинок набуває такого вигляду:

ρ̈_k + ω^2_kρ_k = − √ N V 4πe^2Z m e^{−ikR0} .

Таке ж рiвняння отримаємо i у квантовому випадку, лише пiд частотою ω_k потрiбно розумiти її квантовий вираз.

Якщо ввести величину

η_k = ρ_k + √ N V 4πe^2Z mω^2_k e^{−ikR0} ,

то для ρ_k маємо рiвняння гармонiчного осцилятора зi змiщеним рiвноважним положенням:

η̈_k + ω^2_kη_k = 0,

i отже, η̇_k = iω_kη_k.

Зауважуємо, що координати пробного заряду є фiксованими, i тому Ṙ_0 = 0, а отже,

η̇_k = ρ̇_k = 1 √ N N∑ j=1 (−ikv_j)e^{−ikrj} .

Усереднення цiєї рiвностi внаслiдок того, що ⟨v_j ⟩ = 0, дає η̇_k = 0, тому i η_k = 0, а звiдси маємо для середнього значення флюктуацiї густини, iндукованої пробним зарядом:

ρ_k = − √ N V 4πe^2 mω^2_k

Ze^{−ikR0} .

Пiдставимо цей вираз у рiвняння Пуассона i остаточно знайдемо, що

φ_k =

4πeZ k^2ε(k) e^{−ikR0} ,

де дiелектрична функцiя

ε(k) = 1 1 − (ω_0/ω_k)^2 , ω_0 = √ 4πe^2N/mV — плазмова частота.

§ 37. Åêðàíîâàíi ïîòåíöiàëè

Перейдемо тепер до дослiдження екранованих потенцiалiв з використанням знайденої формули для дiелектричної функцiї.

Розглянемо окремо класичний випадок. Використовуючи вираз для ω_0 та ω_k (див. с. 34), легко знаходимо

ε(k) = 1 + κ^2_D k^2 . Отже, екрановий потенцiал пробного заряду є потенцiалом Дебая- Юкави:

φ(R) = 1 V ∑ k 4πeZ k^2ε(k) e^{ik(R−R0)}

= 1 V ∑ k 4πeZ k^2 + κ^2_D e^{ik(R−R0)} =

4πeZ |R − R_0| e^{−κD |R−R0|}.

Переходимо до квантового випадку. Спочатку дослiдимо екранування у зарядженому бозе-газi, коли квадрат частоти

ω^2_k = ( ℏk^2 2m )_2

+ ω^2_0,

i дiелектрична функцiя

ε(k) = 1 +

(q_0 k )_4 , q_0 = (16πN/V a_B )^{1/4}.

Потенцiал екранованого пробного заряду

φ(R) = 1 V ∑ k 4πeZ k^2[1 + (q_0/k)^4] e^{ik(R−R0)}.

Надалi для зручностi запису пробний заряд розташуємо у початку координат, R_0 = 0. Виконаємо декiлька простих вправ над коефiцiєнтом Фур’є цього потенцiалу:

4πeZ k^2[1 + (q_0/k)^4]

= 4πeZ k^2 k^4 + q^4_0

= 4πeZ k^2 (k^2 + iq^2_0)(k^2 − iq^2_0 )

= 4πeZ 1 2 ( 1 k^2 + iq^2_0 + 1 k^2 − iq^2_0 )

= 1 2 ( 4πeZ k^2 + k^2_1 + 4πeZ k^2 + k^2 ) , де k_1 = i^{1/2}q_0 = q_0e^{iπ/4} = q_0

1 + i √ 2 , k_2 = (−i)^{1/2}q_0 = q_0e^{−iπ/4} = q_0

1 − i √ 2 . отже, ми маємо пiвсуму двох потенцiалiв Дебая-Юкави з оберненими радiусами k_1 та k_2. Тому

φ(R) = eZ R e^{−k1R} + e^{−k2R} 2 . Пiдставимо явнi вирази для величин k_1, k_2 i остаточно знайдемо:

φ(R) = eZ R e^{−q0R/} √ 2 cos(q_0R/ √ 2). Як бачимо, у квантовому випадку потенцiал загасає також за експоненцiальним законом, але є осцилюючим.

Розглянемо тепер екранування у квантовому електронному газi. Квадрат частоти

ω^2_k = ( ℏk^2 2m )_2

+ ω^2_0 + 4 3 ⟨K̂⟩_0 N k^2 2m , середня кiнетична енергiя ⟨K̂⟩_0/N = 3ε_F /5 = 3ℏ^2k^2_F /10m. Дiелектрична функцiя

ε(k) = k^4 +^4_5 k^2_F k^2 + q^4_0 k^4 +^4_5 k^2_F k^2 , а екранований потенцiал

φ(R) = 1 V ∑ k 4πeZ ( k^2 +^4_5 k^2_F ) k^4 +^4_5 k^2_F k^2 + q^4_0 e^{ikR}.

Знову робимо простi перетворення:

k^4 + 4 5 k^2_F k^2 + q^4_0 = (k^2 + κ^2_1 )(k^2 + κ^2 ),

κ^2_1 = 2 5 k^2_F (1 + √ 1 − ε),

κ^2 = 2 5 k^2_F (1 − √ 1 − ε), ε = 25 4 ( q_0 k_F

)_4 = 100 3πa_B k_F = 100 3π ( 4 9π )_{1/3} r_s.

Далi

4πeZ ( k^2 +^4_5 k^2_F ) k^4 +^4_5 k^2_F k^2 + q^4_0 = 4πeZ ( k^2 +^4_5 k^2_F ) (k^2 + κ^2_1)(k^2 + κ^2 )

= 2πeZ ( 1 k^2 + κ^2_1 + 1 k^2 + κ^2 )

+2πeZ 8 5 k^2_F − κ^2_1 − κ^2 κ^2 − κ^2_1 ( 1 k^2 + κ^2_1 − 1 k^2 + κ^2 )

= 2πeZ ( 1 k^2 + κ^2_1 + 1 k^2 + κ^2 ) + 2πeZ √ 1 − ε ( 1 k^2 + κ^2 − 1 k^2 + κ^2_1 ) . Ми знову звели задачу до лiнiйної комбiнацiї потенцiалiв Дебая- Юкави:

φ(R) = eZ 2R ( e^{−κ2R} + e^{−κ1R} )

+ eZ R 1 2 √ 1 − ε ( e^{−κ2R} − e^{−κ1R} ) .

Якщо ε < 1, тобто коли параметр Бракнера r_s <^{3π}_{100}

(_{9π} 4 )_{1/3} , то κ^2_1 > 0, κ^2 > 0, а величини κ_1 i κ_2 є дiйсними i мають змiст обернених радiусiв екранування.

Якщо ε → 1 знизу, розкриваємо у другому доданку невизначенiсть i знаходимо

φ(R) = eZ R e^{−kF}

√_{2/5R} + eZk_F 2 √ 2 5 e^{−kF}

√_{2/5R} . Коли ε > 1, то величини κ_1 i κ_2 є комплексними:

κ_1 = k_F √ 2 5 √ 1 + i √ ε − 1 = k_F √ 2 5 ε^{1/4}(cos δ + i sin δ),

κ_2 = k_F √ 2 5 √ 1 − i √ ε − 1 = k_F √ 2 5 ε^{1/4}(cos δ − i sin δ),

δ = 1 2 arctg √ ε − 1.

У цьому випадку потенцiал

φ(R) = eZ R e^{−kF R}

√_{2/5 ε1/4 cos δ} cos ( k_F R √ 2/5 ε^{1/4} sin δ )

+ eZ R 1 √ ε − 1 e^{−kF R}

√_{2/5 ε1/4 cos δ} sin ( k_F R √ 2/5 ε^{1/4} sin δ ) .

Коли ε → 1 зверху, δ → √ ε − 1/2, то для φ(R) отримаємо попередню формулу, як i повинно бути.

Отже, якщо параметр неiдеальностi r_s зростає, то екранований потенцiал пробного заряду стає осцилюючим. Iншими словами, у такiй сильнонеiдеальнiй системi стає можливим просторове впорядкування частинок. Отже, точка ε = 1, або r_s ≃ 0.2 є точкою неаналiтичностi потенцiалу. У цiй точцi вiдбувається змiна режиму поведiнки потенцiалу: вiд звичайного його загасання до осцилюючого загасання. Тобто маємо своєрiдний “фазовий перехiд"по густинi.

§ 38. Âiäòâîðåííß ïîòåíöiàëüíîĺ åíåðãiĺ çà åêñïåðèìåíòàëüíî âèìiðßíèì ñòðóêòóðíèì ôàêòîðîì Ми вже обговорили можливiсть знаходити коефiцiєнт Фур’є енергiї взаємодiї ν_q за вiдомими значеннями структурного фактора S_q. Тепер ми детальнiше зупинимось на цiй проблемi. Почнемо з класичної рiдини.

Випишемо з § 28 рiвняння для структурного фактора класичної системи взаємодiючих частинок з урахуванням вищих поправок: 1 S_q

= 1 + βρν_q + Π_q,

де поляризацiйний оператор

Π_q = − ρ 2 ∫ e^{−iqR}Φ̃^2(R)dR,

Φ̃(R) = 1 N ∑ k≠0

βρν_k 1 + βρν_k e^{ikR}.

Будемо розв’язувати це рiвняння для ν_k методом iтерацiй, покладаючи спочатку Π_q = 0. Отже, в цьому нульовому наближеннi

ν_q = T V N ( 1 S_q − 1 )

i потенцiал Φ(R) = 1 V ∑ q ν_qe^{iqR} = −T C(R),

де функцiя C(R) = 1 N ∑ q ( 1 − 1 S_q ) e^{iqR}.

має назву “пряма кореляцiйна функцiя". Ця назва вiдображає її зв’язок з прямою Φ(R), а не опосередкованою взаємодiєю.

Наступна iтерацiя означає, що у виразi для ефективного потенцiалу Φ̃(R), який визначає Π_q, потрiбно пiдставити нульове наближення для ν_q. У результатi

Φ̃(R) = 1 N ∑ q e^{iqR}(1 − S_q) = −h(R), тобто ефективний потенцiал дорiвнює повнiй кореляцiйнiй функцiї h(R) з оберненим знаком. Подальшi iтерацiї виведуть нас за межi прийнятих наближень. Тому обмежуємось цими двома iтерацiями i запишемо наше вихiдне рiвняння для ν_q в координатному зображеннi:

Φ(R) = −T C(R) − 1 V ∑ q e^{iqR}Π_q/βρ або Φ(R) = −T C(R) + T 2 ∫ dR^′Φ̃^2(R^′ ) 1 V ∑ q e^{iq(R−R′ )}.

Пiдсумовування за q з множником 1/V дає дельта-функцiю, яка знiмає iнтеґрування за штрихованою змiнною R^′ i ми отримуємо:

Φ(R) = −T C(R) + T 2 Φ̃^2(R).

Остаточно у прийнятому наближеннi

Φ(R) = −T C(R) + T 2 h^2(R).

Зауважимо, що на великих вiдстанях, коли R → ∞, другим доданком у правiй частинi цього рiвняння можна знехтувати. Це випливає з того, що при розведеннi двох частинок на безмежну вiдстань квадрат повної кореляцiйної функцiї h(R) прямує до нуля швидше, нiж Φ(R), оскiльки парна функцiя розподiлу пропорцiйна до больцманiвського фактора exp[−Φ(R)/T ]. Таким чином, отримаємо, що C(R) = −βΦ(R), R → ∞.

Отже, для визначення потенцiалу мiжатомної взаємодiї нам залишилось розрахувати пряму та повну кореляцiйнi функцiї за експериментальними значеннями структурного фактора:

C(R) = 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 ( 1 − 1 S_q ) q sin qR dq,

h(R) = 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 (S_q − 1) q sin qR dq.

Для кращої збiжностi цих iнтеґралiв скористаємось таким “трюком". Розглянемо очевидну рiвнiсть ( 1 − 1 S_q ) (S_q − 1) = (S_q − 1) − ( 1 − 1 S_q ) , помножимо її на e^{iqR}/N i пiдсумуємо за усiма значеннями хвильового вектора q. У результатi маємо таке рiвняння: I(R) = h(R) − C(R), де iнтеґрал

I(R) = 1 N ∑ q ( 1 − 1 S_q ) (S_q − 1)e^{iqR}

=_{V →∞} 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 (S_q − 1)^2 S_q q sin qR dq.

краще пiддається iнтеґруванню, оскiльки пiдiнтеґральна функцiя значно швидше прямує до нуля при q → ∞, нiж у виразах h(R) та C(R).

Iнтеґрал I(R) є просто згорткою функцiй h(R) i C(R). Справдi, якщо пiдставити замiсть величини (S_q −1) її фур’є-зображення через h(R), то отримаємо, що

I(R) = 1 N ∑ q ( 1 − 1 S_q ) e^{iqR} N V ∫ e^{−iqR′} h(R^′ )dR^′

= ρ ∫ h(R^′ )C(|R − R^′ |)dR^′ .

Таким чином, ми знайшли, що згортка I(R) повної h(R) та прямої C(R) кореляцiйних функцiй дорiвнює їх рiзницi — це рiвняння вiдоме як рiвняння Орнштайна-Цернiке. Його запропонували Л. Орнштайн та Ф. Цернiке ще 1914 року, коли дослiджували явище критичної опалесценцiї^1. Фактично це спiввiдношення не є

1Ф. Цернiке (1888–1966), нiдерландський фiзик — основнi роботи з фiзики рiдин, оптики, електромагнетизму, спектроскопiї. За вiдкриття фазоконтрастного методу та фазоконтрастного мiкроскопа нагороджений Нобелiвською премiєю з фiзики 1953 року. Л. С. Орнштайн (1896–1941), нiдерландський фiзик — основнi роботи з фiзики i хiмiї газiв та рiдин.

рiвнянням, а лише означенням прямої кореляцiйної функцiї.

Повернемось до нашої задачi розрахунку потенцiальної енергiї. Пiдставимо з рiвняння Орнштайна-Цернiке функцiю C(R) у вираз для потенцiалу Φ(R):

Φ(R) = T [ I(R) − h(R) + 1 2 h^2(R) ] . Якщо мiжатомна вiдстань R є меншою, нiж “дiаметр"атома a, то парна функцiя розподiлу F_2(R) = 0 i

h(R) = −1, R < a.

Тобто на малих вiдстанях для розрахунку потенцiалу достатньо розрахувати iнтеґрал I(R). Причому при R → 0, розкладаючи синус пiд iнтеґралом в I(R) у ряд за степенями R, маємо

Φ(R) = Φ(0) − I_0R^2 + . . . ,

Φ(0) = T [ I(0) + 3 2 ] ,

I_0 = T 12π^2ρ

∫_∞ 0 (S_q − 1)^2 S_q q^4dq,

цей iнтеґрал iснує, якщо S_q при q → ∞ прямує до одиницi швидше, нiж 1/q^2. Для виконання числових розрахункiв вiзьмемо з [6] експериментальнi значення структурного фактора рiдкого арґону (див. рис. 2 на с. 37). Результати цих обчислень зображенi на рис. 8. Як бачимо, нашi розрахунки якiсно вiдтворюють характер мiжатомного потенцiалу з його вiдштовхувальною частиною (твердим кором) i потенцiальною ямою.

Поведiнки прямої кореляцiйної функцiї на великих вiдстанях та парної функцiї розподiлу на малих вiдстанях, про якi йшла мова вище, у випадку потенцiалiв Φ(R), що швидко спадають при R ≳ a i мають тверду серцевину для R ≲ a (a — дiаметр атома), дають змогу сформулювати наближення, вiдоме в теорiї рiдкого стану як середньо-сферична модель:

C(R) = −βΦ(R), R > a,

Рис. 8. Вiдтворений потенцiал взаємодiї мiж атомами арґону. За експеримен-

тальними даними для структурного фактора з [6], T = 84.0 K, ρ = 0.0213 Å^{−3}.

F_2(R) = 0, R ≤ a.

Цi рiвняння разом з рiвнянням Орнштайна-Цернiке утворюють замкнену систему. Для твердих сфер, коли Φ(R) = 0 при R > a ця система рiвнянь має точний аналiтичний розв’язок.

Перейдемо тепер до дослiдження квантових систем. Наша мета — це обчислення енергiї взаємодiї мiж двома атомами у вакуумi. Iншими словами, якщо розглянути систему, яка складається лише з двох атомiв, то енергiя взаємодiї мiж ними дорiвнює Φ(R). Для системи, що складається з N попарно взаємодiючих мiж собою атомiв через потенцiал Φ(R), саме функцiя Φ(R) i є вiдповiдальною за спостережувану структуру, яка виявляється у структурному факторi S_q. При високих температурах така система знаходиться у газовому станi, при зниженнi температури вона зрiджується i як наслiдок — структурний фактор має яскраво вираженi максимуми та мiнiмуми. При подальшому зниженнi температури система атомiв, як правило, переходить у твердий стан з тiєю чи iншою кристалiчною структурою. Однак у випадку рiдкого^4He зниження температури не приводить до його тверднення, якщо тиск менший, нiж ∼ 25 атм, i ми маємо рiдину, яку описуємо квантовими законами. У цьому випадку зв’язок мiж потенцiалом Φ(R) i структурним фактором S_q є iншим, нiж у класичнiй теорiї. Зрозумiло, що вiдтворений потенцiал не повинен залежати вiд того, в якому аґреґатному станi знаходиться речовина i якими законами, класичними чи квантовими, описують її властивостi. Оскiльки при цьому змiнюється лише механiзм формування структурного фактора S_q потенцiалом Φ(R) i все залежить вiд того, наскiльки добре працюють нашi наближенi рiвняння. Скажiмо, якщо би в околi температури кипiння рiдкого^4He T_c ≃ 4.24 K, вiн описувався би класичними законами, то потенцiал, вiдтворений з формули, яку ми виписали вище, збiгся би з потенцiалом, знайденим з квантових рiвнянь при T → 0. Однак рiдкий гелiй при T ≃ 4.24 K є квантовою системою, далекою вiд класичного опису, який стає можливим вище температури виродження T_0 ≃ 15.5 K. Наведенi тут мiркування правильнi для атомiв iнертних газiв, у яких електроннi оболонки є компактними i не “деформуються"при їх взаємному зближеннi. Ситуацiя значно складнiша у випадку системи атомiв перехiдних металiв, d-оболонки яких достатньо протяжнi i перекриваються мiж сусiднiми атомами.

Перейдемо тепер до теорiї вiдтворення потенцiалу у квантовому випадку. Передусiм ми маємо на увазi потенцiал взаємодiї мiж атомами гелiю. Пригадаймо (див. § 34), що в нульовому наближеннi, коефiцiєнт Фур’є енергiї мiжчастинкової взаємодiї можна записати через структурний фактор при T = 0 K:

ν_q = V N ℏ^2q^2 4m ( 1 S^2_q − 1 )

i потенцiал

Φ(R) = 1 N ∑ q ℏ^2q^2 4m ( 1 S^2_q − 1 ) e^{iqR} або Φ(R) = 1 2π^2ρR ℏ^2 4m ∫_∞ 0 ( 1 S^2_q − 1 ) q^3 sin qR dq.

У наступному наближеннi маємо поправку

ΔΦ(R) = 1 2N^2 ∑ k≠0 ∑ q≠0

ℏ^2q^2 2m (kq) k^2 ( 1 S_q

− S_q ) ( S_{|k+q|} − 1 ) e^{ikR}.

Переходимо тут вiд сум до iнтеґралiв за k та q, використовуючи сферичнi системи координат у просторi хвильових векторiв:

ΔΦ(R) = 1 8π^4ρ^2R × ℏ^2 4m ∫_∞ 0 dk sin kR

∫_∞ 0 dq q^5

∫_1 −1 dx x

× ( 1 S_q

− S_q ) (S_p − 1) ,

де p = √ k^2 + q^2 + 2kqx.

Наведемо розрахунки з використанням структурного фактора S_q(T ) з [22], де вiн вимiряний у дифракцiйних дослiдах при рiзних температурах. Нам потрiбно знати S_q при T = 0 K, адже саме цi значення S_q входять у наведенi вище формули. Приведення структурного фактора до температури абсолютного нуля здiйснимо за допомогою формули

S_q(T ) = S_qcth ( ℏ^2q^2 4mT / S_q ) , S_q = S_q(T = 0), яку ми вивели у § 17. Важливо, що ця формула є точною при малих значеннях хвильового вектора. З iншого боку, саме при q → 0 структурний фактор зазнає найбiльших змiн, коли i температура прямує до нуля. Отже, з цiєї формули та з умови, що S_q = ℏq/2mc при q → 0, ми можемо вiдтворити структурний фактор у довгохвильовiй областi. Результати цих обчислень поданi у табл. 1, а також зображенi на рис. 9.

Табл. 1. Структурний фактор рiдкого^4He при T = 0 K.

q, Å^{−1} S_q q, Å^{−1} S_q q, Å^{−1} S_q q, Å^{−1} S_q

0.00 0.000 1.65 0.775 3.30 0.949 4.95 0.989 0.05 0.017 1.70 0.865 3.35 0.954 5.00 0.988 0.10 0.033 1.75 0.965 3.40 0.959 5.05 0.987 0.15 0.053 1.80 1.069 3.45 0.964 5.10 0.986 0.20 0.069 1.85 1.172 3.50 0.969 5.15 0.985 0.25 0.084 1.90 1.263 3.55 0.973 5.20 0.985 0.30 0.098 1.95 1.334 3.60 0.978 5.25 0.985 0.35 0.111 2.00 1.377 3.65 0.983 5.30 0.985 0.40 0.123 2.05 1.387 3.70 0.988 5.35 0.986 0.45 0.134 2.10 1.365 3.75 0.992 5.40 0.986 0.50 0.145 2.15 1.330 3.80 0.997 5.45 0.987 0.55 0.155 2.20 1.290 3.85 1.001 5.50 0.988 0.60 0.165 2.25 1.248 3.90 1.005 5.55 0.989 0.65 0.175 2.30 1.203 3.95 1.009 5.60 0.990 0.70 0.184 2.35 1.157 4.00 1.012 5.65 0.991 0.75 0.194 2.40 1.116 4.05 1.014 5.70 0.992 0.80 0.204 2.45 1.085 4.10 1.016 5.75 0.993 0.85 0.215 2.50 1.061 4.15 1.018 5.80 0.994 0.90 0.227 2.55 1.040 4.20 1.018 5.85 0.995 0.95 0.241 2.60 1.021 4.25 1.018 5.90 0.995 1.00 0.256 2.65 1.004 4.30 1.017 5.95 0.996 1.05 0.273 2.70 0.989 4.35 1.016 6.00 0.997 1.10 0.293 2.75 0.976 4.40 1.014 6.05 0.997 1.15 0.315 2.80 0.965 4.45 1.012 6.10 0.998 1.20 0.340 2.85 0.956 4.50 1.010 6.15 0.998 1.25 0.368 2.90 0.949 4.55 1.007 6.20 0.999 1.30 0.399 2.95 0.944 4.60 1.005 6.25 0.999 1.35 0.433 3.00 0.941 4.65 1.002 6.30 0.999 1.40 0.472 3.05 0.939 4.70 1.000 6.35 1.000 1.45 0.515 3.10 0.939 4.75 0.997 6.40 1.000 1.50 0.566 3.15 0.940 4.80 0.995 6.45 1.000 1.55 0.626 3.20 0.942 4.85 0.993 6.50 1.000 1.60 0.695 3.25 0.945 4.90 0.991 6.55 1.000

Рис. 9. Структурний фактор рiдкого^4He. Суцiльна крива — екстраполяцiя

Sq до температури T = 0 K, ромбиками позначено експериментальнi значення при T = 1.0 K [22].

Пiсля цього знайденi значення S_q пiдставляємо у вираз для Φ(R) i розраховуємо необхiдний iнтеґрал за q. Графiчно результати цих обчислень зображенi на рис. 10.

Зауважимо, що ми використали тут зв’язок мiж ν_q та структурним фактором S_q у наближеннi Боголюбова, коли у функцiї α_q середнє значення кiнетичної енергiї системи покладаємо рiвним нулевi, ⟨K̂⟩ = 0. Якщо зберiгати цей доданок в α_q, то ν_q змiнюємо на ефективний коефiцiєнт Фур’є енергiї взаємодiї ν^∗_q = ν_q + 2V ⟨K̂⟩/3N^2. Очевидно, що новий потенцiал збiгатиметься зi знайденим за винятком точки R = 0, де виникає рiзниця на дельта-подiбний доданок δ(R)2V ⟨K̂⟩/3N^2.

Маючи значення структурного фактора, можна розрахувати також i парну функцiю розподiлу, i пряму кореляцiйну функцiю C(R) за їх означеннями. Парну функцiю розподiлу ми наводили як iлюстрацiю у § 11 на рис. 6. Результати розрахунку C(R) при температурi абсолютного нуля зображено на рис. 11.

На завершення отримаємо деяку iнформацiю про асимптотики

Рис. 10. Вiдтворений потенцiал взаємодiї мiж атомами гелiю. Суцiльною

кривою зображено результати, отриманi в RPA-наближеннi, штрихованою — iз урахуванням нелiнiйних флюктуацiй (постRPA-наближення).

функцiй C(R) та h(R) при R → ∞. Почнемо з прямої кореляцiйної функцiї:

C(R) = 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 ( 1 − 1 S_q ) q sin qR dq

= (i ) = − 1 2π^2ρR q ( 1 − 1 S_q ) cos qR R | |^∞ 0 + 1 2π^2ρR^2

∫_∞ 0 cos qR d dq [ q ( 1 − 1 S_q )] dq. У першому доданку верхня межа дає нульовий внесок, а нижня межа з урахуванням того, що S_q = ℏq/2mc при q → 0 i визначає шукану ведучу асимптотику, оскiльки iнтеґральний член

Рис. 11. Пряма кореляцiйна функцiя рiдкого^4He при T = 0 K.

при подальшому iнтеґруваннi частинами дасть додатковi степенi оберненої вiдстанi 1/R. Отже,

C(R) = − mc π^2ℏρR^2

, R → ∞

— точний результат.

Так само ми маємо змогу знайти ведучу асимптотику повної кореляцiйної функцiї:

h(R) = 1 2π^2ρR

∫_∞ 0 (S_q − 1)q sin qR dq

= (iнтеґруємо частинами) = − 1 2π^2ρR q(S_q − 1) cos qR R | | | ∞ 0 + 1 2π^2ρR^2

∫_∞ 0 cos qR d dq [q(S_q − 1)] dq.

Вставки на обох межах у першому доданку дають нуль i, отже, iнтеґруємо далi частинами:

h(R) = 1 2π^2ρR^2 sin qR R d dq [q(S_q − 1)] | | | ∞ 0 − 1 2π^2ρR^3

∫_∞ 0 sin qR d^2 dq^2

[q(S_q − 1)] dq.

Як бачимо, перший доданок дорiвнює нулевi, тому продовжуємо iнтеґрувати частинами:

h(R) = 1 2π^2ρR^3 cos qR R d^2 dq^2

[q(S_q − 1)] | |^∞ 0 − 1 2π^2ρR^4

∫_∞ 0 cos qR d^3 dq^3

[q(S_q − 1)] dq.

Тепер перший доданок в цьому рiвняннi на нижнiй межi з урахуванням того, що S_q = ℏq/2mc при q → 0 вже не дорiвнює нулевi i саме вiн дає ведучу асимптотику функцiї h(R), оскiльки iнтеґруванням частинами легко показуємо, що другий доданок дає старшi степенi 1/R:

h(R) = − ℏ 2π^2ρmcR^4

, R → 0.

Це також точний результат. Його цiкаво порiвняти з асимптотикою парної функцiї розподiлу для бозе-газу твердих сфер з § 25.

На жаль, цей трюк з iнтеґруванням частинами не проходить для визначення асимптотики потенцiалу Φ(R) у квантовому випадку, оскiльки, як бачимо, внесок у степеневу асимптотику дають лише непарнi степенi розкладу структурного фактора S_q за степенями q. Парнi степенi приводять до експоненцiального загасання при R → ∞.

Вiдтворення мiжатомного потенцiалу за визначеним у дифракцiйних експериментах структурним фактором є прикладом оберненої (зворотної) задачi. При цьому важливу роль вiдiграють поряд з точнiстю експерименту i межi хвильового вектора, q_{min} ≤ q ≤ q_{max}, в яких вiдбувається вимiрювання, що диктуються також експериментом та можливостями приладiв. З теорiї перетворення Фур’є добре вiдомо, що обрив меж iнтеґрування призводить до зайвих, несправжнiх, тобто неiснуючих осциляцiй, у нашому випадку на кривiй Φ(R). Слiд також пам’ятати, що великi значення хвильового вектора q вiдповiдають за формування прямого зображення Φ(R) при малих R i навпаки. З iншого боку, не повинно бути беззастережної довiри й до теоретичних виразiв, оскiльки, по-перше, теорiя також має свої межi застосовностi, зумовленi тими наближеннями, завдяки яким i вдається отримати остаточнi формули. А по-друге, крiм попарної взаємодiї мiж атомами, є тричастинковi i вищi взаємодiї, якi дають свiй внесок, сумiрний з внеском високих наближень вiд парних взаємодiй. Лише всебiчний аналiз усiх цих умов дає змогу отримувати достовiрну iнформацiю про характер мiжатомних взаємодiй.

§ 39. Êîðîòêîñßæíi òà äàëåêîñßæíi ìiæœàñòèíêîâi âçàźìîäiĺ

Потенцiальна енергiя взаємодiї мiж частинками Φ(R) як функцiя R iнтенсивно зростає на малих вiдстанях R ≲ a (a — “дiаметр"частинок), що враховує їх вiдштовхування, i має притягувальний хвiст на великих вiдстанях. Якщо частинки несуть на собi заряди, то для однойменно заряджених частинок цей хвiст, зрозумiло, є вiдштовхувальним. В областi a < R ≲ 2a величина Φ(R) має характерну потенцiальну яму. Внаслiдок швидкого зростання потенцiалу при R ≲ a його можна моделювати на цiй дiлянцi потенцiалом твердих сфер:

Φ(R) =

∞, R ≤ a,

0, R > a.

Власне цей твердий кор у потенцiалi i є вiдповiдальним за ближнiй порядок у рiдинi, який виявляє парна функцiя розподiлу своїм першим характерним максимумом в областi R ∼ a. Вiд’ємна частина потенцiалу вiдповiдає за утримання системи частинок у зв’язаному рiвноважному рiдинному станi. Крiм того, як ми бачили у § 10, вона також спричинює фазовий перехiд.

Виходячи з цього, доцiльно роздiлювати внески, скажiмо у структурний фактор, рiзних дiлянок потенцiалу. Таке роздiлення дає змогу досягти кращих результатiв в описi властивостей багаточастинкових систем. У наближеннi хаотичних фаз це можна зробити так: розiб’ємо повний потенцiал на суму двох частин i вiдповiдно для його фур’є-зображення маємо

ν_q = ν^{HS}_q + ν^{LR}_q ,

де iндексом “HS"позначена його вiдштовхувальна частина (Hard spheres — твердi сфери), а далекосяжна частина позначена iндексом “LR"(Long-range — далекосяжний). Зауважимо, що коефiцiєнт Фур’є для потенцiалу твердих сфер не iснує. Однак будемо вважати, що ми замiнили його достатньо гладкою функцiєю, аж такою, що фур’є-перетворення стає можливим. Далекосяжним прийнято називати потенцiал, який поводить себе при R → ∞ як 1/R^n, 0 < n ≤ D, D — вимiрнiсть простору. Тут пiд термiном “далекосяжна"будемо розумiти не обов’язково залежнiсть типу кулонiвської ∼ 1/R, а все те, що залишилось вiд потенцiалу пiсля видiлення з нього вiдштовхувальної частини.

Розглянемо тепер структурний фактор у наближеннi RPA. Почнемо з класичного випадку:

S_q = 1 1 + βρν_q = 1 1 + βρν^{HS}_q + βρν^{LR}_q = 1 1 + βρν^{HS}_q × 1 1 + βρν^{LR}_q /(1 + βρν^{HS}_q ) . За означенням величина

S^{HS}_q = 1 1 + βρν^{HS}_q

є структурним фактором модельної системи, частинки якої взаємодiють за допомогою “згладженого"потенцiалу твердих сфер. Тому повний структурний фактор можна записати так:

S_q =

S^{HS}_q 1 + βρν^{LR}_q S^{HS}_q .

Ми отримали важливий результат. Дiйсно, тепер ми можемо вже “забути"наше визначення S^{HS}_q через фур’є-образ короткосяжного потенцiалу ν^{HS}_q i вважати, що заданою є функцiя S^{HS}_q . Як знаходити S^{HS}_q — це вже iнша проблема. Насправдi сказане — це не просто словесне досягнення мети, софiстика — воно вiдображає математичну процедуру пiдсумовування безмежного ряду членiв певного типу, що отримуємо при формальному розкладi точного виразу для S_q за величиною ν^{HS}_q .

З цим виразом для S_q можна розраховувати рiзнi фiзичнi характеристики. Зокрема, можна знайти критичну точку T = T_c, прирiвнюючи знаменник S_q до нуля при q = 0, якщо ν^{LR}_0 < 0:

T_c = ρ|ν^{LR}_0 |S^{HS}_0 .

Причому значення S^{HS}_0 можна виразити через стисливiсть системи “твердих сфер"κ^{HS}_T (див. § 7):

S^{HS}_0 = ρT κ^{HS}_T = T/ ( ∂P^{HS} ∂ρ ) T , де P^{HS} — рiвняння стану для цiєї системи. Наприклад, ми можемо скористатись рiвнянням стану Ван-дер-Ваальса, вiдомого з курсу молекулярної фiзики:

P^{HS} = T N V − bN , де стала b = 2πa^3/3 дорiвнює чотирьом об’ємам твердої сфери дiаметра a:

P^{HS} = ρT 1 − 4η , тут безрозмiрна густина η = πρa^3/6 є вiдношенням власного об’- єму частинки до об’єму, що припадає на одну частинку в системi.

Ми залишаємо Читачевi подальший аналiз термодинамiчних функцiй за допомогою повного виразу для структурного фактора.

Перейдемо до квантового випадку. Структурний фактор

S_q = 1 √ 1 +^{2N}_V ν_q

/_{ℏ2q2} 2m = 1 √ 1 +^{2N}_V (ν^{HS}_q + ν^{LR}_q )

/_{ℏ2q2} 2m

= 1 √ 1 +^{2N}_V ν^{HS}_q

/_{ℏ2q2} 2m × 1 √ 1 +^{2N}_V ν^{LR}_q

/_{ℏ2q2} 2m (1 +^{2N}_V ν^{HS}_q

/_{ℏ2q2} 2m ) .

Як i у класичному випадку, уведемо структурний фактор твердих сфер

S^{HS}_q = 1 √ 1 +^{2N}_V ν^{HS}_q

/_{ℏ2q2} 2m . Тепер повний структурний фактор

S_q =

S^{HS}_q √ 1 +^{2N}_V ν^{LR}_q (S^{HS}_q )^2

/_{ℏ2q2} 2m .

Цiкаво зауважити, що подiбний вираз ми вже мали в теорiї квантового електронного газу, причому роль S^{HS}_q вiдiгравав структурний фактор iдеального фермi-газу.

За допомогою знайденого виразу можна обчислити рiзнi властивостi квантової рiдини. Наприклад, при q → 0 маємо, як i повинно бути, S_q = ℏq/2mc, де швидкiсть звуку визначається лише “LRчастиною потенцiалу: c = √ ρν^{LR}_0 /m.

З цього рiвняння можна визначити при заданому експериментальному значеннi c параметр a, тобто дiаметр твердої сфери, який у нас поки що є довiльним. Iнший пiдхiд до знаходження вiльного параметра a — це рiзного типу оптимiзацiйнi процедури i, зокрема, мiнiмiзацiя енергiї системи.

Ïiñëßìîâà

Автор завершує цю книжку з надiєю на те, що Читач, який робив тут першi кроки до проблеми багатьох тiл як фiзик-теоретик, зможе застосувати набутi знання для вивчення спецiальної лiтератури i журнальних статей, а також самостiйно вести дослiдницьку дiяльнiсть.

Ми намагались увести Читача до тих проблем у теорiї класичних i квантових рiдин, якi є для нього доступними пiсля закiнчення другого курсу фiзичного факультету унiверситету. Поза нашою увагою залишилась теорiя кристалiчного стану. Просто тут ми обмежилися розглядом саме невпорядкованих рiвноважних багаточастинкових систем.

Ми звертали увагу на деякi деталi математичного “облаштування"фiзичних моделей, щоб чiтко зафiксувати прийнятi припущення i наближення та окреслити межi їх застосовностi. Достатньо обговорювали наближення, яких не уникнути в теорiї систем багатьох тiл. Намагались показати, що мистецтво дослiдника полягає саме в умiннi “вгадати", в якому мiсцi потрiбно “вхопити"рiвняння так, щоб витягнути з них якомога бiльше iнформацiї. Доведення деяких результатiв “до числа", яке вимiрюється в дослiдах, мало на метi показати, що дистанцiя мiж фундаментальними рiвняннями i цим числом не є аж такою значною.

Творчiсть фiзикiв живиться незбагненною вiрою в те, що формули фундаментальних законiв охоплюють i надчуттєвi принципи Буття, саме ця вiра i штовхає їх час вiд часу на виснажливi метафiзичнi блукання бездорiжжями потойбiчностi в надiї знайти i подолати шлях до першопричин. На наш погляд, завдання фiзикатеоретика полягає не у конструюваннi простих залежностей мiж фiзичними величинами, якi можна прикидно встановити, скажiмо методом розмiрностей (хоча i це важливо), а в установленнi фундаментальних законiв та вмiннi з першопринципних рiвнянь, таких як рiвняння Ньютона у класичнiй механiцi чи рiвняння Гайзенберґа у квантовiй механiцi, якi охоплюють i мiстять у собi незбагненно тонкi й глибокi зв’язки мiж явищами, вилучати цiною вдалих та контрольованих наближень механiзми фiзичних закономiрностей з усiм їхнiм багатством i красою i цим бодай хоча б трохи скорочувати вiдстань до Iстини.

Ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíîĺ ëiòåðàòóðè

[1] Бом Д. Общая теория коллективных переменных. М.: Мир, 1964.

[2] Зубарев Д. Н. Докл. акад. наук СССР. 1954. Т. 95, № 4. С. 757– 760.

[3] Боголюбов Н. Н., Зубарев Д. Н. Журн. эксперим. и теорет.

физ. 1955. Т. 28. Вып. 2. С. 129–139.

[4] Юхновский И. Р. Журн. эксперим. и теорет. физ. 1958. Т. 34.

Вып. 2. С. 379–389.

[5] Марч Н., Янг У., Сампантхар С. Проблема многих тел в квантовой механике. М.: Мир, 1969.

[6] Waseda Y. and Suzuki K. The 1575th report of the Research Institute for Iron, Steel and Other Metals, 172 (1973).

[7] Robkoff H. N., Hallock R. B. Phys. Rev. B. 1981. V. 24, № 1.

P. 159–181.

[8] Балеску Р. Равновесная и неравновесная статистическая механика. М.: Мир, 1978, Т. 1.

[9] Кобилянський В. Б. Статистична фiзика. К.: Вища школа, 1972.

[10] Федорченко А. М. Теоретична фiзика. Т. 2. К.: Вища школа, 1993.

[11] Вакарчук I. О. Квантова механiка. Львiв: Львiвський державний унiверситет iм. I. Франка, 1998.

[12] Боголюбов Н. Н. // Изв. АН СССР. Сер. физ. 1947. Т. 11, № 1. С. 77–90; Избранные труды. Т. 2. Киев: Наук. думка, 1970. С. 287–493.

[13] Cowley R. A. and Woods A. D. B. Canadian Journ. Phys. 1971.

Vol. 49. P. 177–200.

[14] Вакарчук И. А. Теор. мат. физ. 1989. Т. 80, № 3. С. 439–451;

Теор. мат. физ. 1990. Т. 82, № 3. С. 438–449.

[15] Вакарчук И. А. Теор. мат. физ. 1975. Т. 23, № 2. С. 260–272;

Теор. мат. физ. 1977. Т. 32, № 2. С. 247–261;

[16] Вакарчук I. О. Укр. фiз. журн. 1977. Т. 22, № 1. С. 27–33;

Журн. фiз. досл. 1996. Т. 1, № 1. С. 25–38.

[17] Г. Бейтман, А. Эрдейи. Высшие трансцендентные функции.

Т.1. М.: Наука, 1973.

[18] Г. Бейтман, А. Эрдейи. Таблицы интегральных преобразований. Т.1. М.: Наука, 1969.

[19] Градштейн И. С., Рыжик И. М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. М.: Наука, 1971.

[20] К. Хуанг. Статистическая механика. М.: Мир, 1966.

[21] Справочник по специальным функциям. Под. ред. М. Абрамовица и И. Стриган. М.: Наука, 1979.

[22] Svensson E. C., Sears V. F., Woods A. D. B., Martel P.

Phys. Rev. B. 1980. Vol. 21, No 8. P. 3638–3651.

Îñîáîâèé ïîêàæœèê

Айнштайн, 81, 92, 101, 104, 143 Бардiн, 104 Бернуллi, 15 Боголюбов М. М., 73, 82, 95, 143, 145, 207 Бозе, 81, 92, 101, 104, 143 Больцман, 9, 96, 157 Бор, 105 Борн, 18 Бракнер К., 107, 114, 137, 141, 198 Брiллюен, 75, 82 Бройль Л. де, 41, 71, 103

Ван-дер-Ваальс, 18, 213 Вiльсон К., 53

Гайзенберґ В.К., 64, 70, 216 Гамiльтон, 9, 24, 77, 78, 84, 87, 89 Гельмгольц, 12 Гюккель Е.А.А., 46, 157, 169 Г’юм Д., 54 Ґiббс Д.У., 83

Дебай П. Й. В., 44, 46, 87, 157, 158, 169, 173, 195, 196, 197 Джонс, 18, 19, 47, 133 Дiрак, 13, 104, 153

Ейлер, 14, 106, 112, 113, 114, 116, 127, 162, 168 Еренфест П., 53

Займан Дж., 5

Капiца П. Л., 74

Кельвiн, 9 Клаузiус Р. Ю. Е., 90 Кронекер, 15 Купер, 104

Ландау Л. Д., 74, 97 Лаплас, 111 Ленґмюр I., 34 Леннард, 18, 19, 47, 133

Майєр, 18 Маклорен, 14 Максвелл, 9, 10, 30 Меллiн, 111, 113, 114,

127, 131

Ньютон, 7, 13, 28, 64, 216

Орнштайн Л., 201, 202

Паулi, 102, 134 Планк, 71

Рiман, 103

Стефан, 96

Фейнман Р., 82 Фермi Е., 104, 128, 134 Фур’є, 14–16, 19–23, 28, 32, 43, 47, 57–62, 72, 75, 79, 88, 92, 104, 110, 111, 120, 150, 152, 173, 179, 192, 193, 196, 199, 204, 207, 211, 212.

Цернiке Ф., 201, 202

Шриффер, 104

Юкава 22, 23, 59, 61, 58, 157, 195, 196, 197 Юхновський I. Р., 17

Н а в ч а л ь н е в и д а н н я

Вакарчук Iван Олександрович

ÂÑÒÓÏ ÄÎ ÏÐÎÁËÅÌÈ

ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÒIË

Мовна редакцiя Ярослава Прихода

Художнє оформлення Андрiй Кiсь

Технiчна редакцiя Софiя Довба

Пiдписано до друку 24.11.99 Формат 60 × 90^1 /16. Папiр офс. Ґарн. Times. Друк офс. Умовн. друк. арк. 13,75.

Умовн. фарбовiдб. 14,25. Обл. вид. арк. 13.86.

Тираж 1000 прим. Зам. .

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка 79000 Львiв, вул. Унiверситетська, 1

Жовкiвська книжкова друкарня видавництва Отцiв Василiян (Мiсiонер).

80300, м. Жовква Львiвської областi, вул. Василiянська, 8 Зам.