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Передмова

Навчальний посiбник написаний на основi курсу лекцiй з нових
задач квантової механiки, який слухають студенти фiзичного фа-
культету в рамках магiстерської освiтньої програми "Фiзика та
астрофiзика". Посiбник складається з п’яти роздiлiв, кожен iз
яких завершується перелiком задач.

У першому роздiлi описана iсторiя виникнення iдеї про те,
що оператори координат можуть некомутувати. Проаналiзований
зв’язок деформацiї комутацiйних спiввiдношень для координат та
iмпульсiв iз теорiєю струн та квантовою гравiтацiєю, а також роз-
глянутi основi типи деформованих алгебр для операторiв коорди-
нат та операторiв iмпульсiв, якi дають можливiсть описати кван-
тованiсть простору на планкiвських масштабах. Студенти вивча-
тимуть узагальненi спiввiдношення невизначеностей, якi випли-
вають iз деформованих комутацiйних спiввiдношень, знаходити-
муть обмеження на довжину у квантованому просторi на основi
спiввiдношень невизначеностей.

Другий роздiл присвячено найпростiшим квантовим задачам у
просторi з мiнiмальною довжиною. Знайденi власнi значення опе-
ратора квадрата довжини у некомутативному просторi канонiчно-
го типу. Проаналiзований вплив квантованостi простору на спектр
двовимiрного гармонiчного осцилятора у просторi з канонiчною
некомутативнiстю координат. Методом суперсиметрiї розв’язанi
задачi на знаходження енергетичних рiвнiв гармонiчного осциля-
тора у деформованому просторi з мiнiмальною довжиною.

У третьому роздiлi розглянутi особливостi опису систем бага-
тьох частинок у квантованому просторi, рух системи вiльних ча-
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Передмова

стинок у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу.
Дослiджена проблема зведення двочастинкової задачi до задачi
про рух центра мас та вiдносний рух у квантованому просторi.

Четвертий роздiл присвячено фундаментальним проблемам,
якi зумовленi деформацiєю звичних комутацiйних спiввiдношень
для операторiв координат та iмпульсiв. Описана проблема пору-
шення адитивностi кiнетичної енергiї, а отже, порушення i зако-
ну збереження енергiї, невиконання слабкого принципу еквiвален-
тностi у квантованих просторах з алгеброю канонiчного типу та у
випадку довiльної функцiї деформацiї, яка залежить вiд iмпуль-
сiв. Також розглянута проблема залежностi перетворень Галiлея
вiд маси частинки у деформованому просторi. Розв’язана пробле-
ма екстремально малих оцiнок для мiнiмальної довжини, отрима-
них на основi дослiджень зсуву перигелiю Меркурiя.

У п’ятому роздiлi розглянутi проблеми порушення симетрiї
вiдносно iнверсiї часу та сферичної симетрiї у некомутативному
просторi канонiчного типу та описаний шлях для їхнього розв’я-
зання. У сферично-симетричному, iнварiантному вiдносно iнверсiї
часу некомутативному просторi знаходяться енергетичнi рiвнi ча-
стинки в однорiдному полi.

Автори висловлюють подяку своїм колегам за кориснi заува-
ження пiд час написання навчального посiбника.
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Роздiл 1

Опис квантованостi
простору на планкiвських
масштабах за допомогою
деформованих алгебр

1.1 Iдея про деформацiю звичних комута-
цiйних спiввiдношень для операторiв ко-
ординат та операторiв iмпульсiв

1.1.1 Iсторiя виникнення iдеї та її зв’язок з теорiєю
струн

У квантовiй механiцi оператори координат Xi та оператори iм-
пульсiв Pi задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення

[Xi, Xj ] = 0, (1.1)
[Xi, Pj ] = i~, (1.2)
[Pi, Pj ] = 0, (1.3)

тут iндекси i, j набувають значень (1, 2, 3), ~ – зведена стала План-
ка.
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Опис квантованостi простору на планкiвських масштабах...

Iдея про те, що звична алгебра (1.1)–(1.3) може бути модифi-
кована, була запропонована Вернером Гайзенберґом для розв’яза-
ння проблем з ультрафiолетовими розбiжностями, якi виникають
у квантовiй теорiї поля [1, 2]. Пiзнiше Гайзенберґ розказав про
свою iдею Пайєрлсу, котрий застосовував її при аналiзi електри-
чних систем у сильному магнiтному полi. Пiсля цього вiдбувся
ланцюжок спiлкувань. Пайерлс розказав про iдею модифiкацiї ко-
мутацiйних спiввiдношень для операторiв координат та iмпульсiв
Паулi, Паулi повiдомив її Оппенгеймеру. Оппенгеймер попросив
свого аспiранта Снайдера попрацювати над нею. Саме Снайдер
став автором першої статтi, де була запропонована деформована
алгебра (статтю було опублiковано у журналi Physical Review у
1947 роцi [3])

[Xµ, Xµ] = i~β2Jµν , (1.4)
[Xi, Pj ] = i~(ηµν + β2PµPν), (1.5)

[Pµ, Pν ] = 0. (1.6)

Тут Jµν – генератори Лоренца, ηµν – метричний тензор, [ηµν ] =
diag(−1, 1, 1, 1), iндекси ν, µ набувають значень (0, 1, 2, 3), β – кон-
станта, яку називають параметром деформацiї. Алгебру (1.4)- (1.6)
було названо релятивiстською алгеброю Снайдера.

У останнi роки багато уваги до вивчення деформованих ал-
гебр та до дослiдження властивостей фiзичних систем у просторi
з модифiкованими комутацiйними спiввiдношеннями для опера-
торiв координат та операторiв iмпульсiв придiляють у зв’язку з
розвитком теорiї струн та теорiї квантової гравiтацiї (див., для
прикладу, [4–8]). Цi теорiї дають можливiсть передбачити iснува-
ння мiнiмальної довжини, яка є порядку довжини Планка

lP = 1, 6 · 10−35м. (1.7)

Теорiя струн описує неточковi частинки, якi називають кван-
товими струнами, та вивчає їх взаємодiю. З цiєї теорiї випливає
узагальнене спiввiдношення невизначеностей (Generalized Uncertai-
nty Relation, GUP) для операторiв координат та iмпульсiв

δX ≥ ~
2

(
1

δP
+ βδP

)
, (1.8)

10
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де β – константа. У нерiвностi (1.8) введенi такi позначення для
δX та δP

δX =
√

⟨∆X2⟩, (1.9)
δP =

√
⟨∆P 2⟩. (1.10)

У границi β → 0 iз нерiвностi (1.8) отримаємо спiввiдношення
невизначеностей Гайзенберґа

δX ≥ ~
2

1

δP
, (1.11)√

⟨∆X2⟩
√

⟨∆P 2⟩ ≥ ~
2
. (1.12)

Зауважимо, що параметр β пов’язаний з протяжнiстю об’єкта,
мiнiмальною довжиною. Мiнiмальне значення правої частини не-
рiвностi (1.8) ~ (1/δP + βδP ) /2 досягається при

δP =
1√
β
, (1.13)

та дорiвнює

δXmin = ~
√
β. (1.14)

1.1.2 Частинка в потенцiальнiй ямi з безмежно ви-
сокими стiнками та мiнiмальна довжина

Обмеження на довжину є результатом таких мiркувань. Роз-
глянемо частинку з масою m у потенцiальнiй ямi шириною a з
безмежно високими стiнками. З квантової механiки добре вiдомi
енергетичнi рiвнi такої частинки

En =
~2π2n2

2ma2
, (1.15)

де n = 1, 2, 3.... Частинка в потенцiальнiй ямi локалiзована в обла-
стi шириною a. Для такої локалiзацiї необхiдна енергiя. Постави-
мо запитання до якої межi ми можемо локалiзувати частинку, до
яких розмiрiв a ми можемо зменшувати ширину потенцiальної

11
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ями? Дамо вiдповiдь на них. Розгляньмо найнижчий енергети-
чний рiвень n = 1,

E1 =
~2π2

2ma2
. (1.16)

Можемо розглянути також локалiзацiю частинки в тривимiрнiй
сферичнiй ямi з радiусом a. Тодi найнижчий енергетичний рiвень
з n = 1 i орбiтальним квантовим числом l = 0 визначають також
як (1.16). При зменшеннi a енергiя E1 зростає. Згiдно з вiдомою
формулою Айнштайна, яка пов’язує енергiю та масу, зростає та-
кож ефективна маса частинки. Для достатньо малих a ефективна
маса стає набагато бiльшою вiд маси спокою частинки. У цьому
випадку можемо записати таку рiвнiсть

mc2 =
~2π2

2ma2
, (1.17)

де c – швидкiсть свiтла.
Пригадаємо, що стиснення тiла масою m у кулю радiусом мен-

шим чи рiвним гравiтацiйному радiусу (радiусу Шварцшильда)
зумовлює гравiтацiйний колапс та перетворення тiла у чорну дi-
ру. Для тiла з масою m гравiтацiйний радiус визначають як

Rg =
2Gm

c2
, (1.18)

де G – гравiтацiйна стала. Отже, частинка перетвориться у чорну
дiру у випадку зменшення ширини (радiуса) потенцiальної ями
до розмiрiв

a = Rg =
2Gm

c2
. (1.19)

Iз (1.17) маємо

m =
~π√
2ac

. (1.20)

Пiдставивши (1.20) у (1.19), знайдемо

a =

√
~G
c3

= lP . (1.21)

12
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Отже, ми не можемо локалiзувати частинку в областi меншiй нiж
довжина Планка. Якщо ширина ями буде менша нiж планкiвська
довжина, вiдбудеться гравiтацiйний колапс, тобто частинка пере-
твориться у чорну дiру. Поєднання квантової механiки та теорiї
гравiтацiї веде до появи мiнiмальної довжини планкiвських мас-
штабiв.

1.2 Одновимiрна деформована алгебра, що
дає змогу описати простiр з мiнiмальною
довжиною

1.2.1 Квадратична деформацiя та узагальнене спiв-
вiдношення невизначеностей

Узагальнене спiввiдношення невизначеностей (1.8) можна отри-
мати, розглянувши квадратичну за iмпульсами деформацiю зви-
чного комутацiйного спiввiдношення для операторiв координати
та iмпульсу, а саме

[X,P ] = i~(1 + βP 2). (1.22)

Тут β – параметр деформацiї, β > 0 [9, 10]. Щоб це показати,
пригадаємо з квантової механiки, що для операторiв A, B, якi не
комутують

[A,B] = iC, (1.23)

виконується таке спiввiдношення невизначеностей

⟨∆A2⟩⟨∆B2⟩ ≥ ⟨C⟩2

4
. (1.24)

Запишемо спiввiдношення (1.24) для операторiв координати та
iмпульсу, якi задовольняють (1.22). Маємо

⟨∆X2⟩⟨∆P 2⟩ ≥ ~2

4
(1 + β⟨P ⟩2)2. (1.25)

13
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Спiввiдношення (1.25) називають узагальненим спiввiдношенням
невизначеностей. Ввiвши δX =

√
⟨∆X2⟩, δP =

√
⟨∆P 2⟩ нерiв-

нiсть (1.25) можемо переписати як

δXδP ≥ ~
2
(1 + β⟨P 2⟩). (1.26)

Знаємо, що середнє квадратичне вiдхилення для оператора A має
вигляд

⟨∆A2⟩ = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2. (1.27)

Отже, можемо записати

⟨P 2⟩ = ⟨∆P 2⟩+ ⟨P ⟩2. (1.28)

Нерiвнiсть (1.25) матиме вигляд

δXδP ≥ ~
2
(1 + β⟨∆P 2⟩+ β⟨P ⟩2) ≥

≥ ~
2
(1 + β⟨∆P 2⟩) = ~

2
(1 + (δP )2), (1.29)

де враховано те, що β > 0, ⟨P ⟩2 > 0, а також, що згiдно з позна-
ченням (1.10)

⟨∆P 2⟩ = (
√

⟨∆P 2⟩)2 = (δP )2. (1.30)

Iз (1.29) легко отримаємо узагальнене спiввiдношення невизначе-
ностей (1.8).

Деформацiя комутацiйних спiввiдношень для операторiв коор-
динати та iмпульсу (1.22) зумовлює узагальнене спiввiдношення
невизначеностей та описує простiр з мiнiмальною довжиною, яку
визначають через параметр деформацiї ~

√
β (див. (1.14)). Заува-

жимо, що у границi β → 0 iз (1.22) отримаємо звичне спiввiдноше-
ння [X,P ] = i~ та спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа.

1.2.2 Зображення для операторiв координат та опе-
раторiв iмпульсiв

Для операторiв координати та iмпульсу, якi задовольняють
спiввiдношення (1.22), зручно використовувати зображення через

14
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оператори координати та iмпульсу x, p, комутатор для яких має
звичний вигляд

[x, p] = i~. (1.31)

Розрiзняють iмпульсне та квазiкоординатне зображення.
Iспульсне зображення означають як

X = x(1 + βp2), (1.32)
P = p. (1.33)

Урахувавши спiввiдношення (1.31), легко переконатися, що кому-
татор для операторiв X, P вiдповiдає спiввiдношенню деформо-
ваної алгебри

[X,P ] = [x(1 + βp2), p] = i~(1 + βp2) = i~(1 + βP 2). (1.34)

У квазiкоординатному представленнi оператори коорди-
нати та iмпульсу записують так

X = x, (1.35)

P =
1√
β
tan(

√
βp). (1.36)

Зображення квазiкоординатне, оскiльки

⟨∆x2⟩ ≥ ~
√
β, (1.37)

тому не iснує влаcних станiв оператора координати. Оператор iм-
пульсу обмежений

− π

2
√
β
< p <

π

2
√
β
. (1.38)

Можемо переконатися, що справджується така рiвнiсть

[X,P ] = [x,
1√
β
tan(

√
βp)] = i~(1 + βP 2). (1.39)

Алгебра (1.22) може бути узагальнена до такого вигляду

[X,P ] = i~(1 + αX2 + βP 2), (1.40)

15
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(де α, β – константи, α ≥ 0, β ≥ 0, αβ < ~−2). Деформацiя кому-
тацiйного спiввiдношення (1.40) зумовлює наявнiсть мiнiмальних
невизначеностей координати та iмпульсу, якi визначають як

∆X0 = ~

√
β

1− ~2αβ
, (1.41)

∆P0 = ~
√

α

1− ~2αβ
, (1.42)

(див., для прикладу, [11, 12]).

1.3 Алгебра Кемпфа та її узагальнення

Для опису квантованих просторiв з бiльшими вимiрностями
А. Кемпф узагальнив алгебру (1.22), запропонувавши такi кому-
тацiйнi спiввiдношення для операторiв координат та операторiв
iмпульсiв

[Xi, Xj ] = −i~(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
(XiPj −XjPi), (1.43)

[Xi, Pj ] = i~(δij(1 + βP 2) + β′PiPj), (1.44)
[Pi, Pj ] = 0. (1.45)

Константи β ≥ 0, β′ ≥ 0 називають параметрами деформацiї [13].
Деформацiя комутацiйних спiввiдношень (1.43)–(1.45) спричиняє
наявнiсть мiнiмальної довжини, яку визначають за величинами
параметрiв деформацiї ~

√
β + β′.

Зауважимо, що коли β′ = 2β, з точнiстю до першого поряд-
ку за параметром деформацiї β можемо записати спiввiдношення
(1.43)–(1.45) у такому виглядi

[Xi, Xj ] = [Pi, Pj ] = 0, (1.46)
[Xi, Pj ] = i~(δij(1 + βP 2) + 2βPiPj), (1.47)

(див. статтi [14,15]).
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У бiльш загальному випадку алгебру Кемпфа (1.43)–(1.45) мо-
жна переписати як

[Xi, Xj ] = i~G(P 2)(XiPj −XjPi), (1.48)
[Xi, Pj ] = i~(f(P 2)δij + F (P 2)PiPj), (1.49)

[Pi, Pj ] = 0. (1.50)

Тут G(P 2), F (P 2), f(P 2) – певнi функцiї. Важливо зауважити,
що вони не можуть бути довiльнi. Для того, щоб виконувалася
тотожнiсть Якобi

[[A,B], C] + [[B,C]A] + [[C,A]B] = 0, (1.51)

для будь-якої трiйки операторiв A,B,C = (X1, X2, X3, P1, P2, P3),
цi функцiї мають задовольняти такi рiвностi

f(F −G)− 2f ′(f + FP 2) = 0, (1.52)

f ′ =
∂f

∂P
, (1.53)

(див. статтю [16]). Одну з функцiй можемо виразити через iншi.
Для G маємо

G =
fF − 2f ′(f + FP 2)

f
. (1.54)

Для прикладу, вибравши

f(P 2) = 1 + βP 2, (1.55)
F = β′, (1.56)

знайдемо

G(P 2) = −(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
, (1.57)

У цьому разi спiввiдношення (1.48)–(1.50) вiдповiдають деформо-
ванiй алгебрi Кемпфа (1.43)–(1.45).
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При виборi функцiй

f = 1, (1.58)
F = G = β2, (1.59)

алгебра (1.48)–(1.50) буде вiдповiдати нерелятивiстськiй алгебрi
Снайдера, яка характеризується такими комутацiйними спiввiд-
ношеннями

[Xi, Xj ] = i~β2(XiPj −XjPi), (1.60)
[Xi, Pj ] = i~(δij + β2PiPj), (1.61)

[Pi, Pj ] = 0, (1.62)

тут iндекси i, j = (1, 2, 3) (див., для прикладу, статтi [17–21]).
Комутатор для координат та iмпульсiв дорiвнює нулю у ви-

падку, коли

f(P 2) =
√

1 + βP 2, (1.63)

F (P 2) = β
√

1 + βP 2. (1.64)

Водночас знаходимо G = 0, деформована алгебра має вигляд

[Xi, Xj ] = [Pi, Pj ] = 0, (1.65)

[Xi, Pj ] = i~
√

1 + βP 2(δij + βPiPj), (1.66)

(див. [22]). Зауважимо, на вiдмiну вiд попереднiх, ця алгебра опи-
сує однорiдний простiр. Для координат та iмпульсiв, якi задоволь-
няють (1.65), (1.66) справедливим є таке зображення

Xi = xi, (1.67)

Pi =
pi√

1− βp2
. (1.68)
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1.4 Алгебри з некомутативнiстю координат
та некомутативнiстю iмпульсiв канонiчно-
го типу

1.4.1 Двовимiрна алгебра з некомутативнiстю коор-
динат

Некомутативна алгебра канонiчного типу є найпростiшою ал-
геброю, яка дає змогу описати квантованiсть простору на план-
кiвських масштабах. У рамках цiєї алгебри модифiкується тiльки
комутацiйне спiввiдношення для операторiв координат. Комута-
тор для координат не дорiвнює нулевi, а дорiвнює константi. У
двовимiрному випадку маємо

[X1, X2] = i~θ, (1.69)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~, (1.70)

[P1, P2] = [X1, P2] = [X2, P1] = 0, (1.71)

де θ – параметр координатної некомутативностi [23–26]. Зауважи-
мо, що добуток ~θ має розмiрнiсть площi. Вважається, що вели-
чина ~θ є порядку квадрата планкiвської довжини.

Координати та iмпульси, якi задовольняють спiввiдношення
некомутативної алгебри (1.69)–(1.71), можуть бути зображенi як

X1 = x1 − q̃θp2, (1.72)
X2 = x2 + (1− q̃)θp1, (1.73)

P1 = p1, P2 = p2, (1.74)

тут q̃ – константа, яка може бути довiльною. Для координат та
iмпульсiв xi, pi виконуються звичнi спiввiдношення

[xi, xj ] = 0, (1.75)
[xi, pj ] = i~δij , (1.76)

[pi, pj ] = 0, (1.77)

i, j = (1, 2). Важливо зауважити, що у лiтературi найчастiше ви-
користовуєть симетричне зображення, яке отримуємо тодi, коли
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q̃ = 1/2. У цьому випадку 1 − q̃ = q̃ = 1/2, та зображення має
такий вигляд

X1 = x1 −
θ

2
p2, (1.78)

X2 = x2 +
θ

2
p1, (1.79)

(див., для прикладу, статтi [27, 28]).
У просторi з канонiчною некомутативнiстю координат iснує

обмеження на площу, яке можемо отримати, записавши спiввiд-
ношення невизначеностей для координат, а саме: з комутацiйного
спiввiдношення (1.69) випливає така нерiвнiсть

⟨∆X2
1 ⟩⟨∆X2

2 ⟩ ≥
~θ2

4
. (1.80)

Увiвши позначеня

δX1 =
√

⟨∆X2
1 ⟩, (1.81)

δX2 =
√

⟨∆X2
2 ⟩, (1.82)

iз останньої нерiвностi маємо обмеження на величину δX1δX2, яку
можемо розглядати як площу

δX1δX2 ≥
~|θ|
2
. (1.83)

Отже, iз спiввiдношень невизначеностей випливає, що наявна мi-
нiмальна площа, яку визначаєть за параметром некомутативностi

Smin =
~|θ|
2
. (1.84)

1.4.2 Опис руху частинки у сильному магнiтному
полi за допомогою некомутативностi коорди-
нат

За допомогою некомутативних координат можна описати рух
зарядженої частинки у сильному магнiтному полi на площинi, яка
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перпендикулярна до поля. Покажемо це детально. Лагранжiан ча-
стинки з зарядом e, масою m у сильному однорiдному магнiтному
полi B, яке напрямлене вздовж осi z, у зовнiшньому полi V (x, y)
має вигляд

L =
mẋ2

2
+
mẏ2

2
+
e

c
ẋAx +

e

c
ẏAy − V (x, y). (1.85)

Тут Ai – компоненти векторного потенцiалу, c – швидкiсть свiтла.
Виберемо калiбрування

A = (0, xB). (1.86)

Випадок сильного магнiтного поля B рiвнозначний малiй масi m
(див. статтi [29]). У границi m → 0 лагранжiан частинки (1.85)
матиме такий вигляд

L =
e

c
Bxẏ − V (x, y). (1.87)

Рiвняння Лагранжа 2-го роду мають вигляд

ẋ = − c

eB

∂V

∂y
, (1.88)

ẏ =
c

eB

∂V

∂x
. (1.89)

Вони рiвнозначнi канонiчним рiвнянням Гамiльтона з гамiльтонi-
аном H = V (x, y) та дужками Пуассона для координат

{x, y} = − c

eB
. (1.90)

У квантовому випадку цим дужкам Пуассона вiдповiдає комута-
тор

[x, y] = −i~ c

eB
. (1.91)

Отже, рух частинки у сильному магнiтному полi за наявностi до-
даткового зовнiшнього поля V (x, y) можна описати як рух ча-
стинки у полi V (x, y) у некомутативному просторi з параметром
некомутативностi, який визначають величиною поля (1.91) [29].
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1.4.3 Некомутативний фазовий простiр канонiчного
типу

Спiввiдношення некомутативної алгебри (1.69)–(1.71) можуть
бути узагальненi як

[Xi, Xj ] = i~θij , (1.92)
[Xi, Pj ] = i~(δij + σij), (1.93)

[Pi, Pj ] = i~ηij , (1.94)

де i, j = (1, 2, 3). Зауважимо, що алгебру (1.92)–(1.94) характери-
зують як некомутативнiстю координат, так i некомутативнiстю iм-
пульсiв. Константи θij , ηij – параметри координатної та iмпульсної
некомутативностi, якi є елементами антисиметричних матриць.
Крiм цього, в рамках алгебри модифiкуються спiввiдношення для
операторiв координат та операторiв iмпульсiв (1.93). Зазначимо,
що константи σij не можуть бути довiльними. Для забезпечення
виконання тотожностi Якобi для будь-якої трiйки операторiв Xi,
Pi, параметри σij мають бути визначенi через θij , ηij .

Некомутативнi координати та некомутативнi iмпульси Xi, Pi

можливо зобразити через координати та iмпульси xi, pi, якi задо-
вольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення

[xi, xj ] = 0, (1.95)
[xi, pj ] = i~δij , (1.96)

[pi, pj ] = 0, (1.97)

де i = (1, 2, 3). У лiтературi найчастiше розглядається симетри-
чне зображення для некомутативних координат та некомутатив-
них iмпульсiв, яке ма вигляд

Xi = xi −
1

2

∑
j

θijpj , (1.98)

Pi = pi +
1

2

∑
j

ηijpj . (1.99)
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Урахувавши (1.95), (1.97), (1.98), (1.99), знайдемо

[Xi, Xj ] = [xi −
1

2

∑
k

θikpk, xj −
1

2

∑
l

θjlpl] = i~θij , (1.100)

[Xi, Pj ] = [xi −
1

2

∑
k

θikpk, pj +
1

2

∑
l

ηjlpl] =

= i~(δij +
∑
k

θikηjk
4

), (1.101)

[Pi, Pj ] = [pi +
1

2

∑
k

ηikpk, pj +
1

2

∑
l

ηjlpl] = i~ηij . (1.102)

Отже, iз (1.101) очевидно, що параметри σij визначають як

σij =
∑
k

θikηjk
4

. (1.103)

Iз рiвностей (1.92)–(1.94) отримаємо такi спiввiдношення неви-
значеностей

⟨∆X2
i ⟩⟨∆X2

j ⟩ ≥
~2θ2ij
4

, (1.104)

⟨∆X2
i ⟩⟨∆P 2

j ⟩ ≥
~2(δij + 2σijδij + σ2ij)

4
, (1.105)

⟨∆P 2
i ⟩⟨∆P 2

j ⟩ ≥
~2η2ij
4

. (1.106)

1.4.4 Мiнiмальна довжина, площа та об’єм у коор-
динатному та iмпульсному просторах

Дослiдiмо оператор квадрата довжини R2, який визначають
як

R2 =
∑
i

X2
i . (1.107)

Координати Xi задовольняють спiввiдношення (1.92). Взявши до
уваги означення (1.107), можемо записати

⟨∆R2⟩ = ⟨∆X2
1 ⟩+ ⟨∆X2

2 ⟩+ ⟨∆X2
3 ⟩. (1.108)
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Щоб оцiнити мiнiмальне значення величини ⟨∆R2⟩, пiднесемо (1.108)
до квадрата. Отримаємо

⟨∆R2⟩2 = ⟨∆X2
1 ⟩2 + ⟨∆X2

2 ⟩2 + ⟨∆X2
3 ⟩2 +

+2⟨∆X2
1 ⟩⟨∆X2

2 ⟩+ 2⟨∆X2
2 ⟩⟨∆X2

3 ⟩+ 2⟨∆X2
3 ⟩⟨∆X2

1 ⟩ ≥
2⟨∆X2

1 ⟩⟨∆X2
2 ⟩+ 2⟨∆X2

2 ⟩⟨∆X2
3 ⟩+ 2⟨∆X2

3 ⟩⟨∆X2
1 ⟩. (1.109)

Урахувавши (1.104), знайдемо

⟨∆R2⟩2 ≥ ~2

2

(
θ212 + θ223 + θ231

)
. (1.110)

На основi отриманого результату для середньоквадратичного вiд-
хилення оператора R можемо записати таку нерiвнiсть

δR ≥
(
~2

2
(θ212 + θ223 + θ231)

) 1
4

, (1.111)

де

δR =
√

⟨∆R2⟩, (1.112)

тобто мiнiмальна довжина у тривимiрному некомутативному фа-
зовому просторi має такий вигляд

δRmin =

(
~2

2
(θ212 + θ223 + θ231)

) 1
4

. (1.113)

Нерiвнiсть (1.83), яку було отримано у пiдроздiлi 1.4.1, у три-
вимiрному випадку можемо переписати як

δXiδXj ≥
~|θij |
2

. (1.114)

Тут важливо зауважити, що у загальному випадку параметри θij
є рiзними

θ12 ̸= θ23 ̸= θ31. (1.115)

Отже, некомутативнiсть координат (1.92) зумовлює наявнiсть обме-
ження знизу на величину площi (мiнiмальної площi), а крiм того,
її анiзотропiю [30].
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Аналiзуючи спiввiдношення невизначеностей для координат,
знайдемо також мiнiмальне значення для величини δX1δX2δX3,
яка вiдповiдає об’єму. Iз (1.114) запишемо такi три нерiвностi

δX1δX2 ≥
~|θ12|
2

, (1.116)

δX2δX3 ≥
~|θ23|
2

, (1.117)

δX3δX1 ≥
~|θ31|
2

. (1.118)

Знайшовши добуток (1.116), (1.117), (1.118), отримаємо

(δX1δX2δX3)
2 ≥ ~3

8
|θ12θ23θ31|. (1.119)

Тепер на основi (1.119) можемо записати нерiвнiсть, яка дає мо-
жливiсть визначити обмеження на об’єм у некомутативному про-
сторi

δX1δX2δX3 ≥
~

3
2

2
3
2

|θ12θ23θ31|
1
2 . (1.120)

Звiдси знаходимо, що мiнiмальний об’єм залежить вiд параметрiв
некомутативностей [30] та має такий вигляд

Vmin =
~

3
2

2
3
2

|θ12θ23θ31|
1
2 . (1.121)

З аналогiчних мiркувань, аналiзуючи нерiвнiсть (1.106), мо-
жемо знайти мiнiмальну довжину, площу та об’єм в iмпульсно-
му просторi. Введемо оператор квадрата довжини в iмпульсному
просторi

P2 =
∑
i

P 2
i . (1.122)

Зауважимо, що оператори Pi задовольняють спiввiдношення не-
комутативної алгебри (комутатор операторiв iмпульсiв не дорiв-
нює нулевi (1.94)). Запишемо середнє квадратичне вiдхилення для
цього оператора

⟨∆P2⟩ = ⟨∆P 2
1 ⟩+ ⟨∆P 2

2 ⟩+ ⟨∆P 2
3 ⟩. (1.123)
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На основi аналогiчних мiркувань, як у випадку оператора довжи-
ни у координатному просторi, знайдемо таку нерiвнiсть

δP ≥
(
~2

2
(η212 + η223 + η231)

) 1
4

, (1.124)

де

δP =
√
⟨∆R2⟩. (1.125)

Отже, мiнiмальну довжину у iмпульсному просторi (мiнiмальний
iмпульс ) визначають за параметрами iмпульсної некомутативно-
стi як

δPmin =

(
~2

2
(η212 + η223 + η231)

) 1
4

. (1.126)

Для площi та об’єму в iмпульсному просторi маємо такi обмеже-
ння

δPiδPj ≥
~|ηij |
2

, (1.127)

δP1δP2δP3 ≥
~

3
2

2
3
2

|η12η23η31|
1
2 . (1.128)

Зауважимо, що вiдповiдно до нерiвностей (1.127), (1.128) мiнi-
мальна площа та мiнiмальний об’єм визначають за параметрами
iмпульсної некомутативностi. Тут також важливо звернути увагу,
що

η12 ̸= η23 ̸= η31. (1.129)

Тому iмпульсна некомутативнiсть зумовлює наявнiсть анiзотропiї
мiнiмальної площi у iмпульсному просторi .

1.5 Aлгебри з некомутативнiстю типу Лi

Алгебрам з некомутативнiстю типу Лi властиве таке спiввiд-
ношення для операторiв координат

[Xi, Xj ] = i~θkijXk. (1.130)
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Тут θkij – константи. Параметри θkij є антисиметричними за нижнi-
ми iндексами θkij = −θkji та названi параметрами некомутатив-
ностi [31–34].

У лiтературi iснують рiзнi типи некомутативних алгебр (1.130),
а саме: розрiзняють некомутативну алгебру Лi типу в якiй кому-
татор координат пропорцiйний до часу. Така алгебра має вигляд

[Xi, Xj ] =
i~t
κ

(δiρδjτ − δiτδjρ) , (1.131)

[Xi, Pj ] = i~δij , (1.132)
[Pi, Pj ] = 0, (1.133)

(див. статтi [31, 35])). Тут i, j = (1, 2, 3), ρ, τ – деякi фiксованi
iндекси, причому ρ ̸= τ , κ – параметр.

У разi некомутативної алгебри Лi типу, в якiй комутатор для
координат пропорцiйний координатi, спiввiдношення мають такий
вигляд

[Xk, Xγ ] = i~
Xl

κ̃
, [Xl, Xγ ] = −i~Xk

κ̃
, (1.134)

[Pk, Xγ ] = i~
Pl

κ̃
, [Pl, Xγ ] = −i~Pk

κ̃
, (1.135)

[Xi, Pj ] = i~δij , [Xγ , Pγ ] = i~, (1.136)
[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0. (1.137)

Тут k, l, γ = (1, 2, 3), i ̸= γ, j ̸= γ, m,n = (1, 2, 3), iндекси k, l, γ є
фiксованi та рiзнi, κ̃ – константа (див. статтю [31]).

Також вiдомою є бiльш загальна некомутативна алгебра кано-
нiчного типу, яка характеризується спiввiдношеннями

[Xi, Xj ] = i~(θ0ijt+ θkijXk), (1.138)

[Xi, Pj ] = i~(δij + θ̄kijXk + θ̃kijPk), (1.139)
[Pi, Pj ] = 0. (1.140)

Тут i, j, k = (1, 2, 3), θ0ij , θ
k
ij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij – параметри некомутативностi,

якi є константами [36]. Для цих параметрiв виконуються спiввiд-
ношення

θ0ij = −θ0ji, θkij = −θkji, (1.141)

θ̄kij = −θ̄kji, θ̃kij = −θ̃kji. (1.142)
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Важливо зауважити, що параметри θ0ij , θ
k
ij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij не можуть бути

довiльнi, оскiльки має бути виконана тотожнiсть Якобi для будь-
якої трiйки операторiв. Iз тотожностi Якобi випливає, що ми не
можемо розглядати довiльнi параметри θ0ij , θ

k
ij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij . Тотожнiсть

Якобi задовольняється, коли

θ0kl = −θ0kγ =
1

κ
, (1.143)

θ0lγ =
1

κ
, (1.144)

θlkγ = −θklγ = θ̃lkγ = −θ̃klγ =
1

κ̃
, (1.145)

тут k, l, γ є рiзнi та фiксованi. У цьому випадку некомутативна
алгебра Лi типу має вигляд

[Xk, Xγ ] = i~
(
− t

κ
+
Xl

κ̃

)
, (1.146)

[Xl, Xγ ] = i~
(
t

κ
− Xk

κ̃

)
, (1.147)

[Xk, Xl] = i~
t

κ
, [Pk, Xγ ] = i~

Pl

κ̃
, (1.148)

[Pl, Xγ ] = −i~Pk

κ̃
, [Xi, Pj ] = i~δij , (1.149)

[Xγ , Pγ ] = i~, [Pm, Pn] = 0, (1.150)

(див. [36]). Поклавши у (1.138)–(1.140)

θ0lγ = −θ0kγ =
1

κ
, (1.151)

θlkγ = −θklγ =
1

κ̃
, (1.152)

θ̃lkγ = −θ̃klγ = θ̄lkγ = −θ̄klγ =
1

κ̄
, (1.153)

(iндекси k, l, γ є рiзнi та фiксованi), отримаємо таку алгебру

[Xk, Xγ ] = i~
(
− t

κ
+
Xl

κ̃

)
, (1.154)
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[Xl, Xγ ] = i~
(
t

κ
− Xk

κ̃

)
, (1.155)

[Pk, Xγ ] = i~
(
Xl

κ̄
+
Pl

κ̃

)
, [Pl, Xγ ] = i~

(
Xk

κ̄
− Pk

κ̃

)
, (1.156)

[Xi, Pj ] = i~δij , [Xγ , Pγ ] = i~, (1.157)
[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0, (1.158)

k, l, γ є рiзнi та фiксованi.

1.6 Задачi

1. Записати спiввiдношення невизначеностей для операторiв ко-
ординат та iмпульсiв у квантованому просторi з алгеброю
Кемпфа

[Xi, Xj ] = −i~(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
(XiPj −XjPi),

[Xi, Pj ] = i~(δij(1 + βP 2) + β′PiPj),

[Pi, Pj ] = 0,

та отримати вираз для мiнiмальної довжини.

2. У шестивимiрному некомутативному фазовому просторi ка-
нонiчного типу на основi аналiзу спiввiдношень невизначе-
ностей для операторiв координат та iмпульсiв отримати у
iмпульсному просторi:
a) мiнiмальну довжину; б) мiнiмальну плошу; в) мiнiмаль-
ний об’єм.

3. Знайти зображення для некомутативних координат та не-
комутативних iмпульсiв, якi задовольняють некомутативну
алгебру канонiчного типу

[Xi, Xj ] = i~θij ,
[Xi, Pj ] = i~δij ,
[Pi, Pj ] = i~ηij ,

Розглянути двовимiрний випадок (i, j = (1, 2)).
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4. Отримати рiвняння для параметрiв некомутативностей θ0ij ,
θkij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij у квантованому просторi з алгеброю Лi типу

[Xi, Xj ] = i~(θ0ijt+ θkijXk),

[Xi, Pj ] = i~(δij + θ̄kijXk + θ̃kijPk),

[Pi, Pj ] = 0.

при виконаннi яких алгебра є сумiсною (справджується то-
тожнiсть Якобi).
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Роздiл 2

Найпростiшi квантовi
задачi у просторi з
мiнiмальною довжиною

2.1 Власнi значення оператора квадрата дов-
жини у двовимiрному квантованому про-
сторi канонiчного типу

2.1.1 Оператор квадрата довжини

Розглянемо оператор квадрата довжини

R2 = X2
1 +X2

2 (2.1)

у двовимiрному некомутативному просторi канонiчного типу

[X1, X2] = i~θ, (2.2)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~, (2.3)

[P1, P2] = [X1, P2] = [X2, P1] = 0, (2.4)

та знайдемо його власнi значення. Зручно перейти до координат
та iмпульсiв для яких комутацiйнi спiввiдношення є звичними

[x1, x2] = 0, (2.5)
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[x1, p1] = [x2, p2] = i~. (2.6)
[p1, p2] = 0. (2.7)

Використавши симетричне зображення (1.78), (1.79), можемо пе-
реписати оператор R2 в такому виглядi:

R2 = x21 + x22 +
θ2

4

(
p21 + p22

)
− θ(xpy − ypx). (2.8)

Означимо безрозмiрнi оператори

ξ1 =
x1
l
, (2.9)

ξ2 =
x2
l
, (2.10)

де величина l має вигляд

l =

√
~θ
2
. (2.11)

Перепишемо оператор R2 через ξ1, ξ2 (2.9), (2.10) та отримаємо

R2 =
~θ
2

(
ξ21 + ξ22 +

d2

dξ21
+

d2

dξ22

)
−

+i~θ(ξ1
d

dξ2
− ξ2

d

dξ1
). (2.12)

Для знаходження власних значень R2 уведемо такi оператори

b1 =
1√
2

(
ξ1 +

d

dξ1

)
, (2.13)

b+1 =
1√
2

(
ξ1 −

d

dξ1

)
, (2.14)

b2 =
1√
2

(
ξ2 +

d

dξ2

)
, (2.15)

b+2 =
1√
2

(
ξ2 −

d

dξ2

)
. (2.16)
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Важливо зауважити, що для b1, b2, b+1 , b+2 справджуються такi
комутацiйнi спiввiдношення

[b1, b
+
1 ] = [b2, b

+
2 ] = 1, (2.17)

[b1, b2] = [b+1 , b
+
2 ] = [b1, b

+
2 ] = [b+1 , b2] = 0. (2.18)

Iз виразiв (2.13)-(2.16) знайдемо

ξ1 =
1√
2

(
b1 + b+1

)
, (2.19)

d

dξ1
=

1√
2

(
b1 − b+1

)
, (2.20)

ξ2 =
1√
2

(
b2 + b+2

)
, (2.21)

d

dξ2
=

1√
2

(
b2 − b+2

)
. (2.22)

Урахувавши (2.19)-(2.22), можна записати

R2 = ~θ(b+1 b1 + b+2 b2 + 1) + i~θ(b+1 b2 − b+2 b1). (2.23)

Зауважимо, що першi три доданки у (2.23) рiвнозначнi гамiльто-
нiану двовимiрного гармонiчного осцилятора з частотою θ. Остан-
нi два доданки у (2.23) мають недiагональний вигляд i~θ(b+1 b2 −
b+2 b1). Щоб звести R2 до дiагонального вигляду, введемо такi опе-
ратори

B1 =
1√
2
(b1 + ib2) , (2.24)

B+
1 =

1√
2

(
b+1 − ib+2

)
, (2.25)

B2 =
1√
2
(−b1 + ib2) , (2.26)

B+
2 =

1√
2

(
−b+1 − ib+2

)
. (2.27)
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Знайшовши комутацiйнi спiввiдношення для операторiв B1, B2,
B+

1 , B+
2 , отримаємо

[B1, B
+
1 ] =

1

2
[b1 + ib2, b

+
1 − ib+2 ] = 1, (2.28)

[B2, B
+
2 ] =

1

2
[−b1 + ib2,−b+1 − ib+2 ] = 1, (2.29)

[B1, B2] =
1

2
[b1 + ib2,−b1 + ib2] = 0, (2.30)

[B+
1 , B

+
2 ] =

1

2
[b+1 − ib+2 ,−b

+
1 − ib+2 ] = 0, (2.31)

[B1, B
+
2 ] =

1

2
[b1 + ib2,−b+1 − ib+2 ] = 0, (2.32)

[B+
1 , B2] =

1

2
[b+1 − ib+2 ,−b1 + ib2] = 0. (2.33)

Звернемо увагу, що для операторiв B1, B2, B+
1 , B+

2 виконуються
такi рiвностi

B+
1 B1 +B+

2 B2 = b+1 b1 + b+2 b2, (2.34)
B+

1 B1 −B+
2 B2 = i(b+1 b2 − b+2 b1). (2.35)

Отже, оператор квадрата довжини можемо записати у виглядi

R2 = 2~θ
(
B+

1 B1 +
1

2

)
. (2.36)

2.1.2 Власнi значення оператора квадрата довжини.
Мiнiмальнi довжина та площа

У попередньому пiдроздiлi ми переписали оператор R2 у ви-
глядi (2.36), який вiдповiдає оператору Гамiльтона одновимiрного
гармонiчного осцилятора з частотою 2θ (оператори B1, B+

1 задо-
вольняють [B1, B

+
1 ] = 1 (див. (2.28)). Власнi значення оператора

квадрата довжини мають такий вигляд

R2
n = 2~θ

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2... (2.37)

Звернемо увагу, що некомутативнiсть координат зумовлює дис-
кретнiсть власних значень оператора квадрата довжини. Iз (2.37)
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можемо зробити висновок, що мiнiмальну довжину у двовимiрно-
му просторi з некомутативною алгеброю канонiчного типу визна-
чають як

R0 =
√
~θ. (2.38)

Нагадаємо, що у просторi зi звичними комутацiйними спiввiдно-
шеннями для операторiв координат та операторiв iмпульсiв власнi
значення оператора квадрата довжини є неперервними. Оператор

S = πR2 (2.39)

є оператором площi кола. На основi отриманого результату для
власних значень оператора квадрата довжини (2.37) можемо за-
писати власнi значення оператора площi

Sn = 2π~θ
(
n+

1

2

)
. (2.40)

Некомутативнiсть координат зумовлює квантування площi (див.
[37]). Мiнiмальну площу визначаєть за параметром некомутатив-
ностi, вона має такий вигляд

Smin = π~θ. (2.41)

2.2 Гармонiчний осцилятор у некомутатив-
ному просторi канонiчного типу

2.2.1 Гамiльтонiан гармонiчного осцилятора у неко-
мутативному просторi

Розглянемо двовимiрну некомутативну алгебру канонiчного ти-
пу (1.69)-(1.71) та знайдемо вплив квантованостi простору на енер-
гетичнi рiвнi гармонiчного осцилятора. Зауважимо, що дослiджен-
ню гармонiчного осцилятора придiляли багато уваги (див., для
прикладу, [38–41] та посилання у них). Гамiльтонiан двовимiрно-
го гармонiчного осцилятора з масою m та частотою ω має вигляд

H =
P 2
1

2m
+
P 2
1

2m
+
mω2X2

1

2
+
mω2X2

2

2
. (2.42)
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Тут координати та iмпульси задовольняють спiввiдношення не-
комутативної алгебри (2.2)-(2.4). Зручно перейти до зображення
(1.78), (1.79) та переписати оператор Гамiльтона у такому виглядi

H =
p21
2m

+
p21
2m

+
mω2

2

(
x1 −

θ

2
p2

)2

+
mω2

2

(
x2 +

θ

2
p1

)2

=

=

(
1

2m
+
mω2θ2

8

)
p21 +

(
1

2m
+
mω2θ2

8

)
p22 +

+
mω2x21

2
+
mω2x22

2
+
mω2θ

2
(x2p1 − x1p2) .(2.43)

Уведемо такi позначення

1

meff
=

1

m
+
mω2θ2

4
, (2.44)

meff =
4m

4 +m2ω2θ2
, (2.45)

ωeff = ω

√
4 +m2θ2ω2

4
(2.46)

та запишемо гамiльтонiан через безрозмiрнi оператори

ξ1 =
x1

√
meffωeff√

~
, (2.47)

ξ2 =
x2

√
meffωeff√

~
. (2.48)

Отримаємо:

H =
~ωeff

2

(
ξ21 + ξ22 +

d2

dξ21
+

d2

dξ22

)
−

−imeffω
2
eff~θ

(
ξ1

d

dξ2
− ξ2

d

dξ1

)
. (2.49)

Увiвши (2.13)-(2.16), (2.24)-(2.27), знайдемо такий вираз для опе-
ратора Гамiльтона

H = ~ωeff

(
B+

1 B1 +B+
2 B2 + 1

)
+

+meffω
2
eff~θ(B

+
1 B1 −B+

2 B2). (2.50)
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Зауважимо, що оператор (2.50) має дiагональний вигляд (мiстить
тiльки доданки, пропорцiйнi до B+

1 B1, B+
2 B2, не мiстить перехре-

сних доданкiв типу B+
1 B2, B+

2 B1).

2.2.2 Вплив квантованостi простору на енергетичнi
рiвнi гармонiчного осцилятора

Зважаючи на те, що виконується рiвнiсть

[B+
1 B1, B

+
2 B2] = 0, (2.51)

оператори B1, B+
1 , B2, B+

2 задовольняють комутацiйнi спiввiд-
ношення (2.28)-(2.33), а також те, що власнi значення операто-
рiв B+

1 B1, B+
2 B2 є n1, n2, вiдповiдно, (n1, n2 – квантовi числа

n1 = 0, 1, 2..., n2 = 0, 1, 2...), знайдемо такi енергетичнi рiвнi гар-
монiчного осцилятора у некомутативному просторi канонiчного
типу

En1,n2 = ~ωeff (n1 + n2 + 1) +meffω
2
eff~θ(n1 − n2) =

=
(
~ωeff −meffω

2
eff~θ

)(
n1 +

1

2

)
+

(
~ωeff +meffω

2
eff~θ

)(
n2 +

1

2

)
, (2.52)

де n1 = 0, 1, 2..., n2 = 0, 1, 2.... З отриманого результату (2.52) мо-
жемо зробити висновок, що некомутативнiсть координат впливає
на частоту осцилятора. Вираз (2.52) вiдповiдає спектру неоднорi-
дного двовимiрного осцилятора з частотами

ω− = ωeff −meffω
2
effθ, (2.53)

ω+ = ωeff +meffω
2
effθ. (2.54)

Звернемо увагу, що у границi θ → 0 iз (2.52) знайдемо добре вiдо-
мий результат для енергетичних рiвнiв однорiдного двовимiрного
гармонiчного осцилятора у звичному просторi:

En1,n2 = ~ω (n1 + n2 + 1) . (2.55)
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2.3 Гармонiчний осцилятор у деформовано-
му просторi. Метод суперсиметрiї (фа-
кторизацiї)

2.3.1 Факторизацiя гамiльтонiану

Розглянемо задачу на знаходження енергетичних рiвнiв одно-
вимiрного гармонiчного осцилятора у просторi з мiнiмальною дов-
жиною

[X̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2). (2.56)

Гамiльтонiан гармонiчного осцилятора має звичний вигляд

H =
1

2m
P̂ 2 +

mω2

2
X̂2, (2.57)

проте оператори координати та iмпульсу задовольняють дефор-
мованi комутацiйнi спiввiдношення.

Зручно перейти до безрозмiрних операторiв координати та iм-
пульсу

X̂ = aq̂, (2.58)

P̂ =
~
a
π̂, (2.59)

якi задовольняють таке деформоване комутацiйне спiввiдношення

[q̂, π̂] = i~(1 + β′π̂2). (2.60)

Тут β′ — безрозмiрний параметр деформацiї

β′ =
β~2

a2
. (2.61)

Запишемо гамiльтонiан через безрозмiрнi оператори

H =
~2

2ma2
π̂2 +

mω2a2

2
q̂2. (2.62)
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Для зручностi виберемо a так, щоб виконувалася така рiвнiсть

~2

ma2
= mω2a2. (2.63)

Звiдки знаходимо

a =

√
~
mω

. (2.64)

Тодi гамiльтонiан перепишемо як

H = ~ω
(
1

2
π̂2 +

1

2
q̂2
)

= ~ωh, (2.65)

де оператор h безрозмiрний

h =
1

2
π̂2 +

1

2
q̂2. (2.66)

2.3.2 Знаходження спектра та хвильових функцiй

Розглянемо рiвняння на власнi значення та власнi вектори
безрозмiрного гамiльтонiана

h|ψ⟩ = ϵ|ψ⟩. (2.67)

Для розв’язання цього рiвняння використаємо метод суперсиме-
трiї. Першим кроком у цьому методi є факторизацiя гамiльтонiана

h = a+a+ ϵ0. (2.68)

Оператори a i a+ виберемо аналогiчно недеформованому випадку

a = a(g0) =
1√
2
(ig0π̂ + q̂), (2.69)

a+ = a+(g0) =
1√
2
(−ig0π̂ + q̂), (2.70)

де g0 > 0. Пiдставляючи цi оператори у (2.68) знаходимо

h =
1

2
((−ig0π̂ + q̂)(ig0π̂ + q̂) + 2ϵ0) = (2.71)

1

2

(
g20π̂

2 + q̂2 + ig0[q̂, π̂] + 2ϵ0
)
. (2.72)
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Урахувавши (2.60), мажемо записати такий вираз для гамiльто-
нiана

h =
1

2

(
g0(g0 − 1)π̂2 + q̂2 − g0 + 2ϵ0

)
, (2.73)

звiдки отримаємо рiвняння

g0(g0 − β′) = 1, (2.74)
−g0 + 2ϵ0 = 0. (2.75)

Розв’язки рiвнянь мають вигляд

g0 =
β′

2
+

√
1 +

β′2

4
, (2.76)

ϵ0 =
g0
2
, (2.77)

де враховано, що g0 > 0.
Рiвняння на власнi значення h зведемо до рiвняння

a+a|ψ−⟩ = ϵ′|ψ−⟩, (2.78)
ϵ′ = ϵ− ϵ0. (2.79)

Подiємо на лiву i праву частини цього рiвняння оператором a

aa+(a|ψ−⟩) = ϵ′(a|ψ−⟩). (2.80)

Ми отримали рiвняння на власнi значення оператора aa+

aa+|ψ+⟩ = ϵ′|ψ+⟩, (2.81)

де

a|ψ−⟩ = C−|ψ+⟩, (2.82)

тут C — константа нормування. У методi суперсиметрiї a+a i aa+

називають суперсиметричними партнерами .
Подiємо на лiву i праву частини рiвняння (2.81) оператором

a+

a+a(a+|ψ+⟩) = ϵ′(a+|ψ+⟩), (2.83)
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На основi отриманого результату можемо записати таку рiвнiсть

a+|ψ+⟩ = C+|ψ−⟩. (2.84)

З умови нормування

⟨ψ−|ψ−⟩ = 1, (2.85)
⟨ψ+|ψ+⟩ = 1, (2.86)

знаходимо

C− = C+ =
√
ϵ
′
, (2.87)

i, отже,

a|ψ−⟩ =
√
ϵ
′|ψ+⟩, (2.88)

a+|ψ+⟩ =
√
ϵ
′|ψ−⟩. (2.89)

Цi перетворення пов’язують власнi стани суперсиметричних пар-
тнерiв. Їх називають суперсиметричними перетвореннями. За-
уважимо, що всi ненульовi енергетичнi рiвнi суперсиметричних
партнерiв збiгаються, нульовий енергетичний рiвень iснує тiльки
для одного з них. В даному випадку (g > 0) нульовий рiвень ϵ = 0
iснує для a+a, його власна функцiя задовольняє рiвняння

a(g0)|ψ−
0 ⟩ = 0. (2.90)

Для знаходження наступного рiвня a+a розглянемо суперсиме-
тричний партнер aa+ i перепишемо його так

a(g0)a
+(g0) = a+(g1)a(g1) + ϵ1. (2.91)

Це спiввiдношення називають умовою формiнварiантностi . Оскiль-
ки найнижчий рiвень a+(g1)a(g1) дорiвнює нулю, то найнижчий
рiвень a(g0)a+(g0) є ϵ1. Тому перший збуджений рiвень a+(g1)a(g1)
є ϵ1. Для знаходження ϵ1 випишемо рiвняння (2.91) у явному ви-
глядi

g0(g0 + β′) = g1(g1 − β′), (2.92)
1

2
g0 = −1

2
g1 + ϵ1. (2.93)
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Звiдки з урахуванням того, що g1 > 0, знаходимо такi спiввiдно-
шення

g1 = g0 + β′, (2.94)

ϵ1 =
1

2
(g0 + g1). (2.95)

Продовжуючи описану процедуру, отримаємо

gi+1 = gi + β′, (2.96)

ϵi+1 =
1

2
(gi+1 + gi). (2.97)

Отже, можемо записати:

gi = g0 + β′i, (2.98)

ϵi+1 = g0 + β′(i+
1

2
). (2.99)

Тодi рiвнi оператора a+a такi

ϵ′n =

n−1∑
i=0

ϵi+1 =

n−1∑
i=0

(
g0 + β′(i+

1

2
)

)
=

(
g0 +

β′

2

)
n+ β′

n(n− 1)

2
=

= g0n+ β′
n2

2
. (2.100)

Запишемо енергетичнi рiвнi гамiльтонiану h

ϵn =
g0
2

+ ϵ′n = g0

(
n+

1

2

)
+ β′

n2

2
. (2.101)

Енергетичний спектр вихiдного деформованого гармонiчного
осцилятора має вигляд

En = ~ωϵn. (2.102)

При β → 0 параметр g0 → 1, а отриманий результат вiдтворює
спектр недеформованого гармонiчного осцилятора.
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На завершення зауважимо, що власнi стани, якi вiдповiдають
вiдповiдним енергетичним рiвням, також можуть бути знайденi
в рамках суперсиметричного методу. Використовуючи суперсиме-
тричнi перетворення i умову формiнварiантностi, знайдемо

|ψ−
1 (g0)⟩ = Ca+(g0)|ψ−

0 (g1)⟩, (2.103)
|ψ−

2 (g0)⟩ = Ca+(g0)a
+(g1)|ψ−

0 (g2)⟩, (2.104)
|ψ−

3 (g0)⟩ = Ca+(g0)a
+(g1)a

+(g2)|ψ−
0 (g3)⟩, (2.105)

........................................................

|ψ−
n (g0)⟩ = Ca+(g0)a

+(g1)...a
+(gn−1)|ψ−

0 (gn)⟩. (2.106)

Основний стан задовольняє рiвняння (2.90), a(gi)|ψ−
0 (gi)⟩ = 0. Яв-

ний вигляд цих власних станiв гармонiчного осцилятора можемо
знайти в рамках певного зображення деформованих операторiв
координати та iмпульсу [42].

2.4 Задачi

1. Для операторiв B1, B+
1 , B2, B+

2 (2.24)-(2.27), показати, що
виконуються рiвностi:

B+
1 B1 +B+

2 B2 = b+1 b1 + b+2 b2,

B+
1 B1 −B+

2 B2 = i(b+1 b2 − b+2 b1).

2. Знайти енергетичнi рiвнi вiльної частинки у чотиривимiрно-
му некомутативному фазовому просторi канонiчного типу

[X1, X2] = i~θ,
[X1, P1] = [X2, P2] = i~,
[X1, P2] = [X2, P1] = 0

[P1, P2] = i~η,

θ = const, η = const.

3. Знайти мiнiмальну довжину у iмпульсному просторi на осно-
вi аналiзу власних значень оператора квадрата iмпульсу в
рамках алгебри з некомутативнiстю координат та некомута-
тивнiстю iмпульсiв канонiчного типу (див. задачу 2).
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Найпростiшi квантовi задачi...

4. Дослiдити вираз для спектра гармонiчного осцилятора у не-
комутативному просторi (2.52) при θ → 0.

5. Знайти енергетичнi рiвнi двовимiрного гармонiчного осци-
лятора у чотиривимiрному некомутативному фазовому про-
сторi канонiчного типу

[X1, X2] = i~θ,
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + σ),

[X1, P2] = [X2, P1] = 0

[P1, P2] = i~η,

θ = const, η = const, σ = const.

6. Знайти явний вигляд власних станiв гармонiчного осциля-
тора |ψ−

1 (g0)⟩, |ψ
−
2 (g0)⟩, |ψ

−
3 (g0)⟩ у деформованому просторi

з мiнiмальною довжиною

[X1, P1] = i~(1 + βP 2),

в рамках квазiкоординатного зображення.
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Роздiл 3

Система багатьох частинок
у квантованому просторi

3.1 Координати та iмпульси центра мас i вiд-
носного руху у некомутативному фазо-
вому просторi

3.1.1 Узагальнення некомутативної алгебри для ко-
ординат та iмпульсiв рiзних частинок

Розглянемо чотиривимiрний квантований фазовий простiр ка-
нонiчного типу, який характеризують за такими спiввiдношення-
ми

[X1, X2] = i~θ, (3.1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (3.2)
[P1, P2] = i~η, (3.3)

де i, j = (1, 2). Зауважимо, що у класичнiй границi ~ → 0 з кому-
тацiйних спiввiдношень (3.1)-(3.3) отримаємо деформованi дужки
Пуассона

{X1, X2} = θ, (3.4)
{Xi, Pj} = δij , (3.5)
{P1, P2} = η. (3.6)
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Щоб забезпечити виконання (3.4)-(3.6), дужки Пуассона для фун-
кцiй f , g означають як

{f, g} =
∑
i

(
∂f

∂Xi

∂g

∂Pi
− ∂f

∂Pi

∂g

∂Xi

)
+

+θ

(
∂f

∂X1

∂g

∂X2
− ∂f

∂X2

∂g

∂X1

)
+

+η

(
∂f

∂P1

∂g

∂P2
− ∂f

∂P2

∂g

∂P1

)
. (3.7)

Розглянемо систему N частинок з масами ma у чотиривимiрному
квантованому фазовому просторi канонiчного типу. Нехай X

(a)
i ,

P
(a)
i – координати та iмпульси частинки з iндексом a. Некомута-

тивна алгебра (3.1)-(3.3) може бути узагальнена як [43]

[X
(a)
1 , X

(b)
2 ] = i~δabθ(a), (3.8)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = i~δabδij , (3.9)

[P
(a)
1 , P

(b)
2 ] = i~δabη(a). (3.10)

Звернемо увагу на те, що у комутацiйних спiввiдношеннях параме-
три некомутативностi є рiзними для рiзних частинок. Координати
та iмпульси частинки з iндексом a задовольняють некомутативну
алгебру з параметрами θ(a), η(a). Також зауважимо, що координа-
ти та iмпульси рiзних частинок комутують. У класичнiй границi
зi спiввiдношень (3.8)-(3.10) отримаємо такi дужки Пуассона

{X(a)
1 , X

(b)
2 } = δabθa, (3.11)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δab, (3.12)

{P (a)
1 , P

(b)
2 } = δabηa. (3.13)

У наступному пiдроздiлi дослiдимо спiввiдношення некомута-
тивної алгебри для координат та iмпульсiв центра мас, координат
та iмпульсiв вiдносного руху у некомутативному фазовому про-
сторi.
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3.1.2 Ефективнi параметри некомутативностi

Уведемо координати та iмпульси центра мас системи N части-
нок у квантованому фазовому просторi у звичному виглядi

P̃ =
∑
a

P(a), (3.14)

X̃ =
∑
a

µaX
(a), (3.15)

µa =
ma

M
, (3.16)

M =
∑
a

ma. (3.17)

Також означимо традицiйно координати та iмпульси вiдносного
руху

∆X(a) = X(a) − X̃, (3.18)
∆Pa = P(a) − µaP̃. (3.19)

Урахувавши те, що для координат та iмпульсiв частинок справ-
джується спiввiдношення (3.11)-(3.13), для координат та iмпульсiв
центра мас знайдемо

{X̃1, X̃2} =

{∑
a

µaX
(a)
1 ,

∑
a

µaX
(a)
2

}
=

∑
am

2
aθa

(
∑

bmb)2
, (3.20)

{X̃i, P̃j} =

{∑
a

µaX
(a)
1 ,

∑
a

P
(a)
j

}
= δabδij , (3.21)

{P̃1, P̃2} =

{∑
a

P
(a)
1 ,

∑
a

P
(a)
2

}
=
∑
a

ηa. (3.22)

Звернемо увагу, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв
(3.20), (3.22) дорiвнюють величинам

θ̃ =

∑
am

2
aθa

(
∑

bmb)2
, (3.23)

η̃ =
∑
a

ηa, (3.24)
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якi називають ефективними параметрами некомутативностi [43].
Зауважимо, що θ̃, η̃ визначають через параметри некомутативно-
стi θa, ηa, якi вiдповiдають частинкам, що входять до системи.

Дослiдимо отриманi вирази для ефективних параметрiв неко-
мутативностi. Для цього розглянемо систему N частинок з одна-
ковими масамиma = m та однаковими параметрами координатної
та iмпульсної некомутативностей

θa = θ, ηa = η. (3.25)

У цьому випадку ∑
b

m2
b = N2m2, (3.26)∑

a

m2
aθa = Nm2θ. (3.27)

Маємо:

θ̃ =
Nm2θ

N2m2
=

θ

N
, (3.28)

η̃ = Nη. (3.29)

Iз отриманих виразiв можна зробити висновок, що ефективний
параметр координатної некомутативностi зменшується зi збiльше-
нням кiлькостi частинок у системi як 1/N . Ефективний параметр
iмпульсної некомутативностi пропорцiйний до кiлькостi частинок
у системi N .

Дослiдимо також дужки Пуассона для координат та iмпульсiв
центра мас та вiдносного руху. Врахувавши деформацiю дужок
Пуассона для координат та iмпульсiв частинок (3.11)-(3.13), зна-
йдемо

{X̃1,∆X
(a)
2 } = {

∑
a

µaX
(a)
1 , X

(a)
2 −

∑
b

µbX
(b)
2 } = µaθa − θ̃, (3.30)

{X̃2,∆X
(a)
1 } = {

∑
a

µaX
(a)
2 , X

(a)
1 −

∑
b

µbX
(b)
1 } = θ̃ − µaθa, (3.31)

{P̃1,∆P
(a)
2 } = {

∑
b

P
(b)
1 , P

(a)
2 − µa

∑
c

P
(c)
2 } = ηa − µa

∑
b

ηb, (3.32)

{P̃2,∆P
a
1 } = {

∑
b

P
(b)
2 , P

(a)
1 − µa

∑
c

P
(c)
1 } = µa

∑
b

ηb − ηa.(3.33)
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Звернемо увагу, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв
центра мас, координат та iмпульсiв вiдносного руху не дорiвню-
ють нулю. Вiдносний рух впливає на рух центра мас та навпаки.
Обчислимо також дужки Пуассона для координат та iмпульсiв
вiдносного руху. Знайдемо

{∆X(a)
1 ,∆X

(b)
2 } = −{∆X(a)

2 ,∆X
(b)
1 } =

= δabθa − µaθa − µbθb + θ̃, (3.34)

{∆P (a)
1 ,∆P

(b)
2 } = −{∆P (a)

2 ,∆P
(b)
1 } =

= δabηa − µbηa − µaηb + µaµbη̃, (3.35)

{∆X(a)
i ,∆P

(b)
j } = δij(δab − µb). (3.36)

Бачимо, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв вiдно-
сного руху залежать вiд параметрiв координатної та iмпульсної
некомутативностей, якi вiдповiдають частинкам системи.

3.2 Двочастинкова задача у квантованому
просторi канонiчного типу

3.2.1 Координати та iмпульси центра мас i вiдносно-
го руху

Розглянемо систему двох частинок з масами m1, m2, якi вза-
ємодiють мiж собою. Таку систему описують гамiльтонiаном

H =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
+ U(|X(1) −X(2)|), (3.37)

тут U(|X(1)−X(2)|) – потенцiальна енергiя взаємодiї частинок. За-
уважмо, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв частинок
деформованi (3.11)-(3.13). Перепишемо гамiльтонiан системи че-
рез координати та iмпульси центра мас (3.14), (3.15), координати
та iмпульси вiдносного руху

Xr = ∆X(2) −∆X(1) = X(2) −X(1), (3.38)

Pr =
1

2
(∆P(2) −∆P(1)) = µ1P

(2) − µ2P
(1), (3.39)
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H =
(P̃)2

2M
+

(Pr)2

2µ
+ U(|Xr|), (3.40)

де

µ =
m1m2

(m1 +m2)
, (3.41)

M = m1 +m2. (3.42)

Порахуємо дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра
мас, координат та iмпульсiв вiдносного руху. Звiдси

{P̃1, P
r
2 } = −{P̃2, P

r
1 } = µ1η2 − µ2η1, (3.43)

{X̃1, X
r
2} = −{X̃2, X

r
1} = µ2θ2 − µ1θ1. (3.44)

Урахувавши те, що дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас
та iмпульсiв вiдносного руху не дорiвнюють нулевi (3.43), ми не
можемо розглядати доданки (P̃)2/2M та (Pr)2/2µ+U(|Xr|) у га-
мiльтонiанi (3.40) незалежно один вiд одного [43].

3.2.2 Зведення двочастинкової задачi до задачi про
рух центра мас та вiдносний рух

Дужки Пуассона (3.43), (3.44) дорiвнюють нулевi тодi, коли

µ1η2 − µ2η1 = 0, (3.45)
µ2θ2 − µ1θ1 = 0. (3.46)

Цi рiвностi виконуються, якщо

θama = γ = const, (3.47)
ηa
ma

= α = const, (3.48)

де γ, α – деякi константи, якi однаковi для рiзних частинок. Отже,
дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра мас, коорди-
нат та iмпульсiв вiдносного руху системи двох частинок дорiв-
нюють нулевi, якщо виконуються умови (3.47), (3.48). У цьому
випадку {

(P̃)2

2M
,
(Pr)2

2µ
+ U(|Xr|)

}
= 0, (3.49)
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та двочаснинкова задача зводиться до двох незалежних задач про
рух центра мас та вiдносний рух, як це є у звичному просторi. Iз
умов (3.47), (3.48) очевидно, що параметри некомутативностi, якi
вiдповiдають частинкам, залежать вiд їхньої маси.

Перепишемо вирази для ефективних параметрiв некомутатив-
ностi (3.23), (3.24), врахувавши умови (3.47), (3.48). Знайдемо:

θ̃ =

∑
amaγ

(
∑

bmb)2
=

γ

M
, (3.50)

η̃ =
∑
a

maα =Mα. (3.51)

Iз отриманих рiвностей можемо зробити висновок, що умови
(3.47), (3.48) можуть бути узагальненi як

maθa = θ̃M = γ = const, (3.52)
ηa
ma

=
η̃

M
= α = const. (3.53)

Робимо висновок, якщо справджуються рiвностi (3.47), (3.48)
для параметрiв координатної та iмпульсної некомутативностей,
якi вiдповiдають частинкам, такi рiвностi також виконуються для
ефективних параметрiв некомутативностi (3.52), (3.53). Якщо па-
раметр координатної некомутативностi, який вiдповiдає частинцi
обернено пропорцiйний до її маси, ефективний параметр коорди-
натної некомутативностi, який описує рух системи частинок, теж
обернено пропорцiйний до маси системи. У випадку, коли параме-
три iмпульсної некомутативностi частинок пропорцiйнi до їхньої
маси, ефективний параметр iмпульсної некомутативностi пропор-
цiйний до повної маси системи [43].

3.3 Рух системи вiльних частинок у некому-
тативному фазовому просторi

3.3.1 Траєкторiя руху вiльної частинки

Розглянемо вiльну чаcтинку з масою m у квантованому про-
сторi, який можна описати алгеброю з некомутативнiстю коор-
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динат та некомутативнiстю iмпульсiв (3.11)-(3.13). Гамiльтонiан
частинки має вигляд:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
. (3.54)

Урахувавши дужки Пуассона (3.11)-(3.13), знайдемо рiвняння
руху:

Ẋ1 = {X1, H} =
P1

m
, (3.55)

Ẋ2 = {X2, H} =
P2

m
, (3.56)

Ṗ1 = {P1,H} = η
P2

m
, (3.57)

Ṗ2 = {P2,H} = −ηP1

m
. (3.58)

Розглянемо початковi умови

X1(0) = X01, X2(0) = X02, (3.59)
Ẋ1(0) = υ01, Ẋ2(0) = υ02, (3.60)

та знайдемо траєкторiю, швидкiсть руху вiльної частинки у кван-
тованому просторi

X1(t) = υ01
m

η
sin

η

m
t− υ02

m

η
cos

η

m
t+ υ02

m

η
+X01, (3.61)

X2(t) = υ02
m

η
sin

η

m
t+ υ01

m

η
cos

η

m
t− υ01

m

η
+X02, (3.62)

Ẋ1(t) = υ01 cos
η

m
t+ υ02 sin

η

m
t, (3.63)

Ẋ2(t) = υ02 cos
η

m
t− υ01 sin

η

m
t, (3.64)

(див. [44]). У границi θ → 0, η → 0 рiвняння (3.61), (3.62) матимуть
такий вигляд

X1(t) = υ01t+X01, (3.65)
X2(t) = υ02t+X02, (3.66)

що вiдповiдає траєкторiї руху частинки у звичному просторi.
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3.3.2 Проблема розлiтання системи вiльних части-
нок

Проаналiзуємо рух системи N вiльних частинок з масами m1,
m2,...,mN . Гамiльтонiан системи має вигляд:

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
=

P̃2

2M
+
∑
a

(∆P(a))2

2ma
, (3.67)

де M =
∑

ama – повна маса системи. Звернiмо увагу, що iмпульси
P

(a)
i задовольняють спiввiдношення (3.13). Для iмпульсiв центра

мас та вiдносного руху P̃i, ∆P
(a)
i справджуються спiввiдношення

(3.32).
Пригадаємо, що у звичному просторi (у просторi зi звичними

дужками Пуассона для координат та iмпульсiв, θ = 0, η = 0),
вiльнi частинки з однаковими початковими швидкостями рухаю-
ться разом. У некомутативному фазовому просторi такi частинки
розлiтаються, а саме: коли швидкостi частинок однаковi

Ẋ
(a)
1 (0) = υ01, (3.68)

Ẋ
(a)
2 (0) = υ02, (3.69)

де a = (1...N), урахувавши (3.63), (3.64), знайдемо

Ẋ
(a)
1 (t) = υ01 cos

ηa
ma

t+ υ02 sin
ηa
ma

t, (3.70)

Ẋ
(a)
2 (t) = υ02 cos

ηa
ma

t− υ01 sin
ηa
ma

t. (3.71)

Звернемо увагу, що навiть у випадку однакових початкових швид-
костей, для рiзних частинок a ̸= b маємо рiзнi швидкостi

Ẋ
(a)
1 (t) ̸= Ẋ

(b)
1 (t), (3.72)

Ẋ
(a)
2 (t) ̸= Ẋ

(b)
2 (t). (3.73)

Отже, система вiльних частинок розлiтається, що зумовлено не-
комутативнiстю iмпульсiв.
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Ще однiєю особливiстю руху системи вiльних частинок у кван-
тованому просторi є те, що вiдносний рух впливає на рух центра
мас системи

X̃1(t) =
∑
a

(
υ01

m2
a

Mηa
sin

ηa
ma

t− υ02
m2

a

Mηa
cos

ηa
ma

t+

+υ02
m2

a

Mηa
+
ma

M
X

(a)
01

)
, (3.74)

X̃2(t) =
∑
a

(
υ02

m2
a

Mηa
sin

ηa
ma

t+ υ01
m2

a

Mηa
cos

ηa
ma

t−

−υ01
m2

a

Mηa
+
ma

M
X

(a)
02

)
, (3.75)

∆Xa
1 (t) = υ01

ma

ηa
sin

ηa
ma

t− υ02
ma

ηa
cos

ηa
ma

t+ υ02
ma

ηa
+

+X
(a)
01 −

∑
b

(
υ01

m2
b

Mηb
sin

ηb
mb

t− υ02
m2

b

Mηb
cos

ηb
mb

t+

+υ02
m2

b

Mηb
+
mb

M
X

(b)
01

)
, (3.76)

∆Xa
2 (t) = υ02

ma

ηa
sin

ηa
ma

t+ υ01
ma

ηa
cos

ηa
ma

t− υ01
ma

ηa
+

+X
(a)
02 −

∑
b

(
υ02

m2
b

Mηb
sin

ηb
mb

t+ υ01
m2

b

Mηb
cos

ηb
mb

t−

−υ01
m2

b

Mηb
+
mb

M
X

(b)
02

)
. (3.77)

Проаналiзувавши рiвняння (3.70), (3.71), (3.76), (3.77), може-
мо зробити висновок, що вiльнi частинки не рухаються разом [44].
Проте у тому разi, коли виконується умова (3.48), траєкторiя вiль-
ної частинки не залежить вiд її маси. Iз рiвнянь (3.61), (3.62) зна-
йдемо

X
(a)
1 (t) =

υ01
α

sinαt− υ02
α

cosαt+
υ02
α

+X
(a)
01 , (3.78)

X
(a)
2 (t) =

υ02
α

sinαt+
υ01
α

cosαt− υ01
α

+X
(a)
02 , (3.79)

54



Система багатьох частинок у квантованому просторi

X
(a)
01 = X

(a)
1 (0), (3.80)

X
(a)
02 = X

(a)
2 (0). (3.81)

Також при виконаннi умови (3.48) частинки, що утворюють
систему, та її центр мас рухаються з однаковими швидкостями

Ẋ
(a)
1 (t) =

∑
a

µaẊ
(a)
1 (t) = υ01 cosαt+ υ02 sinαt, (3.82)

Ẋ
(a)
2 (t) =

∑
a

µaẊ
(a)
2 (t) = υ02 cosαt− υ01 sinαt. (3.83)

Iз (3.76), (3.77) також знайдемо, що координати вiдносного руху
не залежать вiд часу

∆X
(a)
1 = X

(a)
01 −

∑
b

µbX
(b)
01 , (3.84)

∆X
(a)
2 = X

(a)
02 −

∑
b

µbX
(b)
02 . (3.85)

Отже, коли параметр iмпульсної некомутативностi пропорцiйний
масi (3.48), вiльнi частинки з однаковими початковими швидко-
стями рухаються разом, як це має бути [44].

3.4 Означення iмпульсу центра мас як iн-
теграла руху у квантованому фазовому
просторi канонiчного типу

Iмпульси центра мас, якi означенi у роздiлi 3.1 традицiйно,
як сума iмпульсiв частинок системи не є iнтегралами руху. Щоб
це показати, розглянемо, для прикладу, систему частинок, яку
описують таким гамiльтонiаном

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
+

1

2

∑
a,b

a ̸=b

U(|X(a) −X(b)|). (3.86)
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Дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас з гамiльтонiаном
не дорiвнюють нулевi. Вони мають такий вигляд:

{P̃1,H} = {
∑
a

P
(a)
1 ,H} = η̃

P̃2

M
+
∑
a

∆P
(a)
2

ma
(ηa − µaη̃) , (3.87)

{P̃2, H} = {
∑
a

P
(a)
2 ,H} = −η̃ P̃1

M
−
∑
a

∆P
(a)
1

ma
(ηa − µaη̃) . (3.88)

Якщо параметри iмпульсної некомутативностi задовольняють рiв-
нiсть (3.48), отриманий результат можемо переписати у дещо про-
стiшому виглядi

{P̃1,H} =
P̃2

M
η̃, (3.89)

{P̃2,H} = − P̃1

M
η̃, (3.90)

проте дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас та гамiльтонiана
не дорiвнюють нулевi.

Знайдемо означення для iмпульсiв центра мас, якi є iнтеграла-
ми руху. Для цього розглянемо спочатку випадок, коли маси ча-
стинок, якi формують систему однаковi: ma = m. Однаковими є
параметри координатної та iмпульсної некомутативностей θa = θ,
ηa = η. Розглянемо такi величини

P̃ ′
1 =

∑
a

P
(a)
1 − η

∑
a

X
(a)
2 , (3.91)

P̃ ′
2 =

∑
a

P
(a)
2 + η

∑
a

X
(a)
1 . (3.92)

Порахуємо Дужки Пуассона для P̃ ′
1, P̃ ′

2 та гамiльтонiана
∑
a

(P
(a)
1 − ηX

(a)
2 ),

∑
b

(P(b))2

2m
+

1

2

∑
b,c

b ̸=c

U(|X(b) −X(c)|)

 =

(3.93)
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∑
a

(P
(a)
2 + ηX

(a)
1 ),

∑
b

(P(b))2

2m
+

1

2

∑
b,c

b̸=c

U(|X(b) −X(c)|)

 =

= 0.(3.94)

Тому величини (3.91), (3.92) є iнтегралами руху [44]. Важливо,
що у границi η → 0 отримаємо

P̃ ′
1 =

∑
a

P
(a)
1 , (3.95)

P̃ ′
2 =

∑
a

P
(a)
2 . (3.96)

Отже, P̃ ′
1, P̃ ′

2 можливо розглядати, як iмпульси центра мас у кван-
тованому просторi.

У бiльш загальному випадку для системи частинок з рiзними
масами у випадку, коли виконуються умови (3.47), (3.48), знайде-
мо

{P̃1 − η̃X̃2,H} = {P̃2 + η̃X̃1,H} = 0, (3.97)

де P̃i, X̃i – iмпульси та координати центра мас системи частинок,
означенi традицiйно (3.14), (3.15), η̃ – ефективний параметр iм-
пульсної некомутативностi (3.24). Отже, iмпульси центра мас, як
iнтеграли руху, мають такий вигляд

P̃ ′
1 = P̃1 − η̃X̃2, (3.98)
P̃ ′
2 = P̃2 + η̃X̃1. (3.99)

Для ma = m, ηa = η, η̃ = Nη iз (3.98), (3.99) знайдемо (3.91),
(3.92).

Чергове завдання – знайти вирази для координат центра мас
системи частинок, якi спряженi до iмпульсiв P̃ ′

1, P̃
′
2, тобто

{X̃ ′
i, P̃

′
j} = δij . (3.100)
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Переконаємося, що спiввiдношення (3.100) справджуються для
координат, означених як

X̃ ′
i =

∑
a µaX

(a)
i

1− η̃θ̃
=

X̃i

1− η̃θ̃
. (3.101)

Знайдемо: {
X̃1

1− η̃θ̃
, P̃1 − η̃X̃2

}
= 1, (3.102){

X̃2

1− η̃θ̃
, P̃2 + η̃X̃1

}
= 1, (3.103){

X̃1

1− η̃θ̃
, P̃2 + η̃X̃1

}
= 0, (3.104){

X̃2

1− η̃θ̃
, P̃1 − η̃X̃2

}
= 0. (3.105)

Отже, координати X̃ ′
i можемо розглядати як координати центра

мас у квантованому фазовому просторi. Звернемо увагу, що дуж-
ки Пуассона для координат X̃ ′

i, та iмпульсiв P̃ ′
i не дорiвнюють

нулю

{X̃ ′
1, X̃

′
2} =

θ̃

(1− θ̃η̃)2
, (3.106)

{P̃ ′
1, P̃

′
2} = η̃(θ̃η̃ − 1). (3.107)

Зауважимо, що дужки Пуассона для координат та iмпульсiв цен-
тра мас, означених як iнтеграли руху, визначають за ефективними
параметрами координатної та iмпульсної некомутативностей.

Якщо параметри координатної та iмпульсної некомутативно-
стей залежать вiд мас як (3.47), (3.48), можемо означити iмпульси
центра мас системи частинок як iнтеграли руху у квантованому
фазовому просторi [44].
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3.5 Задачi

1. Знайти комутацiйнi спiввiдношення для операторiв коорди-
нат та iмпульсiв центра мас, координат та iмпульсiв вiдно-
сного руху у шестивимiрному некомутативному фазовому
просторi канонiчного типу

[Xi, Xj ] = i~θij ,
[Xi, Pj ] = i~(δij + σij),

[Pi, Pj ] = i~ηij .

2. Знайти енергетичнi рiвнi системи двох частинок з осциля-
торною взаємодiєю U = k(X(1) −X(2))2 (тут k – константа,
X

(1)
i , X(1)

i – координати частинок) з гамiльтонiаном

H =
(P (1))2

2m1
+

(P (2))2

2m2
+ k(X(1) −X(2))2

у двовимiрному некомутативному просторi канонiчного типу

[X1, X2] = i~θ,
[X1, P1] = [X2, P2] = i~,
[X1, P2] = [X2, P1] = 0,

[P1, P2] = 0.

3. Знайти траєкторiю руху вiльної частинки у некомутативно-
му фазовому просторi канонiчного типу

[X1, X2] = i~θ,
[X1, P1] = [X2, P2] = i~,
[X1, P2] = [X2, P1] = 0,

[P1, P2] = i~η.

4. Занайти iнтеграли руху для вiльної частинки у чотириви-
мiрному квантованому фазовому просторi канонiнчого типу
(див. задачу 3). Переписати гамiльтонiан вiльної частинки
через iнтеграли руху.
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5. Знайти комутацiйнi спiввiдношення для операторiв коорди-
нат та iмпульсiв центра мас, координат та iмпульсiв вiдно-
сного руху у просторi з некомутативнiстю типу Лi

[Xk, Xγ ] = i~
Xl

κ̃
, [Xl, Xγ ] = −i~Xk

κ̃
,

[Pk, Xγ ] = i~
Pl

κ̃
, [Pl, Xγ ] = −i~Pk

κ̃
,

[Xi, Pj ] = i~δij , [Xγ , Pγ ] = i~,
[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0.
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Роздiл 4

Фундаментальнi закони та
принципи у квантованому
просторi

4.1 Рух у гравiтацiйному полi та принцип
еквiвалентностi у некомутативному фа-
зовому просторi

4.1.1 Рух частинки у однорiдному гравiтацiйному по-
лi

Модифiкування звичних комутацiйних спiввiдношень для опе-
раторiв координат та операторiв iмпульсiв дає змогу описати кван-
тований простiр, однак воно водночас зумовлює низку фундамен-
тальних проблем, зокрема порушення слабкого принципу еквiва-
лентностi. Цей принцип ще вiдомий як принцип рiвностi гравiта-
цiйної та iнерцiйної мас. Вiдповiдно до принципу еквiвалентностi
траєкторiя частинки в гравiтацiйному полi не залежить вiд її маси
та композицiї, а визначається тiльки початковими координатами
та швидкiстю.

Розглянемо рух частинки в однорiдному гравiтацiйному полi
у двовимiрному квантованому просторi з алгеброю канонiчного
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типу. У випадку коли поле напрямлене вздовж осi X1, гамiльто-
нiан частинки з масою m буде мати такий вигляд

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1. (4.1)

Урахувавши деформацiю дужок Пуассона

{X1, X2} = θ, (4.2)
{Xi, Pj} = δij , (4.3)
{P1, P2} = η, (4.4)

знайдемо такi рiвняння руху

Ẋ1 =

{
X1,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1

}
=
P1

m
, (4.5)

Ẋ2 =

{
X2,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1

}
=
P2

m
+mgθ, (4.6)

Ṗ1 =

{
P1,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1

}
= mg + η

P2

m
, (4.7)

Ṗ2 =

{
P2,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1

}
= −ηP1

m
. (4.8)

Розв’язки рiвнянь (4.5)–(4.8) мають вигляд

X1(t) =
A

η
sin

η

m
t− B

η
cos

η

m
t+ C, (4.9)

X2(t) =
A

η
cos

η

m
t+

B

η
sin

η

m
t− mg

η
t+mgθt+D, (4.10)

де A, B, C, D – константи. Розгляньмо початковi умови

X1(0) = X01, (4.11)
X2(0) = X02, (4.12)
Ẋ1(0) = υ01, (4.13)
Ẋ2(0) = υ02. (4.14)
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У цьому випадку траєкторiя частинки в гравiтацiйному полi ви-
значена як

X1(t) =
mυ01
η

sin
η

m
t+

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
(1−

− cos
η

m
t
)
+X01, (4.15)

X2(t) =

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
sin

η

m
t− mυ01

η
(1−

− cos
η

m
t
)
− mg

η
t+mgθt+X02. (4.16)

У границi η → 0 iз (4.15), (4.16) отримаємо добре вiдомi вирази
для траєкторiї частинки у звичному просторi (просторi зi звични-
ми дужками Пуассона для координат та iмпульсiв)

X1(t) =
gt2

2
+ υ01t+X01, (4.17)

X2(t) = υ02t+X02. (4.18)

Проте важливо зауважити, що спiввiдношення мiж iмпульсом та
швидкiстю є змiненi

P1 = mẊ1, (4.19)
P2 = m(Ẋ2 +mgθ). (4.20)

Iз (4.15), (4.16), (4.19), (4.20) знайдемо

P̃1 = mυ01 cos
η

m
t+ (mυ02 +

m2g

η
−m2gθ) sin

η

m
t, (4.21)

P̃2 = −mυ01 sin
η

m
t+ (mυ02 +

m2g

η
−m2gθ) cos

η

m
t− m2g

η
. (4.22)

Звернiмо увагу, що iмпульси частинки не пропорцiйнi до маси
(4.21), (4.22). Траєкторiя частинки в однорiдному гравiтацiйному
полi залeжить вiд її маси (4.15)–(4.16). Отже, деформацiя дужок
Пуассона зумовлює порушення слабкого принципу еквiвалентно-
стi. Проблема виникає, якщо припустити, що параметри некому-
тативностi η та θ однаковi для частинок з рiзними масами. Проте
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у загальному випадку рiзним частинкам можуть вiдповiдати рiзнi
параметри координатної та iмпульсної некомутативностей.

Зауважимо, що у вирази для траєкторiї (4.15)–(4.16) параме-
три некомутативностi входять тiльки у виглядi таких добуткiв
mθ, η/m. Отже, при виконаннi умов (3.47), (3.48), траєкторiя ча-
стинки в однорiдному гравiтацiйному полi залежить вiд констант
γ та α, якi однаковi для рiзних частинок, а також вiд початкових
координат та початкових швидкостей та не залежить вiд маси.
Пiдставивши умови (3.47), (3.48) у рiвняння (4.15)–(4.16), знайде-
мо

X1(t) =
υ01
α

sinαt+
( g
α2

− gγ

α
+
υ02
α

)
(1− cosαt) +X01, (4.23)

X2(t) =
( g
α2

− gγ

α
+
υ02
α

)
sinαt− υ01

α
(1− cosαt)−

− g

α
t+ γgt+X02. (4.24)

Важливо також зауважити, що коли параметр координатної
некомутативностi обернено пропорцiйний до маси, вiдновлюється
пропорцiйнiсть iмпульсiв P2 до маси, як це є у звичному просторi
[43]

P2 = m(Ẋ2 + γg). (4.25)

4.1.2 Рух частинки в неоднорiдному гравiтацiйному
полi

Розглянемо неоднорiдне гравiтацiйне поле V (X1, X2) та зна-
йдемо рiвняння руху частинки з масою m у такому полi. Запише-
мо гамiльтонiан

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2). (4.26)

Урахувавши деформацiю дужок Пуассона (4.2)–(4.4), маємо

Ẋ1 =

{
X1,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2)

}
=

=
P1

m
+mθ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (4.27)
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Ẋ2 =

{
X2,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2)

}
=

=
P2

m
−mθ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (4.28)

Ṗ1 =

{
P1,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2)

}
=

= −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ η

P2

m
, (4.29)

Ṗ2 =

{
P2,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2)

}
=

= −m∂V (X1, X2)

∂X2
− η

P1

m
. (4.30)

Бачимо, що як i у випадку однорiдного гравiтацiйного поля,
отриманi рiвняння руху частинки (4.27)–(4.30) залежать вiд її ма-
си. Отже, траєкторiя руху частинки у неоднорiдному гравiтацiй-
ному полi також залежить вiд маси, слабкий принцип еквiвален-
тностi не виконується [43].

Розглянемо умови на параметри некомутативностi (3.47), (3.48),
якi дають змогу вiдновити виконання слабкого принципу еквiва-
лентностi у разу руху частинки в однорiдному гравiтацiйному по-
лi. При виконаннi рiвностей (3.47), (3.48) рiвняння руху можемо
переписати у такому виглядi

Ẋ1 =
P1

m
+ γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (4.31)

Ẋ2 =
P2

m
− γ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (4.32)

Ṗ1 = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP2, (4.33)

Ṗ2 = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− αP1. (4.34)

Для зручностi введемо позначення

P ′
i =

Pi

m
, (4.35)
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та перепишемо через них рiвняння (4.31)–(4.34). Виконавши про-
стi перетворення, знайдемо

Ẋ1 = P ′
1 + γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (4.36)

Ẋ2 = P ′
2 − γ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (4.37)

Ṗ ′
1 = −∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP ′

2, (4.38)

Ṗ ′
2 = −∂V (X1, X2)

∂X2
− αP ′

1. (4.39)

Звернемо увагу, що у рiвняння (4.36)–(4.39) не входить маса ча-
стинки. Тому вирази Xi = Xi(t), P ′

i = P ′
i (t) не залежать вiд маси.

Отже, принцип еквiвалентностi зберiгається при виконаннi умов
(3.47), (3.48) [43].

4.1.3 Система частинок у гравiтацiйному полi у не-
комутативному фазовому просторi

Розглянемо систему частинок з масою M у гравiтацiйному по-
лi V (X̃1, X̃2) у некомутативному фазовому просторi. Пригадаємо,
що координати та iмпульси центра мас системи частинок X̃i, P̃i

задовольняють некомутативну алгебру з ефективними параметра-
ми некомутативностi (див. пiдроздiл 3.1.2, (3.23), (3.24)). Також
у пiдроздiлi 3.2.2 було зазначено, що рух центра мас системи ча-
стинок та вiдносний рух незалежнi у випадку, коли виконуються
умови (3.47), (3.48). Урахувавши цi висновки, дослiдiмо рух систе-
ми частинок у гравiтацiйному полi у некомутативному фазовому
просторi.

Запишемо гамiльтонiан

H =
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2) +Hrel, (4.40)

де Hrel – гамiльтонiан вiдносного руху (Hrel є функцiєю вiд ко-
ординат та iмпульсiв вiдносного руху). При виконаннi рiвностей
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(3.47), (3.48), дужки Пуассона для P̃2/2M +MV (X̃1, X̃2) та Hrel

дорiвнюють нулевi

{
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2),Hrel

}
= 0. (4.41)

Отже, рiвняння руху мають вигляд

˙̃X1 =

{
X̃1,

P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2)

}
=
P1

M
+Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (4.42)

˙̃X2 =

{
X̃1,

P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2)

}
=
P2

M
−Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (4.43)

˙̃P1 =

{
P̃1,

P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2)

}
= −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ η̃
P2

M
, (4.44)

˙̃P2 =

{
P̃2,

P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2)

}
= −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− η̃
P1

M
. (4.45)

Рiвняння руху залежать як вiд повної маси системи, так i вiд
мас частинок, якi входять до її складу, оскiльки ефективнi пара-
метри некомутативностi визначають як (3.23), (3.24). Тому прин-
цип еквiвалентностi порушується [43].

При виконаннi рiвностей (3.47), (3.48) маємо

θ̃ =
γ

M
, (4.46)

η̃ =Mα, (4.47)

(див. (3.50), (3.51)) та рiвняння руху для системи частинок у гра-
вiтацiйному полi будуть мати такий вигляд

˙̃X1 =
P1

M
+ γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (4.48)
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˙̃X2 =
P2

M
− γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (4.49)

˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ αP2, (4.50)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− αP1. (4.51)

Рiвняння не залежать вiд маси системи частинок та її композицiї.
Отже, рiвностi (3.47), (3.48) дають змогу розв’язати проблему по-
рушення слабкого принципу еквiвалентностi у некомутативному
фазовому просторi канонiчного типу [43].

4.2 Адитивнiсть кiнетичної енергiї та її не-
залежнiсть вiд композицiї у некомута-
тивному фазовому просторi канонiчного
типу

Вiдповiдно до властивостi адитивностi кiнетична енергiя си-
стеми частинок T дорiвнює сумi кiнетичних енергiй частинок, якi
входять до її складу, а саме

T =
∑
a

Ta, (4.52)

тут Ta – кiнетична енергiя частинки, яка позначена iндексом a.
Дослiдимо виконання цiєї властивостi у просторi з некомутатив-
нiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв канонiчного ти-
пу. Нехай система складається з N частинок з масами ma, (M =∑

ama – маса системи), яким вiдповiдають параметри некомута-
тивностi θa, ηa. Частинки системи рухаються з однаковою швид-
кiстю, яка дорiвнює швидкостi руху центра мас. Це збiгається
з випадком, коли макроскопiчне тiло подiлене на N частин, якi
розглядаються як точковi частинки. Кiнетична енергiя системи
частинок (макроскопiчного тiла) має вигляд

T =
P̃ 2
1

2M
+
P̃ 2
2

2M
, (4.53)
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де P̃ (a)
i – iмпульси центра мас, означенi традицiйно як сума iм-

пульсiв частинок системи.
На основi результатiв (4.21), (4.22), для макроскопiчного тiла

в однорiдному гравiтацiйному полi з початковими швидкостями
центра мас

˙̃X1(0) = υ̃01, (4.54)
˙̃X2(0) = υ̃02, (4.55)

запишемо такi залежностi iмпульсiв центра мас вiд часу

P̃1 =Mυ̃01 cos
η̃

M
t+

+(Mυ̃02 +
M2g

η̃
−M2gθ̃) sin

η̃

M
t, (4.56)

P̃2 = −Mυ̃01 sin
η̃

M
t+

+(Mυ̃02 +
M2g

η̃
−M2gθ̃) cos

η̃

M
t− M2g

η̃
. (4.57)

Отже, кiнетичну енергiю системи частинок можемо переписа-
ти у виглядi

T =
Mυ̃201
2

+
Mυ̃202
2

+

+g2M3

(
1

η̃2
+
θ̃2

2
− θ̃

η̃

)
+M2gυ̃02

(
1

η̃
− θ̃

)
+

+
M2g

η̃

(
υ̃01 sin

η̃

M
t+

(
Mg

η̃
−Mgθ̃ + υ̃02

)
cos

η̃

M
t

)
. (4.58)

Запишемо вирази для iмпульсiв частинки з масою ma, яка вхо-
дить до складу системи

P
(a)
1 = maυ̃01 cos

ηa
ma

t+

+(maυ̃02 +
m2

ag

ηa
−m2

agθa) sin
ηa
ma

t, (4.59)
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P
(a)
2 = −maυ̃01 sin

ηa
ma

t+

+(maυ̃02 +
m2

ag

ηa
−m2

agθa) cos
ηa
ma

t− m2
ag

ηa
. (4.60)

Тут ураховано те, що початковi швидкостi частинки υ̃01, υ̃02. Кi-
нетична енергiя частинки з масою ma має вигляд

Ta =
maυ̃

2
01

2
+
maυ̃

2
02

2
+

+g2m3
a

(
1

η2a
+
θ2a
2

− θa
ηa

)
+m2

agυ̃02

(
1

ηa
− θa

)
+

+
m2

ag

ηa

(
υ̃01 sin

ηa
ma

t+

(
mag

ηa
−magθa + υ̃02

)
cos

ηa
ma

t

)
. (4.61)

За властивiстю адитивностi кiнетична енергiя системи частинок
дорiвнює сумi кiнетичних енергiй частинок, якi її формують. От-
же, можемо записати

T =
∑
a

Ta =
Mυ̃201
2

+
Mυ̃202
2

+

+
∑
a

[
g2m3

a

(
1

η2a
+
θ2a
2

− θa
ηa

)
+m2

agυ̃02

(
1

ηa
− θa

)
+

+
m2

ag

ηa

(
υ̃01 sin

ηa
ma

t+

(
mag

ηa
−magθa + υ̃02

)
cos

ηa
ma

t

)]
.

(4.62)

Отриманий результат (4.62) не тотожний (4.61). Тобто власти-
вiсть адитивностi кiнетичної енергiї порушується у некомутатив-
ному фазовому просторi канонiчного типу, а тому порушується
закон збереження енергiї [43].

Перепишемо вирази для кiнетичної енергiї (4.61), (4.62), вра-
хувавши залежностi параметрiв некомутативностi вiд маси (3.47),
(3.48). На основi (4.62) знайдемо

T =
Mυ̃201
2

+
Mυ̃202
2

+
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+
∑
a

ma

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ

)
+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
. (4.63)

Також, пiдставивши (3.47), (3.48) у (4.61), отримаємо

T =
Mυ̃201
2

+
Mυ̃202
2

+

+M

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ

)
+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
. (4.64)

Важливо вiдзначити, що вирази для кiнетичної енергiї (4.63), (4.64)
однаковi. Отже, властивiсть адитивностi зберiгається у некомута-
тивному фазовому просторi при виконаннi умов (3.47). (3.48).

Iнша важлива властивiсть кiнетичної енергiї – її незалежнiсть
вiд композицiї. Вiдповiдно до цiєї властивостi кiнетична енергiя
залежить вiд повної маси системи та не залежить вiд мас части-
нок, якi її формують. Звернемо увагу, що вiдповiдно до виразу
(4.61) кiнетична енергiя залежить вiд ефективних параметрiв ко-
ординатної та iмпульсної некомутативностi, в означення яких вхо-
дять маси частинок, що формують систему. Iз (4.62) очевидно, що
кiнетична енергiя залежить вiд мас частинок ma. Проаналiзував-
ши (4.61), (4.62), можемо зробити висновок, що некомутативнiсть
координат та некомутативнiсть iмпульсiв зумовлюють залежнiсть
кiнетичної енергiї вiд композицiї.

При виконаннi умов (3.47), (3.48) ефективнi параметри коор-
динатної некомутативностi не залежать вiд мас частинок, якi вхо-
дять до її складу, не залежать вiд композицiї системи, а залежить
вiд повної маси системи.

θ̃ =
γ

M
, (4.65)

η̃ = αM. (4.66)

Вирази для кiнетичної енергiї (4.63), (4.64), отриманi при ви-
конаннi рiвностей (3.47), (3.48), залежать вiд констант γ, α, вiд
повної маси системи M та не залежать вiд її композицiї.
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Отже, при виконаннi рiвностей (3.47), (3.48) кiнетична енергiя
адитивна та незалежна вiд композицiї у некомутативному фазо-
вому просторi канонiчного типу [43].

4.3 Слабкий принцип еквiвалентностi у де-
формованому просторi з довiльною фун-
кцiєю деформацiї, залежною вiд iмпуль-
сiв

4.3.1 Вiдновлення слабкого принципу екiвiвалентно-
стi у одновимiрному деформованому просторi

Розглянемо деформацiю комутацiйного спiввiдношення для
оператора координати та iмпульсу

[X,P ] = i~F (
√
β|P |), (4.67)

де F (
√
β|P |) – деяка функцiя деформацiї, β – параметр деформа-

цiї. Щоб комутацiйне спiввiдношення для координати та iмпульсу
мало звичний вигляд у випадку β = 0, має справджуватися рiв-
нiсть F (0) = 1. Зауважимо, що коли

F (
√
β|P |) = 1 + βP 2, (4.68)

отримаємо деформовану алгебру (1.22). У класичнiй границi ~ →
0 iз (4.67) знайдемо деформованi дужки Пуассона

{X,P} = F (
√
β|P |). (4.69)

Означення для таких дужок таке

{f, g} = F (
√
β|P |)

(
∂f

∂X

∂g

∂P
− ∂f

∂P

∂g

∂X

)
. (4.70)

Дослiдимо виконання принципу еквiвалентностi у просторi з
деформацiєю (1.22). Розглянемо частинку з масою m у гравiта-
цiйному полi V (X). Запишемо гамiльтонiан

H =
P 2

2m
+mV (X). (4.71)
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Урахувавши деформацiю дужок Пуассона (4.70), отримаємо такi
рiвняння руху

Ẋ =

{
X,

P 2

2m
+mV (X)

}
=
P

m
F (
√
β|P |), (4.72)

Ṗ =

{
P,

P 2

2m
+mV (X)

}
= −m∂V (X)

∂X
F (
√
β|P |). (4.73)

Iз (4.72), (4.73) можемо зробити висновок, що траєкторiя руху ча-
стинки в гравiтацiйному полi залежить вiд її маси. Отже, слабкий
принцип еквiвалентностi порушується в рамках алгебри (4.69).
Важливо звернути увагу на те, що деформацiя дужок Пуассо-
на (4.69) зумовлює значне порушення принципу еквiвалентностi.
Щоб це показати, розглянемо рух двох частинок з масами m1, m2

у однорiдному гравiтацiйному полi V (X) = −gX (тут g – констан-
та).

Знайдемо прискорення частинок Ẍ(1), Ẍ(2) з точнiстю до пер-
шого порядку за параметром деформацiї β

Ẍ(1) = g + 3F ′(0)g
√
βm1|υ|+ (2F ′′(0)− (F ′(0))2)gβm2

1υ
2, (4.74)

Ẍ(2) = g + 3F ′(0)g
√
βm2|υ|+ (2F ′′(0)− (F ′(0))2)gβm2

2υ
2, (4.75)

де υ – швидкiсть частинки в однорiдному гравiтацiйному полi у
звичному просторi (β = 0). Для дослiдження виконання принципу
еквiвалентностi розглянемо параметр Етвеша, який визначають
як

∆a

a
=

2(Ẍ(1) − Ẍ(2))

Ẍ(1) + Ẍ(2)
. (4.76)

Зауважимо, у тому разi, коли Ẍ(1) = Ẍ(2), що випливає з прин-
ципу еквiвалентностi, параметр Етвеша дорiвнює нулю.

З точнiстю до першого порядку за параметром деформацiї β
знайдемо

∆a

a
= 3F ′(0)|υ|

√
β(m1 −m2) +

+(2F ′′(0)− (F ′(0))2)υ2β(m2
1 −m2

2). (4.77)
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Щоб оцiнити величину параметра Етвеша, вважатимемо, що ви-
конується така рiвнiсть

~
√
β = lP =

√
~G
c3
, (4.78)

де lP – довжина Планка, c – швидкiсть свiтла, G – гравiтацiйна
стала. Отже, вираз для параметра Етвеша матиме такий вигляд

∆a

a
= 3F ′(0)

|υ|
c

(m1 −m2)

mP
+

+(2F ′′(0)− (F ′(0))2)
υ2

c2
(m2

1 −m2
2)

m2
P

, (4.79)

де mP – маса Планка

mP =

√
~c
G
. (4.80)

Iз (4.79) можемо зробити висновок про значний вплив дефор-
мацiї дужок Пуассона на параметр Етвеша [45]. За результатами
експериментальних даних слабкий принцип еквiвалентностi вико-
нується з великою точнiстю. Для прикладу, за даними експери-
менту з лазерної далекометрiї Мiсяця точнiсть виконання прин-
ципу еквiвалентностi

∆a

a
= (−0.8± 1.3) · 10−13, (4.81)

(див. [46]). Проблему порушення принципу еквiвалентностi у де-
формованому просторi можна розв’язати, якщо припустити, що
параметр деформацiї залежить вiд маси як

β =
γ2

m2
, (4.82)

де γ – константа, яка не залежить вiд маси та є однаковою для
рiзних частинок.

У випадку, коли виконується рiвнiсть (4.82), параметр Етвеша
∆a/a (4.77) дорiвнює нулевi. Принцип еквiвалентностi зберiгає-
ться.
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Звернемо увагу також на те, що при виконаннi рiвностi (4.82)
рiвняння (4.72), (4.73) можуть бути переписанi як

Ẋ =
P

m
F

(
γ
|P |
m

)
, (4.83)

Ṗ

m
= −∂V (X)

∂X
F

(
γ
|P |
m

)
. (4.84)

Уведемо змiнну

P ′ =
P

m
, (4.85)

та запишемо рiвняння (4.83), (4.84) у такому виглядi

Ẋ = P ′F
(
γ|P ′|

)
, (4.86)

Ṗ ′ = −∂V (X)

∂X
F
(
γ|P ′|

)
. (4.87)

Зауважимо, що в (4.83), (4.84) маса скоротилася. Звiдси випли-
ває, що розв’язки цих рiвнянь X(t), P ′(t) вiд маси не залежать.
Тобто, при виконаннi рiвностi (4.82), рух частинки в гравiтацiй-
ному полi у просторi з деформованими дужками Пуассона не за-
лежить вiд маси, принцип еквiвалентностi зберiгається [45].

4.3.2 Тривимiрна деформована алгебра та слабкий
принцип еквiвалентностi

Розглянемо бiльш загальну алгебру

[Xi, Xj ] = 0, (4.88)

[Xi, Pj ] = i~Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3), (4.89)

[Pi, Pj ] = 0, (4.90)

де Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3) – деяка функцiя, для якої виконуються

такi рiвностi

Fij(−
√
βP1,−

√
βP2,−

√
βP3) = Fij(

√
βP1,

√
βP2,

√
βP3), (4.91)

Fij(0, 0, 0) = δij , (4.92)
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(див. статтю [45]). У класичнiй границi зi спiввiдношень (4.88)–
(4.90) отримуємо деформованi дужки Пуассона

{Xi, Xj} = 0, (4.93)

{Xi, Pj} = Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3), (4.94)

{Pi, Pj} = 0, (4.95)

якi означаються як

{f, g} =

=
∑
i,j

Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3)

(
∂f

∂Xi

∂g

∂Pj
− ∂f

∂Pi

∂g

∂Xj

)
. (4.96)

Розглянемо частинку з масою m у гравiтацiйному полi V (X). Га-
мiльтонiан має вигляд

H =
∑
i

P 2
i

2m
+mV (X). (4.97)

Взявши до уваги (4.93)–(4.95), знайдемо рiвняння руху

Ẋi =

{
Xi,

∑
i

P 2
i

2m
+mV (X)

}
=

=
∑
i

Pj

m
Fij(

√
βP1,

√
βP2,

√
βP3), (4.98)

Ṗi =

{
Pi,
∑
i

P 2
i

2m
+mV (X)

}
=

= −m
∑
j

∂V (X)

∂Xj
Fij(

√
βP1,

√
βP2,

√
βP3). (4.99)

При виконаннi рiвностi (4.82) рiвняння руху можемо переписати
у такому виглядi

Ẋi =
∑
j

Pj

m
Fij

(
γ
P1

m
, γ
P2

m
, γ
P3

m

)
, (4.100)

Ṗi

m
= −

∑
j

∂V (X)

∂Xj
Fij

(
γ
P1

m
, γ
P2

m
, γ
P3

m

)
. (4.101)
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Для зручностi означимо P ′ як вiдношення iмпульсу частинки до
її маси

P ′
i =

Pi

m
, (4.102)

Отже, рiвняння руху матимуть вигляд

Ẋi =
∑
j

P ′
jFij

(
γP ′

1, γP
′
2, γP

′
3

)
, (4.103)

Ṗ ′
i = −

∑
j

∂V (X)

∂Xj
Fij

(
γP ′

1, γP
′
2, γP

′
3

)
. (4.104)

Звернемо увагу, що у рiвняння для Xi, P ′
i маса не входить (4.103),

(4.104). Отже, траєкторiя частинки у гравiтацiйному полi не зале-
жить вiд маси та принцип еквiвалентностi зберiгається у дефор-
мованому просторi (4.93)–(4.95), якщо виконується рiвнiсть (4.82).

4.4 Властивостi кiнетичної енергiї у дефор-
мованому просторi

4.4.1 Одновимiрний деформований простiр

Розглянемо одновимiрний деформований простiр (4.69) та до-
слiдимо властивостi кiнетичної енергiї частинки.

Знайдемо зв’язок мiж iмпульсом та швидкiстю вiльної частин-
ки у деформованому просторi (4.69). Запишемо гамiльтонiан

H =
P 2

2m
(4.105)

та отримаємо

Ẋ = {X, P
2

2m
} =

P

m
F (
√
β|P |). (4.106)

Урахувавши (4.106), можемо переписати кiнетичну енергiю як

T =
P 2

2m
=
mẊ2F 2(

√
β|P |)

2
. (4.107)
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Розклавши F (
√
β|P |) в ряд Тейлора, з точнiстю до β кiнетична

енергiя буде мати вигляд

T =
mẊ2

2
− F ′(0)

√
βm2|Ẋ|Ẋ2 +

+(5(F ′(0))2 − F ′′(0))
βm3Ẋ4

2
, (4.108)

де F ′(x) = dF/dx, F ′′(x) = d2F/dx2.
Розглянемо систему N частинок з масами ma, якi рухаються

з однаковими швидкостями, або еквiвалентно макроскопiчне тiло,
подiлене на N частин, якi можемо вважати частинками. Враху-
вавши (4.108), запишемо з точнiстю до β кiнетичну енергiю ча-
стинки з iндексом a.

Ta =
maẊ

2
a

2
− F ′(0)

√
βm2

a|Ẋa|Ẋ2
a +

+(5(F ′(0))2 − F ′′(0))
βm3

aẊ
4
a

2
. (4.109)

За властивiстю адитивностi кiнетичну енергiю системи частинок
визначають як

T =
∑
a

Ta =
MẊ2

2
−
∑
a

F ′(0)
√
βm2

a|Ẋa|Ẋ2
a +

+
∑
a

(5(F ′(0))2 − F ′′(0))
βm3

aẊ
4
a

2
, (4.110)

де M =
∑

ama – повна маса системи. Врахувавши те, що швид-
костi частинок однаковi

Ẋa = Ẋ, (4.111)

кiнетичну енергiю системи частинок можемо переписати як

T =
∑
a

Ta =
MẊ2

2
− F ′(0)

√
β|Ẋ|Ẋ2

∑
a

m2
a +

+(5(F ′(0))2 − F ′′(0))
βẊ4

2

∑
a

m3
a. (4.112)
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З iншого боку для частинки (тiла) з масоюM вiдповiдно до (4.108)
маємо такий вираз для кiнетичної енергiї

T =
MẊ2

2
−

−F ′(0)
√
βM2|Ẋ|Ẋ2 + (5(F ′(0))2 − F ′′(0))

βM3Ẋ4

2
. (4.113)

Важливо звернути увагу, що результати (4.112), (4.113) не збi-
гаються, тобто кiнетична енергiя не є адитивною у деформовано-
му просторi [45]. Зауважимо, що виконуються такi рiвностi

M2 = (
∑
a

ma)
2 >

∑
a

m2
a, (4.114)

M3 = (
∑
a

ma)
3 >

∑
a

m3
a. (4.115)

Можемо порiвняти поправки до кiнетичної енергiї у (4.112), (4.113),
зумовленi деформацiєю дужок Пуассона. Маємо∣∣∣∣∣−F ′(0)

√
βM2|Ẋ|Ẋ2 + (5(F ′(0))2 − F ′′(0))

βM3Ẋ4

2

∣∣∣∣∣ >∣∣∣∣∣−F ′(0)
√
β|Ẋ|Ẋ2

∑
a

m2
a + (5(F ′(0))2 − F ′′(0))

βẊ4

2

∑
a

m3
a

∣∣∣∣∣ .
(4.116)

Для системи N однакових частинок ma = m, M = Nm кiнетична
енергiя (4.112), (4.113) буде мати такий вигляд

T = N
mẊ2

2
−

−N2F ′(0)
√
βm2|Ẋ|Ẋ2 +N3(5(F ′(0))2 − F ′′(0))

βm3Ẋ4

2
, (4.117)

T = NTa = N
mẊ2

2
−

−N

(
F ′(0)

√
βm2|Ẋ|Ẋ2 − (5(F ′(0))2 − F ′′(0))

βm3Ẋ4

2

)
. (4.118)
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Звернемо увагу, що у виразах (4.117), (4.118) присутнi рiзнi зале-
жностi кiнетичної енергiї системи вiд кiлькостi частинок N , якi
входять до її складу. Iз (4.117) можемо зробити висновок, що зi
збiльшенням кiлькостi частинок поправки до кiнетичної енергiї
першого та другого порядкiв за

√
β

T (1) = N2F ′(0)
√
βm2|Ẋ|Ẋ2, (4.119)

T (2) = N3(5(F ′(0))2 − F ′′(0))
βm3Ẋ4

2
, (4.120)

зростають як N2 та N3. Кiнетична енергiя системи при β = 0

T (0) = N
mẊ2

2
, (4.121)

пропорцiйна тiльки до N . Iз (4.117) очевидно, що вплив деформа-
цiї дужок Пуассона (4.69) на кiнетичну енергiю макроскопiчного
тiла значний, проте такий висновок не вiдповiдає тому, що ми
отримуємо пiд час експериментiв. Отже, iснує проблема значно-
го впливу деформацiї дужок Пуассона на кiнетичну енергiю ма-
кроскопiчного тiла. Також важливо зауважити, що вiдповiдно до
виразу (4.112) кiнетична енергiя тiла залежить вiд мас частинок,
якi його формують. Для двох тiл з однаковими масами та рiзними
композицiями ми отримаємо рiзнi кiнетичнi енергiї.

Властивостi кiнетичної енергiї зберiгаються, а також розв’язу-
ється проблема значних поправок, зумовлених деформацiєю, до
кiнетичної енергiї макроскопiнчого тiла, якщо розглянути випа-
док, коли параметри деформацiї, якi вiдповiдають рiзним частин-
кам залежать вiд маси√

βama = γ = const, (4.122)

(див. також (4.82)). У цьому випадку для тiла з масою M , яке мо-
же бути подiлене на N частин, якi можемо розглядати як точковi
частинки з масами ma та параметрами деформацiї βa, є змога
переписати (4.112) як

T =
∑
a

Ta =
MẊ2

2
−

−F ′(0)γM |Ẋ|Ẋ2 + (5(F ′(0))2 − F ′′(0))
γ2MẊ4

2
. (4.123)
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Вираз (4.123) тотожний (4.108), якщо параметр деформацiї β ма-
кроскопiчного тiла (системи частинок) залежить вiд маси тiла M
так само як параметри деформацiї частинок (4.122), а саме: коли
виконується рiвнiсть √

βM = γ. (4.124)

Отже, якщо параметри деформацiї, якi вiдповiдають частин-
кам чи макроскопiчному тiлу обернено пропорцiйнi до квадрату
маси частинок (тiла) (4.82), кiнетична енергiя є адитивна та не-
залежна вiд композицiї.

Зауважимо, що такий висновок можемо зробити у всiх по-
рядках за параметром деформацiї. Якщо ж виконується рiвнiсть
(4.82), iмпульс P пропорцiйний до маси, а саме: ми можемо пере-
писати вираз (4.106) як

Ẋ =
P

m
F

(
γ
|P |
m

)
. (4.125)

Iз (4.125) випливає, що P/m є функцiєю швидкостi Ẋ, константи
γ

P

m
= f(Ẋ, γ). (4.126)

Отже, iмпульс P пропорцiйний до маси m, як це є у звичному
просторi (просторi з β = 0). Врахувавши (4.126), кiнетична енер-
гiя може бути записана в такому виглядi

T =
P 2

2m
=
m(f(Ẋ, γ))2

2
. (4.127)

За властивiстю адитивностi кiнетичнe енергiю системи N части-
нок з масами ma, якi рухаються з однаковою швидкiстю, визна-
чають як

T =
∑
a

Ta =
∑
a

ma(f(Ẋ, γ))
2

2
=
M(f(Ẋ, γ))2

2
, (4.128)

деM =
∑

ama. Звернемо увагу, що вираз (4.128) вiдповiдає (4.127)
з M =

∑
ama. Також зауважимо, що кiнетична енергiя (4.128)
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пропорцiйна до повної маси системи M та не залежить вiд її ком-
позицiї. Отже, при виконаннi рiвностi (4.82) властивостi кiнети-
чної енергiї зберiгаються у просторi з деформованими дужками
Пуассона для координати та iмпульсу (4.69). Цей висновок може-
мо узагальнити на випадок тривимiрного деформованого просто-
ру [45].

4.4.2 Тривимiрний деформований простiр

Розглянемо гамiльтонiан вiльної частинки з масою m

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+
P 2
3

2m
. (4.129)

Урахувавши деформацiю дужок Пуассона (4.93)–(4.95), знайдемо
такий зв’язок мiж швидкостями та iмпульсами

Ẋi =
∑
j

Pj

m
Fij(

√
βP1,

√
βP2,

√
βP3). (4.130)

Якщо ж коли виконується рiвнiсть (4.82), отримане рiвняння мо-
жемо переписати як

Ẋi =
∑
j

Pj

m
Fij

(
γ
P1

m
, γ
P2

m
, γ
P3

m

)
. (4.131)

Iз (4.131) знайдемо, що вiдношення iмпульсiв до маси частинки
Pi/m є функцiями швидкостей та константи γ

Pi

m
= fi(Ẋ1, Ẋ2, Ẋ3, γ) (4.132)

та не залежать вiд маси частинки m. Отже, кiнетична енергiя
частинки з масою m може бути переписана у такому виглядi

T =
∑
i

m(fi(Ẋ1, Ẋ2, Ẋ3, γ))
2

2
. (4.133)
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Для системи частинок (макроскопiчного тiла), яка складається з
N частинок з масами ma, маємо

T =
∑
a

Ta =
∑
a

∑
i

ma(fi(Ẋ1, Ẋ2, Ẋ3, γ))
2

2
=

=
∑
i

M(fi(Ẋ1, Ẋ2, Ẋ3, γ))
2

2
, (4.134)

тут ми врахували те, що частинки рухаються з однаковими швид-
костями, а також те, що M =

∑
ama. З iншого боку, iз (4.133)

очевидно, що кiнетична енергiя тiла з масою M має такий вигляд

T =
∑
i

M(fi(Ẋ1, Ẋ2, Ẋ3, γ))
2

2
. (4.135)

Проаналiзувавши (4.134) та (4.135), можемо зробити висновок,
що кiнетична енергiя адитивна та не залежить вiд композицiї,
якщо виконується рiвнiсть (4.82) [45].

4.5 Перетворення Галiлея у деформованому
просторi з мiнiмальною довжиною

Розглянемо частинку (макроскопiчне тiло, яке ми розглядає-
мо як точкову частинку) з масою m у полi U(X) у квантованому
просторi (1.22). У класичнiй границi iз (1.22) отримаємо такi де-
формованi дужки Пуассона

{X,P} = (1 + βP 2). (4.136)

Запишемо гамiльтонiан

H =
P 2

2m
+ U(X), (4.137)

тут X, P задовольняють деформованi дужки Пуассона (4.136).
Використаємо квазiкоординатне зображення для координат та iм-
пульсiв (1.35), (1.36) та перепишемо гамiльтонiан частинки у та-
кому виглядi

H =
tan2(

√
βp)

2mβ
+ U(x). (4.138)
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Звернемо увагу, що x, p задовольняють звичнi дужки Пуассона,
якi мають вигляд

{x, p} = 1. (4.139)

Як бачимо, у зображеннi (1.35), (1.36) деформацiя дужок Пуассо-
на для координати та iмпульсу (4.136) еквiвалентна до деформацiї
кiнетичної енергiї. Запишемо гамiльтонiан з точнiстю до першого
порядку за параметром деформацiї β

H =
p2

2m
+

1

3

β

m
p4 + U(x). (4.140)

Зауважимо, що отриманий вираз дуже подiбний гамiльтонiану ре-
лятивiстської частинки, записаного з точнiстю до першого поряд-
ку за 1/c2

Hr = mc2
√

1 +
p2

m2c2
+ U(x) =

= mc2 +
p2

2m
− 1

8m3c2
p4 + U(x). (4.141)

Для зручностi введемо ефективну швидкiсть, яку визначають як

u2 =
3

8βm2
. (4.142)

Вираз (4.140) може бути отриманий з такого гамiльтонiана

H = −mu2
√

1− p2

m2u2
+mu2 + U(x), (4.143)

записаного у першому порядку за β, чи в першому порядку за
1/u2. Отже, можемо зробити висновок, що поправки до всiх вла-
стивостей, зумовленi деформацiєю, будуть подiбними до реляти-
вiстських поправок у першому порядку за 1/c2, проте з протиле-
жним знаком перед 1/c2. Зокрема, це означає, що перетворення
Галiлея у першому порядку за параметром β будуть подiбними до
перетворень Лоренца, проте з додатнiм знаком перед 1/c2. Щоб
це показати, запишемо лагранжiан

L = ẋp−H(x, p). (4.144)
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Знайдемо iмпульс p як функцiєю вiд x, ẋ. Для цього запишемо
рiвняння

ẋ = {x,H} =
p

m
+

4

3

β

m
p3, (4.145)

з якого з точнiстю до першого порядку за β знайдемо

p = mẋ

(
1− 4

3
βm2ẋ2

)
. (4.146)

Пiдставивши (4.144) у лагранжiан з точнiстю до першого по-
рядку за β маємо

L =
mẋ2

2
− 1

3
βm3ẋ4 − U(x). (4.147)

Подiбно до гамiльтонiана (4.140) отриманий лагранжiан подiбний
до лагранжiану релятивiстської частинки, записаного з точнiстю
до 1/c2

Lr = −mc2
√

1− ẋ2

c2
− U(x) =

= −mc2 + mẋ2

2
+

m

8c2
ẋ4 − U(x). (4.148)

Вiдмiннiсть є тiльки в константi mc2, а також в протилежному
знаку перед останнiм доданком. Отже, можемо переписати ла-
гранжiан (4.147) у такому виглядi

L = mu2
√

1 +
ẋ2

u2
−mu2 − U(x), (4.149)

де ефективну швидкiсть u визначають як (4.142). Доданок −mu2,
який є константою, не впливає на рiвняння руху та може бути
опущений.

Щоб знайти перетворення Галiлея у деформованому просторi
розглянемо випадок, коли U = 0. У цьому разi лагранжiан матиме
вигляд

L = mu2
√

1 +
ẋ2

u2
−mu2. (4.150)
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З точнiстю до першого порядку за параметром деформацiї фун-
кцiя дiї буде мати такий вигляд

S = mu2
∫ t2

t1

√
1 +

ẋ2

u2
dt =

= mu2
∫ t2

t1

√
dt2 +

dx2

u2
mu

∫ (2)

(1)

√
u2(dt)2 + (dx)2, (4.151)

тут використано позначення

ds2 = u2(dt)2 + (dx)2. (4.152)

Зауважимо, що iнтервал (4.152) є iнварiантним вiдносно поворотiв
на площинi (ut, x). Отже, можемо записати такi перетворення

x = x′ cosϕ+ ut′ sinϕ, (4.153)
ut = −x′ sinϕ+ ut′ cosϕ, (4.154)

тут кут ϕ пов’язаний зi швидкiстю руху точки x′ = 0 вiдносно
нерухомої системи координат

V =
x

t
. (4.155)

Пiдставивши у (4.153), (4.154) x′ = 0, маємо

x

ut
=
V

u
= tanϕ. (4.156)

Здiйснимо алгебраїчнi перетворення

V 2

u2
= tan2 ϕ, (4.157)

V 2

u2
=

1

cos2 ϕ
− 1, (4.158)

cosϕ =
1√

1 + V 2/u2
, (4.159)

sinϕ =
V/u√

1 + V 2/u2
. (4.160)
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Пiдставивши отриманi вирази для cosϕ, sinϕ у (4.153), (4.154),
знайдемо перетворення Галiлея у деформованому просторi

x =
x′ + V t′√
1 + V 2/u2

, (4.161)

t =
t′ − x′V/u2√
1 + V 2/u2

. (4.162)

Будемо називати цi перетворення деформованими перетворення-
ми Галiлея. Звернемо увагу, що вони дуже подiбнi до перетворень
Лоренца з вiд’ємним знаком перед 1/u2 [22].

Пригадаємо, що результат (4.161) отримано з точнicтю до пер-
шого порядку за параметром деформацiї, тобто у цьому набли-
женнi маємо такi перетворення

x = (x′ + V t′)

(
1− V 2

2u2

)
, (4.163)

t = t′
(
1− V 2

2u2

)
− x′

V

u2
. (4.164)

У границi β → 0, чи у границi u → ∞ (див. (4.142)) з виразiв
(4.163), (4.164) отримаємо звичнi перетворення Галiлея

x = x′ + V t′, (4.165)
t = t′. (4.166)

Звернемо увагу, що перетворення Галiлея у деформованому про-
сторi (4.163), (4.164) залежать вiд ефективної швидкостi u, яка
залежить вiд маси (див. (4.142)). Отже, для частинок з рiзними
масами маємо рiзнi перетворення Галiлея. Цю проблему можна
розв’язати, якщо припустити, що для параметра деформацiї ви-
конується рiвнiсть (4.82). Маємо

u2 =
3

8γ2
. (4.167)

Отже, при виконаннi (4.82) ефективна швидкiсть не залежить вiд
маси частинки (тiла), та перетворення Галiлея є однаковими для
частинок рiзних мас [22].
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4.6 Оцiнення верхньої межi для мiнiмальної
довжини на основi змiщення перигелiю
Меркурiя та проблема макроскопiчного
тiла

4.6.1 Змiщення перигелiю орбiти частинки у дефор-
мованому просторi

Розглянемо деформовану алгебру

[Xi, Xj ] = 0, (4.168)
[Xi, Pj ] = i~δij(1 + βP 2) + 2βPiPj , (4.169)

[Pi, Pj ] = 0. (4.170)

Такi комутацiйнi спiввiдношення отримаємо тодi, коли функцiя
деформацiї у (4.88)–(4.90) має вигляд

Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3) = δij(1 + βP 2) + 2βPiPj . (4.171)

У класичнiй границi отримаємо деформованi дужки Пуассона

{Xi, Xj} = 0, (4.172)
{Xi, Pj} = δij(1 + βP 2) + 2βPiPj .{Pi, Pj} = 0. (4.173)

Такi дужки означаються як

{f, g} =
∑
i,j

(
∂f

∂Xi

∂g

∂Pj
− ∂f

∂Pj

∂g

∂Xi

)
×

×
(
δij(1 + βP 2) + 2βPiPj

)
. (4.174)

Обчислимо змiщення перигелiю орбiти частинки у такому про-
сторi (4.172), (4.173) [47]. Розглянемо гамiльтонiан

H =
P 2

2m
− mk√∑

iX
2
i

, (4.175)
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k = const. Перейдемо до координат та iмпульсiв xi, pi, якi задо-
вольняють звичнi дужки Пуассона. З точнiстю до першого поряд-
ку за β запишемо таке зображення для координат та iмпульсiв,
якi задовольняють спiввiдношення деформованої алгебри

Xi = xi, (4.176)
Pi = pi(1 + βp2). (4.177)

Отже, гамiльтонiан частинки у гравiтацiйному полi можна пере-
писати у такому виглядi

H = (1 + βp2)2
p2

2m
− mk

x
=

p2

2m
− mk

x
+
β

m
p4, (4.178)

тут

x =

√∑
i

x2i . (4.179)

У (4.178) наявний додатковий доданок βp4/m, що пов’язано де-
формацiєю дужок Пуассона для координат та iмпульсiв. Цей до-
данок зумовлює змiщення перигелiю. Знайдемо його. Для цього
зручно розглянути вектор Гамiльтона [47], означення для якого є
таким

u = −mk[[x× p]× x]

x[x× p]2
= −mk[L× x]

xL2
, (4.180)

L = [x× p]. (4.181)

Змiщення перигелiю розрахуємо як

∆ϕp =

∫ T

0
Ωdt, (4.182)

Ω =
[u× u̇]

u2
. (4.183)

Зауважимо, що у просторi зi звичними дужками Пуассона для
координат та iмпульсiв справджується рiвнiсть

u̇ =

{
u,

p2

2m
− mk

x

}
=

=

{
−mk[L× x]

xL2
,
p2

2m
− mk

x

}
= 0. (4.184)
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Тобто вектор Гамiльтона зберiгається. У просторi з деформова-
ними дужками Пуассона (4.172), (4.173), оскiльки гамiльтонiан
(4.178) мiстить доданок βp4/m, маємо

u̇ ̸= 0. (4.185)

Знайдемо

u̇ =

{
u,

p2

2m
− mk

x
+
β

m
p4
}

=

=

{
u,

β

m
p4
}

=
4βkp2

x3
x. (4.186)

Урахувавши те, що модуль вектора Гамiльтона має вигляд

u =
mke

L
, (4.187)

де e – ексцентриситет орбiти частинки, та, використавши отрима-
ний результат для u̇, знайдемо

Ω =
[u× u̇]

u2
=

4βp2L

mx3e2

(
x− L2

m2k

)
. (4.188)

Порахуємо змiщення перигелiю. Для цього перепишемо (4.182) у
такому виглядi

∆ϕp =

∫ 2π

0

Ω

ϕ̇
dϕ. (4.189)

У звичному просторi (β = 0) для частинки в гравiтацiйному полi
виконуються такi рiвностi

L = mx2ϕ̇, (4.190)

x =
a(1− e2)

1 + e cosϕ
, (4.191)

p2

2m
− mk

x
= −mk

2a
, (4.192)

a(1− e2) =
L2

m2k
, (4.193)
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де a – велика пiввiсь, ϕ – полярний кут. Використаємо їх для
розрахунку змiщення перигелiю з точнiстю до першого порядку
за параметром β. Знайдемо

∆ϕp =

∫ 2π

0

4βp2L

ϕ̇mx3e2

(
x− L2

m2k

)
dϕ =

− 4βm2k

ea(1− e2)

∫ 2π

0
(cosϕ+ e2 cosϕ+ 2e cos2 ϕ)dϕ =

= − 8πβm2k

a(1− e2)
, (4.194)

(див. [47]).

4.6.2 Верхня межа для мiнiмальної довжини та про-
блема футбольного м’яча

Розглянемо змiщення перигелiю Меркурiя. Пiдставимо у (4.194)
параметри орбiти Меркурiя, його масу m = M та k = GM⊙, M⊙
– маса Сонця, G – гравiтацiйна константа. Також урахуємо, що
макроскопiчнi тiла описують параметрами деформацiї, β̃, якi мен-
шi нiж параметри деформацiї, що вiдповiдають елементарним ча-
стинкам (див пiдроздiли 4.2). Отже, можемо записати такий вираз
для змiщення перигелiю Меркурiя у квантованому просторi

∆ϕp = −8πβ̃GM2MS

a(1− e2)
. (4.195)

Змiщення перигелiю Меркурiя, яке пов’язане iз релятивiст-
ськими ефектами має вигляд

∆ϕobs = 42, 9779± 0, 0009 arc-seconds per century =

= 2π(7, 98695± 0, 00017) · 10−8radians/revolution, (4.196)

(див. табл. 3 у ст. [48]). З загальної теорiї вiдносностi вiдомо

∆ϕGR = 3π

(
2GMS

c2a(1− e2)

)
= 2π(7.98744 · 10−8)rad/rev, (4.197)
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де c – швидкiсть свiтла (див., для прикл., [49]). Припустивши, що
змiщення перигелiю, пов’язане з деформацiєю дужок Пуассона, є
меншим нiж |∆ϕobs −∆ϕGR|

|∆ϕnc| ≤ |∆ϕobs −∆ϕGR|, (4.198)

в межах 3σ отримаємо

∆ϕobs −∆ϕGR =

= 2π(−0.00049± 0.00017) · 10−8rad/rev, (4.199)
|∆ϕp| ≤ 2π · 10−11rad/rev. (4.200)

Оцiнимо параметри деформацiї, якi вiдповiдають елементар-
ним частинкам. Використавши зв’язок цих параметрiв з масою
(4.122), (4.124), можемо записати такi рiвностi√

β̃M = γ, (4.201)√
βnucmnuc = γ, (4.202)√

βeme = γ, (4.203)

де βnuc, βe – параметри деформацiї, якi вiдповiдають нуклонам
та електронам, mnuc, me – маси нуклона та електрона. Iз (4.201),
(4.203) знайдемо

β̃ =
m2

nuc

M2
βnuc =

m2
e

M2
βe. (4.204)

Отже, iз (4.204) та (4.195), (4.200) маємо

−8πβ̃GM2MS

a(1− e2)
= −8πm2

nucβnucGMS

a(1− e2)
, (4.205)

−8πm2
nucβnucGMS

a(1− e2)
≤ 2π · 10−11rad/rev, (4.206)

~
√
βnuc < 2 · 10−18м. (4.207)

Аналогiчно для мiнiмальної довжини, яка вiдповiдає електронам,
обчислимо

~
√
βe < 3.7 · 10−15м. (4.208)
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Цей результат накладає слабшi обмеження на мiнiмальну довжи-
ну у порiвняно з тими, якi були отриманi на основi дослiдження
атома водню у деформованому просторi (див. [15, 50, 51]). Це по-
в’язано з тим, що вплив квантованостi простору на рух макро-
скопiчних тiл є меншим нiж на елементарнi частинки. Тому для
строгих оцiнок потрiбнi високоточнi експериментальнi данi.

Зауважимо, якщо не враховувати те, що параметр деформацiї,
який вiдповiдає макроскопiчному тiлу, є меншим нiж параметри
деформацiї, якi вiдповiдають елементарним частинкам (4.122), (4.124),
якщо пiдставити

~
√
β = 10−35м (4.209)

у вираз (4.194), то знайдемо колосальне змiщення перигелiю

∆ϕp = −8πβGM2MS

a(1− e2)
= 2π · 1055rad/rev. (4.210)

Iз (4.210) очевидно, що мiнiмальна довжина має значний плив на
змiщення перигелiю Меркурiя, який мали б спостерiгати на екс-
периментах, проте ми цього не бачимо. Або, навпаки, якщо порiв-
няти вираз (4.194) з (4.199), не врахувавши (4.122), (4.124), отри-
маємо мiнiмальну довжину, яка на багато порядкiв менша нiж
довжина Планка. Для прикладу, у статтi [49] було знайдено мiнi-
мальну довжину 10−68м у деформованому просторi (1.43)–(1.45).
Цей результат на 33 порядки менший за планкiвську довжину та,
як зазначили автори статтi, потребує пояснень.

Подiбнi екстремально малi результати для мiнiмальної довжи-
ни були отриманi на основi дослiджень змiщення перигелiю Мер-
курiя у квантованих просторах, якi описуються алгеброю Кем-
пфа [49], алгеброю Снайдера [52,53]. Автори статей [49,52,53] при-
йшли до висновку, що наявна проблема опису макроскопiчних тiл
у квантованому просторi. Її, як i аналогiчну їй у подвiйнiй спе-
цiальнiй теорiї вiдносностi (Double Special Relativity), називають
проблемою футбольного м’яча (soccer-ball problem) [54–58])

Проблема опису руху макроскопiчного тiла можна розв’яза-
ти у деформованому просторi, якщо врахувати (4.122), (4.124).
Результати для мiнiмальної довжини (4.207), (4.208), отриманi з
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використанням умов (4.122), (4.124), є бiльшi нiж планкiвська дов-
жина. Тому проблема надзвичайно малих оцiнок для мiнiмальної
довжини, отриманих на основi дослiджень змiщення перигелiю
Меркурiя, не виникає. Завершуючи, зауважимо, що зв’язок па-
раметра деформацiї з масою також дає змогу розв’язати пробле-
му футбольного м’яча у просторах з нерелятивiстською алгеброю
Снайдера [59], алгеброю Кемпфа [60]. Як було показано у цьо-
му роздiлi, зв’язок параметрiв деформованих алгебр (параметрiв
деформацiї, параметрiв некомутативностi) з масою є важливим
також для розв’язання проблеми порушення принципу еквiвален-
тностi, виконання властивостей кiнетичної енергiї та вiдновлення
закону збереження енергiї.

4.7 Задачi

1. Знайти траєкторiю частинки в однорiдному гравiтацiйному
полi у некомутативному просторi канонiчного типу

{X1, X2} = θ,

{Xi, Pj} = δij ,

{P1, P2} = 0,

(тут i, j = (1, 2)) та дослiдити виконання слабкого принципу
еквiвалентностi.

2. Знайти траєкторiю частинки в однорiдному гравiтацiйному
полi у тривимiрному квантованому просторi, який характе-
ризується такими дужками Пуассона

{Xi, Xj} = {Pi, Pj} = 0,

{Xi, Pj} =
√

1 + βP 2(δij + βPiPj),

(тут i, j = (1, 2, 3)) та дослiдити виконання слабкого прин-
ципу еквiвалентностi.
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3. Записати означення для деформованих дужок Пуассона, якi
вiдповiдають нерелятивiстськiй алгебрi Снайдера

{Xi, Xj} = β2(PjXi − PiXj),

{Xi, Pj} = δij + β2PiPj ,

{Pi, Pj} = 0,

а саме {f, g} =?

4. Перевiрити виконання властивостей кiнетичної енергiї у про-
сторi з нерелятивiстською алгеброю Снайдера (див. задачу
2).

5. Оцiнити параметр Етвеша у деформованому просторi

{X,P} = F (
√
β|P |),

для m1 = 1 кг, m2 = 0, 1 кг, υ = 1 м/с.

6. Знайти рiвняння руху частинки у гравiтацiйному полi у про-
сторi з деформованими дужками Пуассона

{Xi, Xj} = G(P 2)(XiPj −XjPi),

{Xi, Pj} = f(P 2)δij + F (P 2)PiPj ,

{Pi, Pj} = 0,

де G(P 2), F (P 2), f(P 2) – деякi функцiї. Дослiдити викона-
ння принципу еквiвалентностi у випадках

a) руху в однорiдному гравiтацiйному полi;
б) руху в неоднорiдному гравiтацiйному полi.

7. Дослiдити адитивнiсть кiнетичної енергiї у деформованому
просторi (4.88)–(4.90) у випадках, коли

a) Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3) =

√
1 + βP 2(δij + βPiPj)

б) Fij(
√
βP1,

√
βP2,

√
βP3) = δij−

√
β(Pδij+PiPj/P )+β(P

2δij+
3PiPj).

8. Отримати змiщення перигелiю Меркурiя у просторi з не-
релятивiстською алгеброю Снайдера та знайти оцiнку для
мiнiмальної довжини.
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9. Знайти перетворення Галiлея у тривимiрному деформовано-
му просторi

[Xi, Xj ] = 0,

[Xi, Pj ] = i~
√

1 + βP 2 (δi,j + βPiPj) ,

[Pi, Pj ] = 0.

10. Знайти рiвнiння руху частинки в гравiтацiйному полi у про-
сторi з некомутативною алгеброю Лi типу

[Xi, Xj ] =
i~t
κ

(δiρδjτ − δiτδjρ) , (4.211)

[Xi, Pj ] = i~δij , (4.212)
[Pi, Pj ] = 0, (4.213)

(i, j = (1, 2, 3), ρ, τ – деякi фiксованi iндекси, причому ρ ̸=
τ , κ – параметр). Та проаналiзувати виконання принципу
еквiвалентностi.
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Роздiл 5

Симетрiя вiдносно iнверсiї
часу у квантованому
просторi

5.1 Перетворення вiдносно iнверсiї часу у кла-
сичнiй та квантовiй механiцi

При перетвореннi iнверсiї часу напрямок його плину змiнює-
ться на протилежний t → −t. При такому перетвореннi коорди-
нати, швидкiсть та прискорення змiнюються як

x → x, (5.1)

υ =
dx

dt
→ dx

−dt
= −v, (5.2)

a =
d2x

dt2
→ dx

(−dt)2
= a. (5.3)

Незмiннiсть фiзичних законiв та властивостей фiзичних систем
при t→ −t називають iнварiантнiстю вiдносно iнверсiї часу. Для
прикладу, другий закон Ньютона F = ma є iнварiантним вiдносно
iнверсiї часу тодi, коли сили, якi дiють на тiло, залежать тiльки
вiд його положення. Тодi при перетвореннi iнверсiї часу F → F та
рiвнiсть F = ma залишається незмiнною. Зауважимо, що у кван-
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товiй механiцi перетворення iнверсiї часу включає також компле-
ксне спряження (див., для прикладу, [61]). Рiвняння Шредiнгера

i~
∂ψ(r, t)

∂t
= Hψ(r, t), (5.4)

не є iнварiантним щодо змiни t→ −t. Маємо:

i~
∂ψ(r,−t)
∂(−t)

= Hψ(r,−t). (5.5)

Форма рiвняння Шредiнгера вiдновлюється, якщо ми вiзьмемо
комплексне спряження з лiвої та правої його частин. У випадку,
коли H дiйсний H∗ = H, знайдемо:(

i~
∂ψ(r,−t)
∂(−t)

)∗
= (Hψ(r,−t))∗ , (5.6)

i~
∂ψ∗(r,−t)

∂t
= Hψ∗(r,−t). (5.7)

Отже, ψ∗(r,−t) задовольняє те саме рiвняння, що i ψ(r, t) (див.,
для прикладу, [61]). Введемо оператор iнверсiї часу T , такий що

Tψ(r, t) = ψ∗(r,−t) = ψ̃(r, t). (5.8)

Вiн складається з замiни t на −t та операцiї комплексного спряже-
ння. Розглянемо як перетворюються оператори при iнверсiї часу.
Нехай пiсля дiї оператора A на функцiю ψ(r, t) отримаємо ϕ(r, t)

Aψ(r, t) = ϕ(r, t). (5.9)

Пiсля iнверсiї часу знайдемо

Tψ(r, t) = ψ∗(r,−t) = ψ̃(r, t), (5.10)
Tϕ(r, t) = ϕ∗(r,−t) = ϕ̃(r, t). (5.11)

Звiдки отримаємо:

ψ(r, t) = T−1ψ̃(r, t), (5.12)
ϕ(r, t) = T−1ϕ̃(r, t) (5.13)
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Тут T−1 – обернений оператор до T . Пiдставивши вирази для
функцiй у (5.9), можемо записати:

AT−1ψ̃(r, t) = T−1ϕ̃(r, t). (5.14)

Подiявши на лiву i праву частину рiвностi оператором T , знайде-
мо

TAT−1ψ̃(r, t) = TT−1ϕ̃(r, t) = ϕ̃(r, t). (5.15)

Звiдки маємо, що оператор A пiсля iнверсiї часу перетворюється
як

Ã = TAT−1. (5.16)

Для операторiв координат та iмпульсiв знайдемо

x̃i = TxiT
−1 = xi, (5.17)

p̃i = TpiT
−1 = −pi. (5.18)

Розглянемо звичнi комутацiйнi спiввiдношення для операторiв
координат та iмпульсiв

[xi, xj ] = 0, (5.19)
[xi, pj ] = i~δij , (5.20)

[pi, pj ] = 0. (5.21)

При перетвореннi iнверсiї часу xi → xi та pi → −pi. Урахував-
ши, що це перетворення включає також комплексне спряження,
знайдемо:

[xi, xj ] = 0, (5.22)
[xi,−pj ] = −i~δij , (5.23)

[−pi,−pj ] = 0. (5.24)

Як бачимо, отриманi спiввiдношення вiдповiдають (5.19), (5.21).
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5.2 Алгебра з некомутативнiстю координат
та некомутативнiстю iмпульсiв канонiчно-
го типу та перетворення iнверсiї часу

Розглянемо некомутативну алгебру канонiчного типу

[Xi, Xj ] = i~θij , (5.25)
[Xi, Pj ] = i~(δij + σij), (5.26)

[Pi, Pj ] = i~ηij , (5.27)

(тут i, j = (1, 2, 3), θij , ηij , σij – константи, див. пiдрозд. 1.4.3)
вiдносно iнверсiї часу. Припустимо, що перетворення при iнверсiї
часу для некомутативних координат та некомутативних iмпульсiв
є такi, як у звичному просторi

Xi → Xi, (5.28)
Pi → −Pi. (5.29)

Пiсля iнверсiї часу можемо записати такi комутацiйнi спiввiдно-
шення:

[Xi, Xj ] = −i~θij , (5.30)
[Xi,−Pj ] = −i~(δij + σij), (5.31)

[−Pi,−Pj ] = −i~ηij , (5.32)

(тут ми врахували, що в квантовiй механiцi перетворення iнверсiї
часу включає комплексне спряження). З (5.30)–(5.32) знайдемо:

[Xi, Xj ] = −i~θij , (5.33)
[Xi, Pj ] = i~(δij + σij), (5.34)

[Pi, Pj ] = −i~ηij . (5.35)

Зауважимо, що отриманi комутацiйнi спiввiдношення (5.33)–(5.35)
суперечать спiввiдношенням алгебри (5.25)–(5.27). Така невiдпо-
вiднiсть виникає через те, що ми припустили, що координати та
iмпульси у некомутативному просторi при iнверсiї часу трансфор-
муються як i в звичному просторi (5.28), (5.29) i водночас ми вва-
жаємо, що θij , ηij є константами. Пiзнiше ми покажемо, що можна
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зберегти перетворення (5.28), (5.29), але разом з тим θij , ηij мають
бути операторами.

5.2.1 Залежнiсть перетворень для некомутативних
координат та iмпульсiв при iнверсiї часу вiд
зображення

Перетворення координат та iмпульсiв у некомутативному про-
сторi залежать вiд зображення. Покажемо це у двовимiрному ви-
падку

[X1, X2] = i~θ, (5.36)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + γ), (5.37)

[P1, P2] = i~η. (5.38)

Координати та iмпульси, якi задовольняють таку некомутативну
алгебру можуть бути представленi як

X1 = ε
(
x1 − θ′1p2

)
, (5.39)

X2 = ε
(
x2 + θ′2p1

)
, (5.40)

P1 = ε
(
p1 + η′1x2

)
, (5.41)

P2 = ε
(
p2 − η′2x1

)
, (5.42)

де ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2 – константи. Оператори xi, pi задовольняють
звичнi комутацiйнi спiввiдношення:

[xi, xj ] = 0, (5.43)
[xi, pj ] = i~δij , (5.44)

[pi, pj ] = 0. (5.45)

При перетвореннi iнверсiї часу, розглядаючи звичнi трансформа-
цiї для xi, pi

xi → xi, pi → −pi, (5.46)

знайдемо:

X1 → X ′
1 = ε

(
x1 + θ′1p2

)
, (5.47)
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X2 → X ′
2 = ε

(
x2 − θ′2p1

)
, (5.48)

P1 → −P ′
1 = ε

(
−p1 + η′1x2

)
, (5.49)

P2 → −P ′
2 = ε

(
−p2 − η′2x1

)
. (5.50)

Перетворення для некомутативних координат та некомутативних
iмпульсiв (5.47)–(5.50) залежать вiд параметрiв ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2.
Тому, використовуючи рiзнi зображення, отримаємо рiзнi пере-
творення [62].

Параметри ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2 можуть бути вибранi по-рiзному,
а саме: врахувавши спiввiдношення (5.43)–(5.45), та вирази для
координат та iмпульсiв (5.39)–(5.42) знайдемо:

[X1, X2] = [ε
(
x1 − θ′1p2

)
, ε
(
x2 + θ′2p1

)
] (5.51)

=

= i~ε2(θ′1 + θ′2), (5.52)
[X1, P1] = [ε

(
x1 − θ′1p2

)
, ε
(
p1 + η′1x2

)
] =

= i~ε2(1 + θ′1η
′
1) (5.53)

[X2, P2] = [ε
(
x2 + θ′2p1

)
, ε
(
p2 − η′2x1

)
] =

= i~ε2(1 + θ′2η
′
2), (5.54)

[P1, P2] = [ε
(
p1 + η′1x2

)
, ε
(
p2 − η′2x1

)
] =

= i~ε2(η′1 + η′2). (5.55)

Порiвнявши (5.52)–(5.55) та (5.36)–(5.38), можемо записати та-
кi рiвностi:

ε2 = 1, θ′1η
′
1 = θ′2η

′
2 = γ, (5.56)

θ′1 + θ′2 = θ, (5.57)
η′1 + η′2 = η, (5.58)

Знайшовши константи θ′1, θ′2, η′2, η′2, отримаємо:

θ′1 =
1

2

(
θ ±

√
θ2 − 4

θγ

η

)
, (5.59)

θ′2 =
1

2

(
θ ∓

√
θ2 − 4

θγ

η

)
, (5.60)
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η′1 =
1

2

(
η ∓

√
η2 − 4

ηγ

θ

)
, (5.61)

η′2 =
1

2

(
η ±

√
η2 − 4

ηγ

θ

)
, (5.62)

γ ≤ θη

4
. (5.63)

Отже, зображення для некомутативних координат та некомута-
тивних iмпульсiв має вигляд:

X1 = x1 −
1

2

(
θ ±

√
θ2 − 4

θγ

η

)
p2, (5.64)

X2 = x2 +
1

2

(
θ ∓

√
θ2 − 4

θγ

η

)
p1, (5.65)

P1 = p1 +
1

2

(
η ∓

√
η2 − 4

ηγ

θ

)
x2, (5.66)

P2 = p2 −
1

2

(
η ±

√
η2 − 4

ηγ

θ

)
x1, (5.67)

Вибравши знаки у (5.64)–(5.67), отримаємо два рiзнi зображен-
ня. Отже, маємо два рiзнi перетворення при iнверсiї часу (5.47)–
(5.50).

У випадку, коли параметри ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2 вибранi у такому
виглядi:

ε = 1, θ′1 = θ′2 =
θ

2
, (5.68)

η′1 = η′2 =
η

2
, (5.69)

отримаємо добре вiдоме у лiтературi симетричне зображення для
некомутативних координат та некомутативних iмпульсiв

X1 = x1 −
θ

2
p2, (5.70)

X2 = x2 +
θ

2
p1, (5.71)
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P1 = p1 +
η

2
x2, (5.72)

P2 = p2 −
η

2
x1. (5.73)

Координати та iмпульси, зображенi як (5.70), (5.73), задовольня-
ють алгебру (5.36)–(5.38) з параметром

γ =
θη

4
. (5.74)

Якщо повернутися до загального випадку i покласти у (5.36)–
(5.38) γ = 0, iз (5.37) отримаємо звичнi комутацiйнi спiввiдноше-
ння для координат та iмпульсiв

[X1, P1] = [X2, P2] = i~. (5.75)

Порiвнявши (5.52)–(5.55) та (5.36)–(5.38) та врахувавши, що γ = 0,
знайдемо:

ε2 =
1

1 + θ′1η
′
1

, (5.76)

θ′1η
′
1 = θ′2η

′
2, (5.77)

ε2(θ′1 + θ′2) = θ, (5.78)
ε2(η′1 + η′2) = η. (5.79)

Звернемо увагу, що ми записали чотири рiвняння (5.76)–(5.79), а
невiдомих параметрiв є п’ять: ε, θ′1, θ′2, η′1, η′2. Отже, вибравши
один iз них ε, θ′1, θ′2, η′1, η′2, ми отримаємо рiзнi зображення для
координат та iмпульсiв, для яких виконуються

[X1, X2] = i~θ, (5.80)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~, (5.81)

[P1, P2] = i~η. (5.82)

Тому вiдповiдно до (5.47)–(5.50) знайдемо рiзнi перетворення для
координат та iмпульсiв при iнверсiї часу. Для прикладу, ми може-
мо покласти θ′2 = 0. У результатi з (5.76)–(5.79) отримаємо такi
рiвностi

ε = 1, η′1 = 0, (5.83)
η′2 = η, θ′1 = θ. (5.84)
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Отже, зображення для некомутативних координат та некомута-
тивних iмпульсiв, якi задовольняють спiввiдношення (5.80)–(5.82),
має вигляд

X1 = x1 − θp2, (5.85)
X2 = x2, (5.86)
P1 = p1, (5.87)

P2 = p2 − ηx1. (5.88)

У цьому випадку при перетвореннi iнверсiї часу координата та
iмпульс X2, P1 змiнюються, як у звичному просторi

X2 → X2, (5.89)
P1 → −P1. (5.90)

Однак для операторiв X1, P1 маємо:

X1 → X ′
1 = x1 + θp2, (5.91)

P2 → −P ′
2 = −p2 − ηx1. (5.92)

Вибравши параметр

ε =
1√

1 + θ′η′
, (5.93)

знайдемо

θ′1 = θ′2 =
1±

√
1− θη

η
, (5.94)

η′1 = η′2 =
1±

√
1− θη

θ
, (5.95)

та отримаємо два симетричнi зображення:

X1 =
1√

1 + θ′η′

(
x1 −

1±
√
1− θη

η
p2

)
, (5.96)

X2 =
1√

1 + θ′η′

(
x2 +

1±
√
1− θη

η
p1

)
, (5.97)

P1 =
1√

1 + θ′η′

(
p1 +

1±
√
1− θη

θ
x2

)
, (5.98)

P2 =
1√

1 + θ′η′

(
p2 −

1±
√
1− θη

θ
x1

)
, (5.99)
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(див. [63, 64]), а тому два рiзнi перетворення для координат та
iмпульсiв при iнверсiї часу [62].

5.3 Перiод руху по колу у некомутавному
фазовому просторi канонiчного типу

Дослiдимо вплив некомутативностi координат та некомутатив-
ностi iмпульсiв на перiод руху по колу. З цiєю метою розглянемо
чотиривимiрний некомутативний фазовий простiр (двовимiрний
координатний та двовимiрний iмпульсний) з такими комутацiй-
ними спiввiдношеннями для операторiв координат та операторiв
iмпульсiв

[X1, X2] = i~θ, (5.100)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + γ), (5.101)

[P1, P2] = i~η, (5.102)

де θ, η, γ – константи. У класичнiй границi ~ → 0 з (5.100)–(5.102)
отримаємо такi дужки Пуассона:

{X1, X2} = θ, (5.103)
{X1, P1} = {X2, P2} = 1 + γ, (5.104)

{P1, P2} = η. (5.105)

Дослiдимо гамiльтонiан

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k√

X2
1 +X2

2

, (5.106)

де координати та iмпульси Xi, Pi задовольняють (5.103)–(5.105).
Знайдемо рiвняння руху

Ẋ1 =

{
X1,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k√

X2
1 +X2

2

}
=

=
P1

m
(1 + γ) +

kθX2

X3
, (5.107)
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Ẋ2 =

{
X2,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k√

X2
1 +X2

2

}
=

=
P2

m
(1 + γ)− kθX1

X3
, (5.108)

Ṗ1 =

{
P1,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k√

X2
1 +X2

2

}
=

=
ηP2

m
− kX1

X3
(1 + γ) , (5.109)

Ṗ2 =

{
P2,

P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k√

X2
1 +X2

2

}
=

= −ηP1

m
− kX2

X3
(1 + γ) . (5.110)

Нас цiкавлять розв’язки цих рiвнянь, якi описують рух по колу.
Вони мають вигляд:

X1(t) = R0 cos(ωt), (5.111)
X2(t) = R0 sin(ωt), (5.112)
P1(t) = −P0 sin(ωt), (5.113)
P2(t) = P0 cos(ωt), (5.114)

де R0 – радiус кола, P0 – iмпульс, ω – частота обертання. Пiд-
ставивши вирази для Xi(t), Pi(t) (5.111)–(5.114) у (5.107)–(5.110),
можемо записати такi рiвняння

R0ω =
P0

m
− kθR2

0, (5.115)

P0ω = −ηP0

m
+ kR2

0. (5.116)

З них знайдемо iмпульс та частоту руху по колу

P0 =
mωR3

0 + kmθ

R2
0 (1 + γ)

(5.117)

ω =
1

2

√ 4k

mR3
0

((1 + γ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

− η

m
− kθ

R3
0

 .

(5.118)
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Згадавши, що перiод руху по колу визначають як T = 2π/ω, отри-
маємо:

T = 4π

√ 4k

mR3
0

((1 + γ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

− η

m
− kθ

R3
0

−1

.(5.119)

Розглянемо рух по колу того самого радiуса R0, проте в зворо-
тному напрямку. У цьому випадку розв’язки рiвнянь руху можемо
отримати iз (5.111)–(5.114), зробивши замiну t→ −t

X1(t) = R0 cos(−ωt) = R0 cos(ωt), (5.120)
X2(t) = R0 sin(−ωt) = −R0 sin(ωt), (5.121)
P1(t) = −P ′

0 sin(−ωt) = P ′
0 sin(ωt), (5.122)

P2(t) = P ′
0 cos(−ωt) = P ′

0 cos(ωt). (5.123)

Тут ми ввели позначення P ′
0 для iмпульсу руху по колу у зво-

ротному напрямку. Пiдставивши (5.120)–(5.123) у рiвняння руху
(5.107)–(5.110), знайдемо такi рiвностi

R0ω =
P0

m
+ kθR2

0, (5.124)

P0ω =
ηP0

m
+ kR2

0. (5.125)

Розв’язки отриманих рiвнянь мають вигляд:

P ′
0 = −mω

′R3
0 − kmθ

R2
0 (1 + γ)

,(5.126)

ω′ =

=
1

2

√ 4k

mR3
0

((1 + γ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

+
η

m
+
kθ

R3
0

 .(5.127)

Перiод руху по колу у зворотньому напрямку визначається як

T ′ = 4π

√ 4k

mR3
0

((1 + γ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

+
η

m
+
kθ

R3
0

−1

.(5.128)
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Зауважимо, що частота i перiод руху по колу радiуса R0 (5.127),
(5.128) не вiдповiдають частотi i перiоду руху по колу радiуса R0 у
зворотному напрямку (5.118), (5.119). Отже, перiод руху по колу у
некомутативному фазовому просторi канонiчного типу залежить
вiд напрямку руху. Вирази (5.119), (5.128) вiдрiзняються знаками
бiля параметрiв координатної та iмпульсної некомутативностей.

5.4 Збереження симетрiї вiдносно iнверсiї ча-
су у квантованому фазовому просторi

На початку роздiлу показано, що, розглянувши перетворення
для координат та iмпульсiв у некомутативному просторi, такi як
у звичному просторi (5.28), (5.29), ми отримаємо спiввiдношення
(5.33)–(5.35), якi суперечать алгебрi (5.25)–(5.27). Для усунення
цiєї неузгодженостi θij та ηij мають перетворюватися як

θij → −θij , (5.129)
ηij → −ηij . (5.130)

Щоб були справедливими перетворення (5.129), (5.130) побуду-
ємо тензори некомутативностi за допомогою додаткових iмпульсiв
pak, p

b
k. Найпростiший вигляд для θij , ηij , при якому виконується

(5.129), (5.130), є таким:

θij =
cθ
~
∑
k

εijkp
a
k, (5.131)

ηij =
cη
~
∑
k

εijkp
b
k. (5.132)

Тут cθ, cη – константи.
Зауважимо, що некомутативна алгебра канонiчного типу (5.25)–

(5.27) не є iнварiантна вiдносно поворотiв. Сферична симетрiя не
зберiгається у некомутативному фазовому просторi канонiчного
типу. Тому для збереження також сферичної симетрiї розглянемо
випадок, коли додатковi iмпульси pai , p

b
i та додатковi координати
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ai, bi вiдповiдають гармонiчним осциляторам з такими гамiльто-
нiанами:

Ha
osc =

(pa)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
, (5.133)

Hb
osc =

(pb)2

2mosc
+
moscω

2
oscb

2

2
. (5.134)

Оскiльки параметри некомутативностi визначають величину
мiнiмальної довжини у некомутативному просторi, яка є порядку
планкiвської, припустимо, що довжина осциляторiв має вигляд√

~
moscωosc

= lP . (5.135)

Частота осциляторiв ωosc дуже велика. У цьому разi вiдстанi мiж
енергетичними рiвнями осциляторiв ~ωosc є також дуже великi.
Тому для переходу осциляторiв на збудженi рiвнi потрiбно бага-
то енергiї. Як наслiдок, осцилятори, якi знаходяться в основних
станах, в них залишатимуться [65–67].

Для додаткових координат та додаткових iмпульсiв виконую-
ться звичнi комутацiйнi спiввiдношення:

[ai, aj ] = [bi, bj ] = [ai, bj ] = 0, (5.136)
[pai , p

a
j ] = [pbi , p

b
j ] = [pai , p

b
j ] = 0, (5.137)

[ai, p
a
j ] = [bi, p

b
j ] = i~δij , (5.138)

[ai, p
b
j ] = [bi, p

a
j ] = 0. (5.139)

Також розглядають випадок, коли додатковi iмпульси комутують
з некомутативними координатами та некомутативними iмпульса-
ми Xi, Pi

[pai , Xj ] = [pai , Pj ] = 0, (5.140)
[pbi , Xj ] = [pbi , Pj ] = 0. (5.141)

Виконання таких комутацiйних спiввiдношень є важливим для
того, щоб побудувати некомутативну алгебру, еквiвалентну до не-
комутативної алгебри канонiчного типу, а саме: щоб для побудо-
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ваних тензорiв некомутативностей справджувалися такi самi ко-
мутацiйнi спiввiдношення, як i для параметрiв некомутативностi:

[Xi, θjk] = [Pi, θjk] = 0, (5.142)
[Xi, ηjk] = [Pi, ηjk] = 0. (5.143)

Отже, взявши до уваги (5.131), (5.132), можемо записати некому-
тативну алгебру

[Xi, Xj ] = icθ
∑
k

εijkp
a
k, (5.144)

[Xi, Pj ] = i~
(
δij +

cθcη
4~2

(pa · pb)δij −
cθcη
4~2

pajp
b
i

)
, (5.145)

[Pi, Pj ] = icη
∑
k

εijkp
b
k. (5.146)

Тут враховано таку рiвнiсть:

γij =
∑
k

θikηjk
4

=
cθcη
4~2

(pa · pb)δij −
cθcη
4~2

pajp
b
i . (5.147)

Некомутативнi координати та некомутативнi iмпульси можуть
бути зображенi як

Xi = xi +
cθ
2~

[pa × p]i, (5.148)

Pi = pi −
cη
2~

[x× pb]i, (5.149)

де координати та iмпульси xi, pi задовольняють звичнi спiввiдно-
шення:

[xi, xj ] = [pi, pj ] = 0, [xi, pj ] = i~δij . (5.150)

Алгебра (5.144)–(5.146) є iнварiантна вiдносно поворотiв

[X ′
i, X

′
j ] = icθ

∑
k

εijkp
a′
k , (5.151)

[X ′
i, P

′
j ] =

= i~
(
δij +

cθcη
4~

(pa′ · pb′)δij −
cθcη
4~

pa′j p
b′
i

)
, (5.152)

[P ′
i , P

′
j ] = icη

∑
k

εijkp
b′
k . (5.153)
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Тут X ′
i, P

′
i , p

a′
i , pb′i координати та iмпульси пiсля повороту, якi

мають такий вигляд

X ′
i = U(φ)XiU

+(φ), P ′
i = U(φ)PiU

+(φ), (5.154)
pa′i = U(φ)paiU

+(φ), pb′i = U(φ)pbiU
+(φ). (5.155)

Оператор повороту визначають як

U(φ) = exp(iφ(n · Lt)/~), (5.156)
Lt = [x× p] + [a× pa] + [b× pb]. (5.157)

Розглянувши звичнi перетворення для операторiв координат
та iмпульсiв при iнверсiї часу

Xi → Xi, Pi → −Pi, (5.158)
pai → −pai , pbi → −pbi , (5.159)

знайдемо:

[Xi, Xj ] = −icθ
∑
k

εijk(−pak), (5.160)

[Xi,−Pj ] =

= −i~
(
δij +

cθcη
4~2

((−pa) · (−pb))δij −
cθcη
4~2

(−paj )(−pbi)
)
, (5.161)

[−Pi,−Pj ] = −icη
∑
k

εijk(−pbk). (5.162)

Пiсля спрощень iз (5.160)–(5.162) отримаємо (5.144)–(5.146).
Зауважимо також, що на основi виразiв (5.148), (5.149) маємо:

Xi → xi +
cθ
2~

[−pa × (−p)]i = Xi, (5.163)

Pi → −pi −
cη
2~

[x× (−pb)]i = −Pi. (5.164)

Отже, алгебра (5.144)–(5.146) є сферично-симетрична, еквiва-
лентна до некомутативної алгебри канонiчного типу та дає змогу
зберегти симетрiю вiдносно iнверсiї часу [62].

На завершення пiдроздiлу зауважимо, що, оскiльки для побу-
дови тензорiв координатної та iмпульсної некомутативностей були
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введенi додатковi iмпульси, при дослiдженнi фiзичної системи з
гамiльтонiаном Hs у iнварiантному щодо iнверсiї часу, сферично-
симетричному некомутативному фазовому просторi канонiчного
типу (5.144)–(5.146) потрiбно розглядати повний гамiльтонiан:

H = Hs +Ha
osc +Hb

osc = Hs +
(pa)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
+

+
(pb)2

2mosc
+
moscω

2
oscb

2

2
. (5.165)

5.5 Енергiя частинки в однорiдному полi у
iнварiантному вiдносно iнверсiї часу не-
комутативному просторi

Розглянемо частинку з масоюm у однорiдному полi у сферично-
симетричному, iнварiантному вiдносно iнверсiї часу некомутатив-
ному просторi канонiчного типу

[Xi, Xj ] = icθ
∑
k

εijkp
a
k, (5.166)

[Xi, Pj ] = i~δij , (5.167)
[Pi, Pj ] = 0. (5.168)

Алгебра (5.166)–(5.168) вiдповiдає (5.144)–(5.146) з cη = 0.
Гамiльтонiан частинки має вигляд:

Hp =
P 2

2m
− αX3. (5.169)

Координати та iмпульси задовольняють спiввiдношення (5.166)–
(5.168). У (5.169) ми розглянули випадок, коли поле напрямлене
вздовж осi X3, константа α характеризує силу, яка дiє на частин-
ку. Зауважимо, що оскiльки алгебра (5.166)–(5.168) є сферично-
симетрична, результати, якi будуть описанi у цьому пiдроздiлi,
можливо легко узагальнити на випадок довiльного напрямку по-
ля.
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Оскiльки тензори координатної некомутативностi побудованi
за допомогою додаткових iмпульсiв, якi вiдповiдають гармонi-
чному осцилятору, для частинки в однорiдному полi у сферично-
симетричному, iнварiантному вiдносно iнверсiї часу некомутатив-
ному просторi розгляньмо такий повний гамiльтонiан:

H =
P 2

2m
− αX3 +

(pa)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
. (5.170)

Знайдемо енергiю частинки в однорiдному полi. Для цього,
використавши зображення для некомутативних координат та не-
комутативних iмпульсiв через координати та iмпульси xi, pi, якi
задовольняють звичнi спiввiдношення

Xi = xi +
cθ
2~

[pa × p]i, (5.171)

Pi = pi, (5.172)

перепишемо гамiльтонiан (5.170) у такому виглядi:

H =
p2

2m
− αx3 −

αcθ
2~

(pa1p2 − pa2p1) +

+
(pa)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
. (5.173)

Урахувавши рiвностi

(pa1)
2

2mosc
− αcθ

2~
pa1p2 =

=
1

2mosc

(
pa1 −

αcθmosc

2~
p2

)2
−
α2c2θmosc

8~2
p21, (5.174)

(pa2)
2

2mosc
+
αcθ
2~

pa2p1 =

=
1

2mosc

(
pa2 +

αcθmosc

2~
p1

)2
−
α2c2θmosc

8~2
p22, (5.175)

перепишемо гамiльтонiан (5.173) у такому виглядi:

H =

(
1−

α2c2θmmosc

4~2

)
p21
2m

+

(
1−

α2c2θmmosc

4~2

)
p22
2m

+

+
p23
2m

− αx3 +
1

2mosc

(
pa1 −

αcθmosc

2~
p2

)2
+
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+
1

2mosc

(
pa2 +

αcθmosc

2~
p1

)2
+

+
(pa3)

2

2mosc
+
moscω

2
osca

2
1

2
+
moscω

2
osca

2
2

2
+
moscω

2
osca

2
3

2
. (5.176)

Зауважимо, що оператори

H̃p =

(
1−

α2c2θmmosc

4~2

)
p21
2m

+

(
1−

α2c2θmmosc

4~2

)
p22
2m

+

+
p23
2m

− αx3, (5.177)

та

H̃osc =
1

2mosc

(
pa1 −

αcθ
2ωoscl2P

p2

)2

+

+
1

2mosc

(
pa2 +

αcθ
2ωoscl2P

p1

)2

+
(pa3)

2

2mosc
+
moscω

2
osca

2
1

2
+

+
moscω

2
osca

2
2

2
+
moscω

2
osca

2
3

2
, (5.178)

комутують

[H̃p, H̃osc] = 0. (5.179)

Гамiльтонiан H̃p перепишемо як

H̃p = H̃1 + H̃2 + H̃3, (5.180)

де ми використали такi позначення:

H̃1 =
p21

2meff
, (5.181)

H̃2 =
p22

2meff
, (5.182)

H̃3 =
p23
2m

− αx3, (5.183)

[H̃1, H̃2] = [H̃2, H̃3] = [H̃1, H̃3] = 0. (5.184)
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Тут ми використали позначення meff для ефективної маси, яку
визначають як

meff = m

(
1−

α2c2θmmosc

4~2

)−1

= m

(
1−

α2c2θm

4~ωoscl2P

)−1

. (5.185)

Щоб записати (5.185), використано рiвнiсть√
~

moscωosc
= lP . (5.186)

Доданки H̃1, H̃2, H̃3 комутують мiж собою

[H̃1, H̃2] = [H̃2, H̃3] = [H̃1, H̃3] = 0. (5.187)

Оператори H̃1, H̃2 вiдповiдають гамiльтонiанам вiльної ча-
стинки з масою meff . Отже, власнi значення H̃1, H̃2 мають ви-
гляд:

Ẽ1 =
~2k21
2meff

=
~2k21
2m

(
1−

α2c2θm

4~ωoscl2P

)
, (5.188)

Ẽ2 =
~2k22
2meff

=
~2k22
2m

(
1−

α2c2θm

4~ωoscl2P

)
, (5.189)

тут k1, k2 – хвильовi числа.
Зауважимо, що оператори x3, p3 у H̃3 задовольняють звичне

комутацiйне спiввiдношення [x3, p3] = i~. Отже, H̃3 вiдповiдає га-
мiльтонiану частинки в однорiдному полi у звичному просторi.
Ввiвши такi позначення

p̃a1 = pa1 −
αcθ

2ωoscl2P
p2, (5.190)

p̃a2 = pa2 +
αcθ

2ωoscl2P
p1, (5.191)

p̃a3 = pa3, (5.192)

перепишемо (5.178) як

H̃osc =
(p̃a)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
. (5.193)
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Для ai, p̃ai виконуються звичнi комутацiйнi спiввiдношення, а
саме маємо:

[ai, aj ] = 0, (5.194)
[ai, p̃

a
j ] = i~δij , (5.195)

[p̃ai , p̃
a
j ] = 0. (5.196)

Отже, оператор (5.193) вiдповiдає гамiльтонiану тривимiрного гар-
монiчного осцилятора з масою mosc та частотою ωosc у звичному
просторi. Енергетичнi рiвнi осцилятора

Ẽn1,n2,n3 = ~ωosc

(
n1 + n2 + n3 +

3

2

)
, (5.197)

де n1, n2, n3 – квантовi числа, ni = 0, 1, 2.... Згадаємо з попере-
днього пiдроздiлу, що частота осцилятора велика, тому гармонi-
чний осцилятор, який знаходиться в основному станi, залишати-
меться у ньому. Енергiя основного стану:

Ẽ0,0,0 =
3

2
~ωosc. (5.198)

Пiдсумувавши всi результати, запишемо енергiю частинки у
однорiдному полi у сферично-симетричному, iнварiантному вiд-
носно iнверсiї часу некомутативному просторi

E =
~2k21
2m

(
1−

α2c2θm

4~ωoscl2P

)
+

~2k22
2m

(
1−

α2c2θm

4~ωoscl2P

)
+

+E3 +
3

2
~ωosc. (5.199)

Звернемо увагу, що рух у напрямках, перпендикулярних до на-
прямку поля вiльний. У (5.199) використано позначення E3 для
власних значень оператора H̃3, якi є неперервними. Також наго-
лосимо, що вираз (5.199) отриманий точно, ми не використову-
вали наближення, пов’язанi з малiстю параметра некомутативно-
стi [68].

Знайдемо також власнi функцiї гамiльтонiана (5.176). Оскiль-
ки для координат та iмпульсiв xi, pi справджуються звичнi кому-
тацiйнi спiввiдношення, можемо записати:

ψ(x,a) = ψ̃1(x1)ψ̃2(x2)ψ̃3(x3)ψ̃(a). (5.200)
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Тут ψ̃i(xi) власнi функцiї H̃i визначають як (5.181)–(5.183). Звер-
немо увагу, що ψ(3)(x3) – власнi функцiї частинки у однорiдному
полi у звичному просторi. Ця функцiї добре вiдомi (див., для при-
кладу, [69])

ψ(3)(x3) =

(
4m2

π3α~4

) 1
6

Φ

((
2mα

~2

) 1
3
(
−x3 −

E3

α

))
, (5.201)

де Φ – функцiя Ейрi, яка означена як

Φ(x) =
1√
π

∫ ∞

0
cos

(
t3

3
+ tx

)
dt. (5.202)

Функцiї ψ̃(a) у (5.200) власнi функцiї оператора

H ′
osc =

1

2mosc

(
pa1 −

αcθ~k2
2ωoscl2P

)2

+

+
1

2mosc

(
pa2 +

αcθ~k1
2ωoscl2P

)2

+

+
(pa3)

2

2mosc
+
moscω

2
osca

2
1

2
+
moscω

2
osca

2
2

2
+
moscω

2
osca

2
3

2
. (5.203)

Гамiльтонiан (5.203) отримано замiною у (5.178) операторiв p1 та
p2 на їхнi власнi значення ~k1, ~k2. Власну функцiю оператора
(5.203), яка вiдповiдає основному стану, шукатимемо у виглядi

ψ̃(a) =
1

π
3
4 l

3
2
P

exp

(
− a2

2l2P
+ iβ1a1 + iβ2a2)

)
, (5.204)

де β1, β2 – константи. Пiдставивши (5.204), (5.198) у рiвняння
Шредiнгера

H ′
oscψ̃(a) = Ẽ0,0,0ψ̃(a), (5.205)

знайдемо:

β1 =
αcθk2
2ωoscl2P

, β2 = − αcθk1
2ωoscl2P

. (5.206)
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Отже, власну функцiю оператора (5.203) можемо записати у
такому виглядi

ψ̃(a) =
1

π
3
4 l

3
2
P

exp

(
− a2

2l2P
− i

αcθ
2ωoscl2P

(k1a2 − k2a1)

)
. (5.207)

На основi отриманих результатiв можемо записати хвильовi фун-
кцiї частинки у однорiдному полi з гамiльтонiаном (5.176)

ψ(x,a) = Ceik1x1eik2x2Φ

((
2mα

~2

) 1
3
(
−x3 −

E3

α

))
×

×e
− a2

2l2
P

−iβ(k1a2−k2a1)
, (5.208)

тут C – константа нормування, константу β визначають як

β =
αcθ

2ωoscl2P
. (5.209)

Звернемо увагу, що некомутативнiсть координат впливає на
рух частинки тiльки в напрямках, перпендикулярних до напрямку
поля. Першi два доданки у (5.199) мiстять ефективну масу. Отже,
квантованiсть простору вливає на масу частинки у однорiдному
полi у сферично-симетричному, iнварiантному вiдносно iнверсiї
часу некомутативному просторi [68].

5.6 Задачi

1. Дослiдити спiввiдношення алгебри Снайдера

[Xi, Xj ] = i~β2(PjXi − PiXj),

[Xi, Pj ] = i~(δij + β2PiPj),

[Pi, Pj ] = 0

при перетвореннях iнверсiї часу.

2. Перевiрити виконання тотожностi Якобi для всiх трiйок опе-
раторiв Xi, Pi, pai , p

b
i , ai, bi, якi задовольняють спiввiдноше-

ння некомутативної алгебри (5.144)–(5.146), (5.136)–(5.141).
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3. Знайти перiод руху по колу у iнварiантному вiдносно iнверсiї
часу некомутативному просторi

[Xi, Xj ] = icθ
∑
k

εijkp
a
k,

[Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0,

та дослiдити його залежнiсть вiд напрямку руху.

4. Знайти енергетичнi рiвнi частинки в однорiдному полi у сферично-
симетричному некомутативному просторi.

[Xi, Xj ] = ica
∑
k

εijkak,

[Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0,

де ca – константи, ak – додатковi координати, якi вiдповiда-
ють гармонiчному осцилятору.
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