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I. ВСТУП

Iнформацiя про мiжатомнi силовi константи та па-
раметри потенцiялiв мiжатомної взаємодiї є важли-
вою при дослiдженнi рiзноманiтних фiзичних власти-
востей твердих тiл, розв’язуваннi широкого кола за-
дач у динамiчнiй теорiї кристалiчної ґратки та спек-
троскопiї. Вiдсутнiсть однозначної та точної iнфор-
мацiї про характер силових полiв, суттєво рiзнi пiд-
ходи до опису мiжатомних взаємодiй у рiзних типах
кристалiв певною мiрою зумовлюють використання
значної кiлькости обчислювальних методiв з рiзни-
ми вимогами до технiчного забезпечення процесу об-
числень i спiввiдношенням мiж простотою обрахун-
кiв та якiстю кiнцевих результатiв. Серед способiв
розрахунку мiжатомних силових констант можна ви-
дiлити тi, якi пов’язанi з теорiєю збурень функцiо-
нала густини [1–3] та наближенням локальної густи-
ни [4–6]. Широко використовують методи визначення
параметрiв силових полiв у твердих тiлах з перших
принципiв [7–10]. У цiй статтi запропоновано метод
розрахунку мiжатомних силових констант та пара-
метрiв двочастинкового потенцiялу взаємодiї мiж ато-
мами на основi рiвнянь довгохвильового наближен-
ня в теорiї коливань кристалiчної ґратки. Основна
суть цього методу полягає в тому, що, розв’язуючи
згаданi рiвняння, на основi макроскопiчних характе-
ристик неперервного середовища (пружних констант)
можна отримати в тому чи iншому виглядi iнформа-
цiю про мiкроскопiчнi характеристики кристалiчної
ґратки, такi, як силовi константи, похiднi потенцiя-
лiв мiжатомної взаємодiї тощо. Тому одержана таким
способом потенцiяльна енерґiя кристала повинна доб-
ре описувати його пружнi властивостi. Пружнi кон-
станти кристалiв, як вiдомо, є величинами, значення
яких легкодоступнi й вимiрюються експериментально
з порiвняно високою точнiстю. Обчислювальну схему,
описану нижче, можна застосувати до кристалiчних
ґраток, що мають центр iнверсiї.

II. РОЗРАХУНОК МIЖАТОМНИХ СИЛОВИХ
КОНСТАНТ ЯК ДИСКРЕТНИХ ВЕЛИЧИН

Розгляньмо рiвняння руху атома сорту k в елемен-
тарнiй комiрцi l (де l — сукупнiсть iндексiв комiрки
l1, l2, l3) у гармонiчному наближеннi [11]:
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мiжатомна силова константа, що є похiдною вiд по-
тенцiяльної енерґiї Φ кристала по двох якихось змi-
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Тут i далi грецькi iндекси означають номер проєкцiї
в декартовiй системi координат та пробiгають значен-
ня 1,2,3. Переходячи стандартно до рiвнянь на влас-
нi вектори i власнi значення динамiчної матрицi та
застосовуючи розклади теорiї збурень за степенями
модуля хвильового вектора (чи вектора хвильового
числа), у довгохвильовiй межi можна отримати рiв-
няння, якi збiгаються з рiвняннями закону Гука для
пружних хвиль у середовищi. Для такого збiгу повин-
на виконуватися умова:

Pαγβλ + Pαλβγ = 2[αβ, γλ] + (αγ, βλ) + (αλ, βγ), (3)

де Pαγβλ — пружнi постiйнi кристала, для яких у цiй
статтi вживатиметься також термiн “модулi пружнос-
ти”, як це зазвичай прийнято в англомовнiй лiтерату-
рi на означення коефiцiєнтiв лiнiйного розкладу ком-
понент тензора напружень через компоненти тензора
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деформацiї (а не навпаки). Доданки “в дужках” ви-
значаються так:
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∑
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xα

(
l

kk′

)
= xα(l) + ηα(k)− ηα(k′). (8)

Верхнi iндекси в дужках у правих частинах — це iн-
декси комiрок, нижнi iндекси (k, k′ i т. д.) нумерують
пiдґратки, тобто сорти атомiв в елементарних комiр-
ках, va — об’єм елементарної комiрки. У виразах для
Φαβ(...) другий iндекс комiрки l′ опущено, оскiльки
силовi константи залежать тiльки вiд взаємного роз-
ташування двох атомiв, отже, Φαβ

(
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(l′ можна покласти рiвним нулевi). У рiвнян-

нi (8) xα(l) — α-компонента радiус-вектора комiрки
l, тобто r(l) =

∑3
α=1 xα(l)nα, ηα(k) — α-компонента

вектора рiвноважного положення атома сорту k в ло-
кальнiй системi координат комiрки l. Таким чином,
xα

(
l

kk′

)
— α-компонента вектора, що сполучає рiвно-

важнi положення атома сорту k в комiрцi з iндек-
сом l(l1, l2, l3) та атома сорту k′ в комiрцi з iндек-
сом 0(0, 0, 0). Матриця Γµν(kk′) обернена до матрицi
C
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µν (kk′):
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але, окрiм цього, заповнена нулями при k = k′, тобто
має 3 рядки i 3 стовпцi з нулiв.

Рiвняння (3) фактично й визначають зв’язок мiж
макро- та мiкроскопiчними характеристиками крис-
тала (пружного середовища) у довгохвильовому на-
ближеннi. Їх потрiбно доповнити умовами, якi повин-
на задовольняти потенцiяльна енерґiя кристала та її
похiднi за змiщеннями атомiв, зокрема умови мiнiму-
му потенцiяльної енерґiї кристала в рiвноважному по-
ложеннi всiх атомiв. Її незмiнностi при перемiщеннях
та поворотах кристала як єдиного цiлого дають такi
спiввiдношення:(

∂Φ
∂uα

(
l
k

))
0

= 0, (10)

∑
lk′

Φαβ

(
l

kk′

)
= 0, (11)

∑
lk′

Φαβ

(
l

kk′

)
xγ

(
l

kk′

)
=
∑
lk′

Φαγ

(
l

kk′

)
xβ

(
l

kk′

)
. (12)

Крiм цього, здiйснюючи деяку однорiдну деформацiю
iдеальної ґратки, отримуємо тотожнiсть:
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)
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)
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У загальному випадку, коли кристалiчна ґратка не
має центра iнверсiї, розв’язування рiвнянь (3) веде до
складних i громiздких обчислень, тому що в доданки
(...) у правих частинах уходять матричнi елементи не-
вiдомої матрицi та оберненої до неї. Розмiрнiсть цих
матриць 3(n − 1) × 3(n − 1), де n — кiлькiсть сортiв
атомiв в елементарнiй комiрцi. Далi у статтi буде роз-
глянуто випадок, коли кристал має центр iнверсiї. У
цiй ситуацiї, як легко показати, C

(1)
αβ,γ(kk′) = 0, то-

му величини (αβ, γλ), якi входять у (3), дорiвнюють
нулевi при всiх можливих значеннях iндексiв. Уна-
слiдок цього обчислення, пов’язанi зi знаходженням
мiжатомних силових констант iз пружних модулiв,
значно спрощуються, оскiльки тепер (3) перетворю-
ється на систему лiнiйних рiвнянь стосовно невiдо-
мих Φαβ

(
l

kk′

)
, яка доповнюється лiнiйними однорiд-

ними рiвняннями (10)–(13).
Отже, розгляньмо модель простої кубiчної ґратки з

перiодом a, у кожному вузлi якої знаходиться атом з
масою m, причому 0-вий вузол помiщено на початку
координат. Очевидно, що тепер у наведених виразах
зникнуть iндекси сортiв атомiв та сумування по них.
Далi зробимо ще припущення, що сили взаємодiї мiж
атомами є центральними й потенцiяльна енерґiя крис-
тала є сумою двочастинкових потенцiяльних енерґiй
взаємодiї:
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Φ =
1
2

∑
i 6=j

V (|ri − rj |) =
1
2

∑
i 6=j

V (rij). (14)

Тепер мiжатомнi силовi константи для випадку l 6=
0 наберуть вигляду:

Φαβ(l) =
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(
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)
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тут позначено
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,

r(l) — модуль радiус-вектора атома у вузлi l. Для ви-
падку l = 0 силовi константи можна отримати зi спiв-
вiдношення (11). Ураховуючи, що va = a3, запишемо
рiвняння (3), (11)–(13) так:

∑
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= (Pαγβλ + Pαλβγ)a3, (16)

∑
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= 0, (17)

Φαβ(0) =
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(
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, (18)

∑
l

′
{

V ′′(l)
xα(l)xβ(l)xγ(l)

r(l)2
− V ′(l)

r(l)

(
xα(l)xβ(l)xγ(l)

r(l)2
− δαβxγ(l)
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Тут ураховано, що рiвняння (12) не дають жодної
нової iнформацiї. Штрихи коло знакiв сум означають
вiдсутнiсть доданкiв з l = 0. Симетрiя кристалiчної
ґратки дає змогу встановити певну кiлькiсть незалеж-
них пружних модулiв та спiввiдношення мiж ними,
якi добре вiдомi i просто виводяться [12]. Зокрема для
кубiчної сингонiї незалежними є лише 3 модулi пруж-
ности з 21:

Pxxxx = Pyyyy = Pzzzz,

Pxxyy = Pxxzz = Pyyzz, (20)

Pxyxy = Pxzxz = Pyzyz,

всi iншi Pαβγλ дорiвнюють нулевi. З цього випливає,
що спiввiдношення (16) дають 3 лiнiйно незалежнi
рiвняння, (17) та (19) унаслiдок симетрiї ґратки за-
довольняються як тотожностi. З умови (17) можна
отримати ще одне рiвняння. Якщо змiстити кристал
як єдине цiле в напрямку якої-небудь iз координатних

осей, то вимога мiнiмальности потенцiяльної енерґiї
залишиться, звичайно, в силi, але розташування вуз-
лiв уже не буде симетричним щодо початку коорди-
нат, якщо величина змiщення не є кратною до перiоду
ґратки. Тому з (17) одержуємо дещо iншу умову:

∑
l

′ V ′(l)
r(l)

= 0. (21)

Таким чином, для простої кубiчної ґратки можна от-
римати 4 лiнiйно незалежнi рiвняння, у яких невiдо-
мими величинами можна вважати V ′′(l) та, для зруч-
ности, V ′(l)/r(l). Це будуть похiднi потенцiялу мiжа-
томної взаємодiї для перших та других найближчих
сусiдiв. Взаємодiя мiж атомами, якi перебувають на
бiльших вiдстанях один вiд одного, вважається в ме-
жах такої моделi вiдсутньою. Отже, пiдсумовування
здiйснюється по 18-ти вузлах першої та другої ко-
ординацiйних сфер простої кубiчної ґратки, у яких
є атоми з радiус-векторами r1(a, 0, 0), . . . , r6(0, 0,−a),
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r7(a, a, 0), . . . , r18(0,−a,−a). Якщо ввести позначення:

A1 = V ′′(l)|r(l)=a, A2 = V ′′(l)|r(l)=√2a,

B1 =
V ′(l)
r(l)

∣∣∣∣
r(l)=a

, B2 =
V ′(l)
r(l)

∣∣∣∣
r(l)=

√
2a

,
(22)

то пiсля пiдсумовування систему рiвнянь (16), (21) за-
пишемо так:

A1 + 2A2 + 2B2 = aPxxxx

2A2 + B1 + 2B2 = aPxyxy

2(A2 −B2) = a(Pxxyy + Pxyxy)

B1 = −2B2.

(23)

Її розв’язки:

A1 = V ′′(a) = a(Pxxxx + Pxxyy − Pxyxy),

A2 = V ′′(
√

2a) =
a

2
Pxyxy,

B1 =
V ′(a)

a
= aPxxyy,

B2 =
V ′(

√
2a)√

2a
= −a

2
Pxxyy.

(24)

Маючи цi величини, можна отримати мiжатомнi си-
ловi константи для будь-якої пари атомiв ґратки, що
перебувають у межах двох найменших вiдстаней. Як-
що, скажiмо, один iз атомiв є у вузлi 0(0,0,0), а iнший
у вузлi 1(1,0,0), то силовi константи матимуть вигляд:

Φxy(0) = Φxz(0) = Φyz(0) = 0,

Φxx(0) = Φyy(0) = Φzz(0) = 2(A1 + A2 + B2),

Φxx(1) = −A1,

Φyy(1) = Φzz(1) = Φxy(1) = Φxz(1) = Φyz(1) = 0.

(25)

Якщо накласти на двочастинкову функцiю потенцi-
яльної енерґiї V сильнiшу умову, а саме, що V ′ = 0
для будь-якої пари атомiв, то можна розв’язати сис-
тему рiвнянь (16), вважаючи невiдомими величинами
V ′′ для 3-х найменших мiжатомних вiдстаней, тобто
сумування здiйснюється вже по 26-ти вузлах i ми при-
ходимо до умови Кошi для кубiчної ґратки:

Pxxyy = Pxyxy, (26)

як i має бути, тому що тепер додається умова вiдсут-
ности напружень у кристалi у вихiднiй конфiґурацiї.

Пониження симетрiї кристалiчної ґратки веде до
збiльшення кiлькости лiнiйно незалежних рiвнянь у
спiввiдношеннях (16), (17), (19), а це дає змогу розра-
ховувати першу та другу похiднi потенцiялу, а отже, i
силовi константи для бiльшої кiлькости вiдстаней мiж
атомами.

III. РОЗРАХУНОК ПАРАМЕТРIВ ЗАДАНОЇ
МОДЕЛI ПОТЕНЦIЯЛУ МIЖАТОМНОЇ

ВЗАЄМОДIЇ

Використовуючи описаний вище метод, можна та-
кож обчислювати параметри мiжатомних потенцiя-
лiв, якi задаються як деякi аналiтичнi вирази. З ана-
лiзу загального вигляду формул (16)–(19) виходить,
що найпростiшi обчислення можна здiйснювати тодi,
коли є можливiсть невiдомi параметри двочастинко-
вого потенцiялу взаємодiї виносити за знаки сум. Да-
лi розгляньмо найзручнiший у цьому планi потенцiял,
а саме, степеневий ряд з невiдомими коефiцiєнтами.
Кiлькiсть таких коефiцiєнтiв дорiвнює кiлькостi рiв-
нянь, якi можна використати. Для простої кубiчної
ґратки це 4. Отже, задамо двочастинковий потенцiял
взаємодiї як функцiю мiжатомної вiдстанi у виглядi:

V (r) =
A1

rn1
+

A2

rn2
+

A3

rn3
+

A4

rn4
, (27)

Ai — невiдомi коефiцiєнти вiдповiдної розмiрности.
Пiдставляючи похiднi функцiї V (r) у тi ж самi рiвнян-
ня, що i в попередньому роздiлi, пiсля нескладних пе-
ретворень отримаємо загальний вигляд системи для
визначення параметрiв Ai:



f1A1 + f2A2 + f3A3 + f4A4 = va(Pxxyy + Pxyxy)

g1A1 + g2A2 + g3A3 + g4A4 = va(Pxxyy − Pxyxy)

k1A1 + k2A2 + k3A3 + k4A4 = va(2Pxxxx + Pxxyy − Pxyxy)

h1A1 + h2A2 + h3A3 + h4A4 = 0.

(28)
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Усi коефiцiєнти при невiдомих у системi (28) є ґрат-
ковими сумами :

fi = ni(ni + 2)
∑

l

′ x(l)2y(l)2

r(l)ni+4
,

gi = ni

∑
l

′ x(l)2

r(l)ni+2
,

ki = ni(ni + 2)
∑

l

′ x(l)4

r(l)ni+4
,

hi = ni

∑
l

′ 1
r(l)ni+2

.

(29)

Використання симетрiї кубiчних ґраток дає змогу от-
римати такi спiввiдношення:

∑
l

′ x(l)2

r(l)ni+2
=

1
3

∑
l

′ 1
r(l)ni

, (30)

∑
l

′ x(l)4

r(l)ni+4
=

1
3

∑
l

′ 1
r(l)ni

− 2
∑

l

′ x(l)2y(l)2

r(l)ni+4
, (31)

тому достатньо обчислювати лише два з чотирьох ти-
пiв ґраткових сум. У таблицi 1 наведено значення
двох видiв сум простої кубiчної ґратки для деяких
натуральних значень ni, обчисленi комп’ютерним спо-
собом на основi методу, викладеного в [11]. У таблицi
подано “знерозмiренi” значення:

Sn = an
∑

l

′ 1
r(l)n

, Qn+4 = an
∑

l

′ x(l)4

r(l)n+4
, (32)

де a — перiод ґратки. Значення безрозмiрних сум для
n = 4 обраховано з точнiстю до 4-го знака пiсля коми.

Для n ≥ 5 цi суми досить швидко збiгаються i мо-
жуть обчислюватися зi значно бiльшою точнiстю. Та-
кож цi та iншi типи ґраткових сум можна вираховува-
ти за допомогою перетворення елiптичних θ-функцiй
[13, 14]. Ряди, якi виникають при цьому, добре збiга-
ються навiть при n = 4.

n Sn Qn+4 n Sn Qn+4

4 16.5323 3.9695 10 6.4261 2.0707

5 10.3775 2.7859 11 6.2923 2.0484

6 8.4019 2.4177 12 6.2021 2.0334

7 7.4670 2.2497 13 6.1405 2.0232

8 6.9458 2.1588 14 6.0981 2.0162

9 6.6288 2.1048 15 6.0687 2.0114

Таблиця 1. Значення деяких ґраткових сум простої
кубiчної ґратки.

Розв’яжiмо систему рiвнянь (28) для конкретних
значень степеней ni. Виберiмо, наприклад, потенцiял
мiжатомної взаємодiї таким:

V (r) =
A1

r5
+

A2

r6
+

A3

r12
+

A4

r13
, (33)

який можна трактувати, скажiмо, як “модифiкова-
ний” потенцiял Леннарда-Джонса. Зрозумiло, що чим
бiльша кiлькiсть доданкiв у степеневому рядi, тим
адекватнiше описуватиме такий потенцiял взаємодiю
мiж атомами. Для обраної моделi потенцiялу система
(28) набере такого вигляду:



11.7821
A1

a8
+ 9.1927

A2

a9
+ 2.8531

A3

a15
+ 2.3042

A4

a16
= Pxxyy + Pxyxy

17.2958
A1

a8
+ 16.8038

A2

a9
+ 24.8084

A3

a15
+ 26.6068

A4

a16
= Pxxyy − Pxyxy

97.5065
A1

a8
+ 116.0448

A2

a9
+ 341.6112

A3

a15
+ 394.5340

A4

a16
= 2Pxxxx + Pxxyy − Pxyxy

37.3350
A1

a8
+ 41.6748

A2

a9
+ 73.1772

A3

a15
+ 78.8931

A4

a16
= 0.

(34)

Розв’язки цiєї системи такi:

A1 = −a8(0.0181Pxxxx + 0.8863Pxxyy + 0.2344Pxyxy),

A2 = a9(0.0398Pxxxx + 2.1079Pxxyy − 0.0059Pxyxy),

A3 = a15(0.9231Pxyxy − 0.1667Pxxxx − 4.7925Pxxyy),

A4 = a16(0.1422Pxxxx + 3.7514Pxxyy − 0.7422Pxyxy).
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На основi цих результатiв мiжатомнi силовi кон-
станти простої кубiчної ґратки можна розрахувати
для будь-яких вiддалей. Аналогiчно можна проводи-
ти розрахунки параметрiв двочастинкових потенцiя-
лiв у реальних кубiчних кристалах, причому спiввiд-
ношення (30), (31) для об’ємноцентрованих та гране-
центрованих простих кубiчних ґраток також викону-
ються. Однак цей метод можна застосувати до ре-
альних кристалiв кубiчної сингонiї з певними засте-
реженнями. Як правило, такi кристали є йонними за
типом мiжатомної взаємодiї. По-перше, якщо опису-
вати таку взаємодiю кулонiвським потенцiялом, нехай
навiть iз заекранованими зарядами, але без екраную-
чих множникiв у виглядi функцiй вiд вiдстанi, то у
виразах (16)–(19) i т. д. з’являються розбiжнi суми.
Це ж слiд мати на увазi при виборi моделi потенцiя-

лу з невiдомими параметрами. По-друге, взагалi ка-
жучи, в йонних ґратках їхнi пружнi властивостi не
можна розглядати окремо вiд електричних. Тому, за-
стосовуючи метод довгих хвиль, потрiбно вводити в
загальнiй теорiї додатковi параметри, такi, як напру-
женiсть макроскопiчного електричного поля та век-
тор поляризацiї. Отже, узагальнюючи, стверджуємо,
що описаний у цiй статтi метод можна застосувати у
такому ж виглядi i без суттєвих обмежень до криста-
лiчних сполук, у яких характер мiжатомної взаємо-
дiї допускає використання потенцiялiв без кулонiвсь-
ких складових (кристали з ковалентною та ван-дер-
ваальсiвською взаємодiєю) i ґратки яких мають центр
iнверсiї. Стосовно ж кубiчної симетрiї, то це можуть
бути деякi iнертнi елементи у твердому станi.
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J. Phys: Condens. Matter 5, 4975 (1993).
[8] S. Tsuneyuki, M. Tsukada, H. Aoki, Y. Matsui, Phys.

Rev. Lett. 61, 869 (1988).

[9] P. Vashishta, R. K. Kalia, G. A. Antonio, I. Ebbsjö, Phys.
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CACULATION OF THE INTERATOMIC FORCE CONSTANTS FOR A CUBIC LATTICE
IN THE LONG-WAVELENGTH APPROXIMATION
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The long-wavelength method is applied to calculate interatomic force constants for a cubic lattice with the
nearest and next-to-nearest neighbours taken into account. In the final expressions the interatomic potential
parameters in the two-particle approach are represented via elastic modules of crystal. Using the numerical method
the parameters of a power potential are obtained.
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