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Iз використанням методу суперсиметрiї побудовано одновимiрнi невпорядкованi квазiточно
розв’язуванi потенцiяли Кронiґа–Пеннi з одним та двома вiдомими станами. Отриманi власнi
хвильовi функцiї належать до протяжних станiв частинки в цих потенцiялах.
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I. ВСТУП

Опис руху електрона на кристалiчнiй ґратцi є од-
нiєю з центральних задач теорiї твердого тiла. Така
квантова задача зводиться до знаходження розв’яз-
кiв рiвняння Шрединґера з деяким модельним, часто
перiодичним, потенцiялом. Загальнi властивостi роз-
в’язкiв рiвняння Шрединґера з перiодичним потенцi-
ялом описують осциляцiйною теоремою [1], згiдно з
якою енерґетичний спектр перiодичного потенцiялу з
перiодом L має зонну структуру, тобто власнi значен-
ня належать дозволеним iнтервалам (енерґетичним
зонам) [E0, E1], [E1′ , E2], . . . . Хвильовi функцiї, якi
є розв’язками рiвняння Шрединґера, задовольняють
умову

ψ(x+ L) = eikLψ(x), (1)

де k є квазiiмпульсом. Границi енерґетичних зон зада-
ються умовою kL = {0, π}, а хвильовi функцiї, якi вiд-
повiдають граничним значенням енерґiї, мають влас-
тивiсть ψ(x+L) = ±ψ(x). Значення енерґiї на грани-
цях зон та вiдповiднi їм хвильовi функцiї часто нази-
вають власними значеннями та власними функцiями.

Осциляцiйна теорема стверджує, що для перiо-
дичного потенцiялу власнi функцiї, якi вiдповiда-
ють границям енерґетичних зон i впорядкованi за
зростанням енерґiї, E0 ≤ E1 ≤ E1′ ≤ E2 ≤
E2′ ≤ E3 . . ., є перiодичними функцiями з перiодом
L, 2L, 2L,L, L, 2L, 2L, . . . . При цьому на iнтервалi L
такi хвильовi функцiї мають 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3, . . . вузлiв
вiдповiдно.

На жаль, на сьогоднi вiдомо тiльки декiлька точ-
но розв’язуваних перiодичних потенцiялiв, тобто по-
тенцiялiв, для яких можна знайти розв’язки рiвнян-
ня Шрединґера для всiх енерґетичних рiвнiв в аналi-
тичному виглядi. Класичним прикладом перiодично-
го потенцiялу, для якого вiдомi енерґетичний спектр
та хвильовi функцiї електрона, є потенцiял моделi
Кронiґа–Пеннi або його граничний випадок — “гре-
бiнець Дiрака” [2, 3].

Модель Кронiґа–Пеннi (МКП) цiкава ще й тим, що,

незважаючи на простоту, в її межах можна дослi-
джувати одновимiрний невпорядкований ланцюжок
як з топологiчним безладом, так i з безладом замiщен-
ня [4]. Тому вивчення МКП, яка з’явилась ще в 1931
роцi [5], триває i дотепер [6–12]. Зокрема дослiджу-
вали енерґетичнi спектри та динамiку електронiв у
впорядкованих та невпорядкованих системах [6], яви-
ща локалiзацiї [7], властивостi надпровiдникiв [8] та
явища тунелювання кваркiв в одновимiрних ядерних
моделях [9]. Розглядали поведiнку релятивiстських
електронiв [10], узагальнену модель Дiрака–Кронiґа–
Пеннi [11] та нелiнiйну модель Кронiґа–Пеннi [12].

Надалi ми будемо цiкавитись розв’язками однови-
мiрного рiвняння Шрединґера з випадковим потен-
цiялом. Для означення такого потенцiялу розiб’ємо
дiйсну вiсь (−∞,∞) на iнтервали,

li < x ≤ li+1, (2)

i задамо потенцiял на кожному з таких iнтервалiв,

V (x) = V i(x) = V (αi, x), (3)

як функцiю випадкової величини αi, вiдомої для кож-
ного iнтервалу (2). Набiр параметрiв {αi} є випадко-
вим i вiдповiдає певнiй конкретнiй реалiзацiї невпо-
рядкованого потецiялу.

Внесення випадковости в потенцiял значно усклад-
нює знаходження розв’язкiв задачi про рух електрона
в ньому. На жаль, не iснує теореми, подiбної до ос-
циляцiйної, яка описує загальнi властивостi розв’яз-
кiв рiвняння Шрединґера з випадковим потенцiялом.
Можна розрахувати деякi статистичнi характеристи-
ки випадкових потенцiялiв [7] та вiдповiдних їм роз-
в’язкiв рiвняння Шрединґера, але випадковi потен-
цiяли, розв’язки рiвняння на власнi значення яких
можуть бути знайденi в аналiтичному виглядi, досi
взагалi не вiдомi.

Незважаючи на неможливiсть знайти всi розв’яз-
ки задачi на власнi функцiї та власнi значення, для
багатьох потенцiялiв можна вiдшукати точний вираз
для енерґiї та хвильових функцiй декiлькох станiв.
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Така задача вiдома як квазiточно розв’язувана задача
з кiлькома вiдомими власними станами. Вона назива-
ється квазiточно розв’язуваною (КТР), якщо в ана-
лiтичному виглядi можна знайти не всi розв’язки, а
лише обмежену кiлькiсть енерґетичних рiвнiв та вiд-
повiдних їм хвильових функцiй. Ураховуючи обмеже-
ну кiлькiсть точно розв’язуваних потенцiялiв, остан-
нiм часом дедалi бiльшу увагу придiляють квазiточно
розв’язуваним потенцiялам [13–23].

Потужним засобом вивчення проблеми точної роз-
в’язуваности рiвняння Шрединґера є суперсиметрич-
на квантова механiка, яку започаткував Вiттен [24]
(див. огляд суперсиметричної квантової механiки та
задач, якi можуть бути розв’язанi в межах цього фор-
малiзму [25]). Зокрема в [18–20] отримано багато КТР
потенцiялiв з використанням методiв суперсиметрiї.

У статтях [26,27] запропоновано новий суперсимет-
ричний метод побудови КТР потенцiялiв з двома вi-
домими розв’язками, якi вiдповiдають основному та
першому збудженому станам системи. В наступних
статтях [28] цей метод узагальнено для отримання
КТР потенцiялiв iз довiльними двома станами. Да-
лi його розвинули для побудови перiодичних [29] та
випадкових [30] КТР потенцiялiв.

У цiй працi, яка є продовженням [30], розгляну-
то особливостi побудови одновимiрного КТР несинґу-
лярного потенцiялу Кронiґа–Пеннi з використанням
методу суперсиметрiї.

II. СУПЕРСИМЕТРИЧНА КВАНТОВА

МЕХАНIКА

Гамiльтонiян суперсиметричної квантової механiки
Вiттена має вигляд

H =

(

H+ 0
0 H−

)

, (4)

де гамiльтонiяни

H± = −1

2

d2

dx2
+ V±(x) = B∓B± (5)

є так званими суперсиметричними партнерами, i

B± =
1√
2

(

∓ d

dx
+W (x)

)

. (6)

Тут використано систему одиниць ~ = m = 1. Функ-
цiя W (x) отримала назву суперпотенцiялу. Суперпо-
тенцiял W (x) пов’язаний з потенцiялом V−(x) систе-
ми спiввiдношенням

2V±(x) = W 2(x) ±W ′(x). (7)

Енерґетичний спектр суперсиметричних партнерiв
H+ та H− є iдентичним, за винятком основного стану

E−
n+1 = E+

n ,

E−
0 = 0, (8)

де n = 0, 1, 2, . . . . Хвильовi функцiї пов’язанi суперси-
метричним перетворенням

ψ−
n+1(x) =

1
√

E+
n

B+ψ+
n (x),

ψ+
n (x) =

1
√

E−
n+1

B−ψ−
n+1(x). (9)

Легко бачити, що, внаслiдок факторизацiї (5), мож-
на легко знайти розв’язок для стану з нульовою енер-
ґiєю гамiльтонiяна H−

E−
0 = 0,

ψ−
0 (x) = C−

0 exp

(

−
∫

W (x) dx

)

, (10)

де C−
0 — константа нормування.

Iснує iнша лiнiйно незалежна хвильова функцiя
ψ̃(x), яка також є розв’язком рiвняння Шрединґера
для цiєї енерґiї:

ψ̃(x) = ψ(x)
(

∫

1

ψ2(x)
dx+ C

)

, (11)

де C — константа iнтеґрування. Справдi, якщо ψ(x)
є розв’язком рiвняння Шрединґера, то прямою пiд-
становкою (11) в рiвняння Шрединґера бачимо, що i

ψ̃(x) є його розв’язком.
У цiй статтi розглянуто задачу про рух електрона у

випадковому потенцiялi, заданому спiввiдношеннями
(2) та (3). Розв’язками такої задачi, згiдно з осциля-
цiйною теоремою, є функцiї, обмеженi на всiй дiйс-
нiй осi (−∞,∞). Iснують рiзнi способи забезпечення
обмежености розв’язкiв рiвняння Шрединґера, в цiй
статтi ми обмежимося найпростiшою достатньою ви-
могою

∫ li+1

li

W (x) dx = 0. (12)

Подiбнi умови для перiодичних потенцiялiв запропо-
новано в [16, 17].

III. МОДЕЛЬ З ОДНИМ ВIДОМИМ

РОЗВ’ЯЗКОМ

Як було показано в попереднiй частинi, вибираючи
рiзнi суперпотенцiяли W (x), можна отримати розв’я-
зок для основного стану рiвняння Шрединґера з по-
тенцiялом V−(x), заданим спiввiдношенням (7). Най-
простiше отримати несинґулярний потенцiял V−(x)
можна, вибираючи суперпотенцiял W (x) реґулярною
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функцiєю, однак у цьому випадку можна одержати
тiльки розв’язки для основного стану. Є iнший спо-
сiб забезпечити несинґулярнiсть потенцiялу V−(x) з
використанням синґулярного суперпотенцiялу з пев-
ною заданою поведiнкою в околi точок синґулярности
[28–30].

Нехай суперпотенцiял W (x) має такi простi полюcи
в точках xk:

W (x) =
−1

x− xk

+A(x − xk) +O
(

(x− xk)2
)

, (13)

де A — деяка константа. Враховуючи зв’язок мiж су-
перпотенцiялом та потенцiялом (7), V−(x) буде реґу-
лярною функцiєю з такою поведiнкою в околi xk :

2V (x) = −3A+O(x − xk). (14)

Хвильова функцiя (10) в околi точок xk матиме ви-
гляд

ψ−
0 (x) ∼ |x− xk|

(

1 −A(x − xk)2/2
)

. (15)

Звернiмо увагу на розриви функцiї dψ−
0 (x)/dx у

точках xk. Для того, щоб забезпечити неперервнiсть
похiдної хвильової функцiї, можна використати той
простий факт, що розв’язок рiвняння Шрединґера ви-
значений з точнiстю до сталого множника. Тому, ви-
бираючи вiдповiдно знак хвильової функцiї на кожно-
му з iнтервалiв (2), можна домогтися неперервности
i хвильової функцiї, i її похiдної

ψ−
0 (x) ∼ (x− xk)

(

1 −A(x − xk)2/2
)

. (16)

Для отримання випадкового потенцiялу використа-
ємо ґенеруючу функцiю, означену так:

W (x) = W i(x), (17)

де для кожного значення i змiнна x належить вiдпо-
вiдному iнтерваловi (2).

Розгляньмо наступний суперпотенцiял

W (x) = αitg
(

αi(x− li)
)

, αi > 0, (18)

для кожного значення i змiнна x належить вiдповiд-
ному iнтерваловi (2), де

li+1 = li +
π

αi

, l0 = 0, (19)

а αi — випадковi параметри. Такий суперпотенцiял
задовольняє умову (12) для кожного з iнтервалiв (2),
а отже, отриманi хвильовi функцiї будуть обмеже-
ними на всiй дiйснiй осi. У точках синґулярности
li + π/2αi суперпотенцiял W (x) має характер (13),

причому A = α2
i /3. Тодi

V−(x) = −α
2
i

2
. (20)

Потенцiял V−(x) вiдповiдає потенцiяловi невпоряд-
кованої моделi Кронiґа–Пеннi. Можна знайти розв’я-
зок рiвняння Шрединґера з потенцiялом (20) для ста-
ну з нульовою енерґiєю

ψ−
0 (x) = C−

0 (−1)i cos
(

αi(x− li)
)

. (21)

Тут множник (−1)i забезпечує неперервнiсть хви-
льової функцiї та її похiдної (див. аналiз (15)–(16)).
Пiсля нескладних розрахункiв можна отримати iн-
ший лiнiйно незалежний розв’язок (11) рiвняння
Шрединґера

ψ̃−
0 (x) = C̃−

0 (−1)i 1

αi

sin(αi(x− li)), (22)

де C−
0 та C̃−

0 — довiльнi константи, однаковi для всiх
iнтервалiв. Тут вибрано C = 0.

Потенцiял V−(x) та хвильовi функцiї ψ−
0 (x) i ψ̃−

0 (x)
зображено на рис.1.

Зауважимо, що при змiнi випадкової величини
αi змiнюється як глибина потенцiяльної ями V i

− =
−α2

i /2, так i її ширина ∆li = π/αi, при цьому добу-
ток

V i
−∆l2i = const (23)

залишається сталим. Це є наслiдком умови (12), яка
забезпечує iснування протяжних станiв.

10 20 30 40 50

-2

-1

1

2

Рис. 1. Хвильовi функцiї, якi вiдповiдають власному
становi моделi Крoнiґа–Пеннi з нульовим рiвнем енерґiї
для i = 0 . . . 7, αi = {1.3, 0.6, 2, 1.6, 1.8, 0.4, 1.6, 1.3}. Жир-
ною лiнiєю позначено випадковий потенцiял V

−
(x), cуцiль-

на лiнiя вiдповiдає ψ−

0
(x), пунктирна — ψ̃−

0
(x). Константи

нормування C−

0
та C̃−

0
вибранi рiвними одиницi.
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IV. МОДЕЛЬ З ДВОМА ВIДОМИМИ

РОЗВ’ЯЗКАМИ

Для отримання ще одного власного стану H− ви-
користаймо вiдому процедуру знаходження спектра
суперсиметричних партнерiв H+ та H− (5). Якщо ми
знаємо певний стан H+, то можемо одразу знайти но-
вий стан H−, використовуючи суперсиметричнi пере-
творення (9). Перепишiмо гамiльтонiан H+ у такiй
формi:

H+ = H
(1)
− + ε = B+

1 B
−
1 + ε, ε > 0, (24)

де B±
1 заданi спiввiдношеннями (6) з новим суперпо-

тенцiялом W1(x). Тодi

W 2(x) +W ′(x) = W 2
1 (x) −W ′

1(x) + 2ε. (25)

Iз (24) виходить, що хвильова функцiя H+ з енерґiєю
E = ε є також хвильовою функцiєю, яка вiдповiдає

становi з нульовою енерґiєю гамiльтонiяна H
(1)
− i за-

довольняє рiвняння B−
1 (x)ψ+

ε (x) = 0,

ψ+
ε (x) = C+

ε exp

(

−
∫

W1(x) dx

)

. (26)

Застосовуючи суперсиметричнi перетворення (9) до
ψ+

ε (x), ми отримаємо хвильову функцiю збудженого
стану з енерґiєю E = ε для гамiльтонiяна H−

ψ−
ε (x) = C−

ε W+(x) exp

(

−
∫

W1(x) dx

)

, (27)

де введено позначення W+(x) = W1(x) +W (x).

Умова (25) є рiвнянням Рiкаттi, яке не може бу-
ти розв’язане стосовно до W (x) для заданого W1(x) i
навпаки.

Незважаючи на це, можна знайти таку пару фун-
кцiй W (x) та W1(x), яка задовольняє рiвняння (25).
Для цього перепишемо його в такому виглядi:

W ′
+(x) = W−(x)W+(x) + 2ε, (28)

де

W+(x) = W1(x) +W (x),
W−(x) = W1(x) −W (x). (29)

Таке нове рiвняння можна розв’язати щодо W−(x)
для заданого W+(x) i навпаки. Надалi ми будемо ви-
користовувати розв’язок, виражений через W+(x)

W (x) =
1

2

(

W+(x) − W ′
+(x) − 2ε

W+(x)

)

,

W1(x) =
1

2

(

W+(x) +
W ′

+(x) − 2ε

W+(x)

)

. (30)

Вимога несинґулярности потенцiялу V−(x) накла-
дає обмеження на ґенеруючу функцiю W+(x). Де-
тальний аналiз цього питання проведено в [28].

Розгляньмо спочатку W+(x), яка має простi нулi в
точках xk. Умова несинґулярности V−(x) в цьому ви-
падку приводить до умови |W ′

+(x)| = 2ε. Зручно роз-

бити множину xk на два набори x+
k та x−k , для яких

W ′
+(x+

k ) = 2ε > 0 та W ′
+(x−k ) = −2ε < 0. Тодi супер-

потенцiяли будуть мати простi полюси в точках x−k

W (x) =
−1

x− x−k
+O(x − x−k ),

W1(x) =
1

x− x−k
+O(x − x−k ). (31)

Розгляньмо тепер функцiю W+(x), яка має синґу-
лярности в точках ak та bk iз такою поведiнкою:

• нехай функцiя W+(x) має такi простi полюси в
точках ak:

W+(x) =
−1

x− ak

+ const. (32)

У цьому випадку суперпотенцiял W (x) не бу-
де мати полюсiв у точках ak, а суперпотенцiял
W1(x) матиме полюси з поведiнкою

W1(x) =
−1

x− ak

+O(x − ak). (33)

• нехай функцiя W+(x) має такi простi полюси в
точках bk:

W+(x) =
−3

x− bk
+O(x − bk). (34)

Тодi суперпотенцiяли матимуть полюси в околi
bk з поведiнкою

W (x) =
−1

x− bk
+O(x− bk),

W1(x) =
−2

x− bk
+ O(x− bk). (35)

Зауважимо, що iснування у функцiї W+(x) синґу-
лярностей iз iншою поведiнкою приведе до синґуляр-
ного потенцiялу V−(x).

Отже, функцiя W+(x), яка має перелiченi вище
властивостi, ґенерує несинґулярний квазiточно роз-
в’язуваний потенцiял V−(x), як показано в (7), де су-
перпотенцiял W (x) виражений через функцiю W+(x),
пов’язану iз суперпотенцiялом спiввiдношенням (30).
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Хвильова функцiя для стану з нульовою енерґiєю
ψ−

0 (x) та хвильова функцiя ψ−
ε (x) для стану з енерґi-

єю ε заданi виразами (10) та (26) вiдповiдно, причому
хвильова функцiя ψ−

0 (x) матиме вузли в точках x−k та

bk, а хвильова функцiя ψ−
ε (x) — вузли в точках x+

k та
bk.

Для отримання випадкового потенцiялу використа-
ємо ґенеруючу функцiю, означену так:

W+(x) = W i
+(x), (36)

де для кожного значення i змiнна x належить iнтер-
валовi (2).

Розгляньмо наступну ґенеруючу функцiю

W i
+(x) =

1

βi

tan
(

βi(x− li)
)

, (37)

де границi iнтервалiв (2) заданi спiввiдношенням

li+1 = li +
π

βi

, l0 = 0, (38)

а βi — випадковi параметри.
Така ґенеруюча функцiя задовольняє умову (12), а

значить, отриманi хвильовi функцiї будуть обмеже-
ними на всiй дiйснiй осi. Функцiя (37) задовольняє
також умову |W ′

+(x)| = |W ′(x+
k = lk)| = 1 = 2ε, тому

енерґiя збудженого стану ε = 1/2.
Щоб задовольнити умови (32) та (34), параметри βi

мають приймати значення 1 або 1/
√

3 вiдповiдно, то-
му можна виразити величини βi через новi параметри
ni, якi випадково приймають значення 0 або 1

βi = 1 − ni + ni

1√
3
. (39)

Тодi

W+(x) = (1 − ni)tg(x − li) + ni

√
3tg

(

x− li√
3

)

. (40)

Така функцiя ґенерує суперпотенцiяли

W (x) = ni

1√
3

tan

(

x− li√
3

)

, (41)

W1(x) = (1 − ni)tg(x− li) + ni

2√
3
tg

(

x− li√
3

)

,

i потенцiяльну енерґiю

V−(x) = −ni

6
, (42)

де для кожного значення i змiнна x вiдповiдає iнтер-
валовi (2).

Потенцiял V−(x) вiдповiдає потенцiяловi невпоряд-
кованої моделi Кронiґа–Пеннi. Для цього КТР потен-
цiялу можна знайти в аналiтичному виглядi хвильовi
функцiї, якi вiдповiдають рiвням енерґiї 0 та ε вiдпо-
вiдно

ψ−
0 (x) = C−

0 (−1)
Pi−1

j=0
nj

(

(1 − ni) + ni cos

(

x− li√
3

))

,

(43)

ψ−
ε (x) = C−

ε (−1)
Pi−1

j=0
(1−nj)

(

(1 − ni) sin(x− li)

+ ni

√
3

2
sin

(

2(x− li)√
3

)

)

, (44)

тут множники виду (−1)f({ni}) забезпечують неперер-
внiсть хвильових функцiй та їх похiдних.
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Рис. 2. Хвильова функцiя ψ−

0
(x), яка вiдповiдає власно-

му стану моделi Крoнiґа–Пеннi з нульовим рiвнем енерґiї
для i = 0 . . . 8, ni = {1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1}. Жирною лiнi-
єю наведено потенцiял V

−
(x). Константа нормування C−

0

вибрана рiвною одиницi.

Тут C−
0 та C̃−

ε — довiльнi константи, однаковi для
всiх iнтервалiв.

Використовуючи формулу (11), можна знайти iншу

пару лiнiйно незалежних розв’язкiв ψ̃−
0 (x) та ψ̃−

ε (x)

для заданих ψ̃−
0 (x) та ψ̃−

ε (x):

ψ̃−
0 (x) = C̃i

(

(1 − ni)(x + Ci) (45)

+ ni

[

Ci cos

(

x− li√
3

)

+
√

3 sin

(

x− li√
3

)

])

,

ψ̃−
ε (x) = C̃i

(

− (1 − ni) cos(x− li)

− ni cos
(2(x− li)√

3

))

, (46)
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де константи C̃i та Ci пiдбираються так, щоби забез-
печити неперервнiсть хвильової функцiї та її похiд-
ної в точках зшивання. Однак розв’язок ψ̃−

0 (x), бу-
дучи розв’язком рiвняння Шрединґера, не має фiзич-
ного змiсту, оскiльки хвильова функцiя (45) є лiнiй-
ною функцiєю x для iнтервалiв з ni = 0, що веде до
розбiгання її при x, що прямує до ∞ або −∞. Отже,
власний стан з нульовою енерґiю є невиродженим, а
стан з енерґiєю ε двократно вироджений iз хвильови-
ми функцiями (44) та (46).

Потенцiял V−(x), хвильова функцiя ψ−
0 (x) власно-

го стану з нульовим рiвнем енерґiї i хвильова функцiя
ψ−

ε (x) та ψ̃−
ε (x) власного стану з енерґiєю ε зображенi

на рис. 2 та рис. 3 вiдповiдно.
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Рис. 3. Хвильовi функцiї, якi вiдповiдають власно-
му становi моделi Крoнiґа–Пеннi з рiвнем енерґiї ε для
i = 0 . . . 8, ni = {1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1}. Жирною лiнiєю по-
значено потенцiял V

−
(x), cуцiльна лiнiя вiдповiдає ψ−

ε (x),
пунктирна — ψ̃−

ε (x). Константи нормування C−

ε та C̃−

ε ви-
бранi рiвними одиницi.

Зауважимо, що при змiнi випадкового параметра ni

змiнюється тiльки величина ∆li =
√

3π/(ni +
√

3(1 −
ni)), яка може набувати значень

∆la = π, ∆lb =
√

3π. (47)

Тодi ширина ями повинна бути кратною
√

3π, а вiд-
стань мiж ямами — кратною π. Цi спiввiдношення,
якi забезпечують iснування протяжних станiв, як i в
попередньому роздiлi, є наслiдком умови (12).

V. ВИСНОВКИ

У цiй статтi отримано розв’язки рiвняння Шредин-
ґера з випадковими потенцiялами Кронiґа–Пеннi (20)
та (42).

Для потенцiялу (20) в явному виглядi знайдено двi
власнi функцiї з нульовою енеpґiєю. Отже, цей енер-
ґетичний рiвень є двократно виродженим. Для потен-
цiялу (42) в явному виглядi знайдено власнi функцiї
для двох енерґiй E = 0 та E = ε. Стан з нульовою
енерґiєю є невиродженим, а стан з енерґiєю ε двократ-
но вироджений. Зауважимо, що стан з енерґiєю E = 0
в потенцiялах (20) та (42) не є основним станом цих
потенцiялiв, про що свiдчить наявнiсть вузлiв у вiд-
повiдних хвильових функцiях.

У випадку, коли αi = {αa, αb, αa, αb, . . .} та ni =
{0, 1, 0, 1, . . .}, потенцiяли (20) та (42) вiдповiдно пере-
ходять у потенцiял перiодичної моделi Кронiґа–Пеннi.
Для аналiзу отриманих розв’язкiв рiвняння Шреди-
нґера з перiодичним потенцiялом можна застосувати
осциляцiйну теорему, згiдно з якою у випадку КТР
потенцiялу з одним вiдомим розв’язком (20) отрима-
ний розв’язок вiдповiдає верхньому краю четвертої
зони або нижньому краю п’ятої, якщо нумерацiя енер-
ґетичних зон починається з одиницi. Для КТР потен-
цiялу з двома вiдомими розв’язками (42) отриманий
розв’язок E = 0 вiдповiдає верхньому краю першої
зони або нижньому краю другої, а розв’язок E = ε
— верхньому краю третьої зони або нижньому краю
четвертої.

У працi [31] суперсиметричний метод узагальнено
для отримання КТР потенцiялiв з трьома вiдомими
власними станами. За допомогою цього методу мож-
на одержати й перiодичнi КТР потенцiяли. Однак на
сьогоднi невiдомо, чи можна використати його для не-
впорядкованої моделi Кронiґа–Пеннi.

Зазначимо також, що ґенеруючi функцiї W (x) (18)
таW+(x) (37) з умовою (12) забезпечують знаходжен-
ня тiльки протяжних розв’язкiв для отриманих по-
тенцiялiв. Цiкавим результатом є умови (23) та (47)
на параметри випадкового потенцiялу, при яких у сис-
темi наявнi протяжнi стани. Добре вiдомо, що в од-
новимiрних випадкових потенцiялах можуть iснувати
локалiзованi розв’язки. Можливiсть одержання таких
розв’язкiв за допомогою наведеної вище технiки буде
докладно проаналiзовано в наступних роботах.
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QUASI-EXACTLY SOLVABLE DISORDERED KRONIG–PENNEY MODEL

O. Voznyak, V. M. Tkachuk
Ivan Franko National University of Lviv, Department for Theoretical Physics,

12 Drahomanov St., Lviv, UA–79005, Ukraine

Using the supersymmetric quantum mechanics the quasy-exactly solvable random Kronig–Penney potentials
with one and two known eigenstates are constructed. The obtained eigenfunctions belong to extended states of
the particle moving in these potentials.
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